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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 9.01
(Théorie du Potentiel)
6e année, 1962, n® 9

QUELQUES PROPRIE}TFES DES FONCTIONS NUMéRIQUES CONVEXES
(So Ce 1o Ol Se Ceo SO)
SUR UN ENSEMBLE CONVEXE COMPACT

par Gabriel MOKOBODZKI
Notations. — Soient E wun espace vectoriel topologique sur R localement con-

vexe séparé, X un convexe compact de E . On désignera par E' 1'espace produit
E x R .

PROPOSITION L. - Soit ¢ une fonction numérique >0 sur X , semi-continue

inférieurement et convexe.

Alors ¢ ést enveloppe supérieure d'une famille de fonctions affines continues

sur X .

Démonstration. - Soit I’ 1l'ensemble des couples (x , y) de X x R tels que

¥ > ¢(x) « Alors ' est convexe et fermé. Il est donc 1'intersection des demi-
espaces fermés qui le contiennent.

En particulier si xeX, (x, ¥ £ T , un hyperplan fermé, qui sépare stric-
tement (x , y) et I, définit une fonction affine continue sur X , £ telle
que

FLy ot y<f(x) .

PROPOSITION 2. - Soit ¢ une fonction numérique semi-continue supérieurement,

convexe sur X .

Alors ¢ est enveloppe inférieure d'une famille filtrante décroissante de

fonctions convexes continues majorant strictement ¢ .

Démonstration. - La démonstration va résulter des deux lemmes suivants.

IEMME 1. -~ L'enveloppe convexe d'une famille finie d'ensembles convexes compacts

de E' est encore compacte (voir BOURBAKI) »

LEME 2. - Sodient f, , f, s. c. i. convexes bornées . supérieurement sur X ,

majorent strictement ¢ . -

I1 existe alors une fonction fz 8o Co i. convexe sur X telle que




9 < £3.< nf(f; , £)) .

Soit

A > sup(fy , T, ¢) + € ,avec €¢>0 .

On considére les convexes compacts Iy , I, » ' de X x R définis respective-

ment per

r={(x,y ; xeX; yeR; A>y> 9}

T,
i

{(x,5 3 xeX; yeR; M2y2 £} i=1,2 .

Les ensembles I'; , F2 , I' sont convexes et Fl et F2 sont compactse

or I, u F2 cTl ; si F3 désigne 1'enveloppe convexe de I'; U Fz , alors
r.cr.
3

~ Soit alors f3 sur X définie par

I1 est clair que f3 est convexe et s. c. i., et que, V xe X,
inf (f; , fz) (x) > £ (x) > 9 (® .
Ces lemmes étant démontrés, 1la proposition s'ensuit immédiatement :
Soit (x, y) € X xR tel que
AZy>ox) .

Soit F(x 7) 1'enveloppe convexe (donc compacte) de l'ensemble
’

X x{ADu (x,7 .

Alors P(x,y) définit une fonction s. c. i. convexe f(x,y)
f (x') = inf 2z
(x,7) (x',2)€ ry

et i1 est clair que @ = inf £,y -
¢ que ¢ (X;Y)
Soit alors (fa) une famille de fonctions affines continues sur X telle que

f = su f .
(x’y) SUP tq
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D'aprds le lemme de Dini, il existe une sous-famille (£, , £, , «-. , fn) telle

que

(p <Sup(fl y oo ’fn)s fy .

En effet il existe € >0 tel que ¢ + e:\<f'y s car fy est s« c. 1. et ¢ est

Se Ce S

COROLIAIRE. -~ Soit f une fonction affine s. c. s., sur X , alors f est en-
veloppe inférieure d'une famille filtrante décroissante de fonctions affines con-

tinues majorant strictement f .




