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Séminaire BRELOT~CHOQUET-DENY 701
(Théorie du Potentiel)
6e annde, 1962, n°® 7 ler juin L9&2

SUR IES DEMOMSTRATIONS NOUVELIES DU THEOREME DE CHOQUET

par Paul-André MEYER

Les démonstrations du théoréme d'existence de CHOQUET se sont multiplides ces
derniéres amnées, depuis l'article de BISHOP et DeIEEWW jusqu'aux démonstrations
récentes d'HERVE ot de BONSALL, qui ont etteint un degré de simplicité qu'il est
sans doute difficile de dépasser. Nous evons repris ici les méthodes dc ces auteurs
ainsi que des idées de BAUER, afin de présenter une démonstration unifide des théo-
rémes d'existence et d'unicité. Notre premitre démonstration du théoréme d'unicité
a d'ailleurs été elle-m8me trés améliordée par CHOQUET. lLes méthodes présentées ci-
dessous nous peruettent aussi d'établir simplement, en méme temps que le théoréme
de Choquet proprement dit, un important résultat démontré tout récemment per
MOKOBODZK I,

Nous ne chercherons pas ici & nous placer dans les hypothéses, en apparence plus
générales, de BISHOP et DelEEUW. X désignereit alors un compact quelconque, H
un sous-espace vectoriel de C(X) s contenant les constantes ct séparant les points,
et S le plus petit cdne convexc fermé dans C(X) , contenant H , et stable pour
1'opération de borne supéricure. ( H et S sont les initiales recpectivement de
"harmonique" ct "sous-hormonique".) Ces hypothéses n'exigeraient que des changenments
insignifiants dans les démonstrations ; CHOQUET a d'ailleurs montré que 1l'on peut

toujours se ramener au cas que nous traitons ici.

l. Hypothéses et notations.

Soit X un espace topologique compact muni d'une structure affine telle que
l'espace H des formes affines continues sur X sépare les points de X + Afin
de feciliter 1'aspplication du théoréme de Hahn-Banach, il sera commode de supposer
X plongé dans un espace vectoriel topologique localement convexe E tel que H
coincide avec 1l'espace des restrictions & X des formes affines continues sur E g

cela est toujours possible.

Munissons H de la norme de la convergence uniforme ¢ toute forme lindaire bor—
née m sur H est induite par une mesure sur X de méne norme, W o Si le forme
m est positive, elle vérifie la relation |jm|| = m(1) s cette égalité est encore
vraie pour p , qui est donc positive. Nous ne considérerons plus désrmais que



T=CR

des mesures positives.

~

Soit p une telle mesure ; nous désignerons par | so restriction & H . Deux

mesures u et v telles que W=7y seront dites éguivalentes (notation 3

Hoovde

Les fonctions convexes continues sur X constituent un cbne, que nous dc¢signe-
rons par S o L'espoce vectoriel S - S cst réticulé, contient les constantes,
sépare les points de X : on déduit du théoréme de Weierstrass-Stone qu'il est

dense en norme dans C(X) «

Nous définissons maintenant, d'aprés BISHOP ot DelEEUW, une relation d'ordre sur
7t (x) s MOtée <¢ p<v &> I=v et (u, £y < (v, £) pour toute fonction
£ de S o Unc mesure meximnle pour cet ordre sera dite simplement "maximele!.

2e Faces de X et points extrémaux.

DEFINITION 1, - Nous dirons qu'une mesure. W est stable sur une partie compacte
K de X si toute mesure v telle cue VN Pk (trace de p sur K ) est portée

par K .

DEFINITION 2. - Nous appellerons face de X toute partie compacte non vide
de X telle que :

pour tout x € K, la masse unité g est stable sur K .
DEFINITION 3. - Un point x est dit extrémal si {x} est une face.
Définitions équivelentes
10 Ia clesse d'équivalence de e, est réduite & €y o

2° la relation x = —-z-%-i, ¥y et z €X, entraine les égalités y =z =x .

Nous appellerons frontiérec de X , et nous noterons aX , 1'ensemble des points

extrémoux.
THEOREME 1 (d'aprés CHCQUET). - Si X ost métriseble, la frontitre est un Gy

Démonstrations - X - BX est 1'image du complémentaire de la disgonale A de

X x X par l'application (x , y) »(x+y)/2 de X xX dans X 3 si X est
métrisable, le complémentaire de A est un KO » ¢t il en est de méme de son

image.
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THEOREME 2 ("principe du maximum de Bauer"). - Soit f wune fonction concave
semi-continue inférieurement en ebrégé sci ). Si 1l'on a f£(x) 20 en tout point
de QX sona f>0 sur tout X .

Démonstratione

ae Il existe des foces ( X est une foce).
b. Toute interscetion de faces est unc face.
ce Toute face contient une face minimsle (ZORN).

ds L'ensemble des points ol une fonction concave sci atteint son minirmm est une

face.
ee Toute foce minimele est un point extrémal.

Pour établir ce dernier résvltat, nontrons qu'une face F qui contient au moins
deux points x et y n'est pas minimale. En effct, soit h wune fonction de H

by

qui sépare x et y ; l'ensemble des points de F , o h est égale & son mini-

mun sur F , est unc face de X qui ne peut contenir & la fois x et y , donc

une face distincte de F o

Le théoréme résulte immédiatement de ces assertions. On pourrait en déduire,
comne BAUER, le théoréme de Krein-Milmon.

3+ Enveloppes d'unc fonction.

DEFINITION 4, - Soit f wunc fonction bornde quelconguc définiesur une parties .de

X contenant le frontiére. Nous oppellerons enveloppe supérieure de f (resp.

rd

inférieure) la fonction concave semi-contimue supérieurement (en abrégé : scs)

(respectivement lo fonction convexe sci) définie sur tout X per :

T(x) = inf s(x) (resp. f(x) = sup ~ 8(x) )
SE=S = 3eS
s3f sur QX s<f osur éx

‘Toute fonction conceve scs étant 1'enveloppe inférieure des fonctions affines
continues qui la majorent, on peul remplacer " s €~S " par " s € H" ou par " s
concave scs" dans la preniere définition. En particuliecr, si f est concave scs,

one f=f,.Le théortme 2 montre d'autre part que l'ona f >f

THEOREME 3+ - L'applicetion f - posséde les propriétés suivantes :
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a. f Lg sur bx = fs-g-; f cst comprise entre les bornes de f sur

% L

be na f£f+g<f+g et (af) =af (a constente positive) e

Ce Si f est définie sur X , convexe et scs, on a T(x) =sup [ £(y) dapy) -

En particulier, on a T(x) = £(x) en tout point-frontiére. VS

Démonstrations = Tout ceci cst évident, sauf lo dernier pointe Soit £t la

fonction de x définic par 1'expression (¢) : on vérifie trés facilenent que f!
est concave, scs, égale 3 f & la frontiére. Toute forme h de H, qui majore
£ & la frontiére, mjorc f partout (théoréme 2), donc / h(y) du(y) majore
S £(y) aMy) , ct h majorc f' . Ona donc f< £' <T.

Mais, inversencnt, tovtc forme de h ui majore £ majore f , donc f
’ ’ s Q J ’ J ’ ’

et il en résultc biecn que l'ona f' =1£f .

4, Propriétés des nesurcs noeximalos.

THEOREME 4 (BISHOP ¢t DelEEUW).
a.. Toute mesurc est mojorée au sens de l'ordre < par une nesure naximale.

be Soit M unc mesure maxinmnle. Toute mesure VvV telle que VS H est mexinales

Déronstrations = (a) est uvne conséquence immédicte du théoréme de Zorn et du

théoréme de compacité vague. Dans le cas de (b), écrivons p =v +A 3 sl v
n'est pas maximale, il cxiste V! #V telle que v <V!' , et ona u<v' +2Ajy

H n'est donc pas moximcle.

le théoréme suivent est le plus important de cet exposé. Il est dft & MOKOBODZKI,
et la dénonstration que nous en donnons utilise une méthode de BAUER et BONSALL.

THEOREME 5. — Pour qu'une mesure v sSoit raximele, il faut et il suffit que 1l'on

ait. pour toute fonction £ € S , la relation :

‘\.’V 9 f> = <V Iy f} .
Démonstration. = Soit p une mesure positive quelconque. Posons, poui‘ toute
fonction £ de C(X) : .

pu(d) = (b, D :

n. Clest une fonction sous-additive, positivement lindaire sur C(X), qui coin-
cidc avec W sur H . D'aprés le théoréme de Hahn-Banach, on peut trouver une

forme linézire v sur C(X), qui induit p sur H, et telle que 1l'on ait :

v(f) £ pu(f) pour tout f € C(X) .
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Sil'ona £ <0, ona aussi pu(f) <0, donc v (f) <0 . I1 stagit donc d'une
mesure positive, dquivalente & | . De plus, si f appartient & ~S , on a
f>f, et done (f) ¢ pulf) ; eutrement dit, on a p <v « En particulier, si
est maximale, on 2

p= v et wl(f) < pp(f)
pour toute fonction fe C(X) .

b. Soit f wune fonction de S . Le théoréme de Hahn-Banach nous permet de choi-
sir une mesure y < P, telle que 1'on ait W(f) =p (f) = w(f) + Si p est maxi-
mele, nous avons p =1v et donec up(g) = plg) pour toute ge S .

Ce 51 M est maximnle, nous svons p = v et done p(-f-‘. - f) = 0 pour toute
fonction f € S « Supposons riciproquernent gue H vérifie cette égalité ;3 choi-
sissons une mesure naxirale v > H y ¢t soit f wune fonction de S . Nous avons
R(E) < V(£) , et dtauvtre pert K(F) > v(f) (T é&tant concave scs)e Ceci n'est
compatible avee les relations H(F = £) =v(f - £f) =0 que si B ot v coinci-
dont sur S, donc partout. La mesure H egt donc naximale.

COROLIAIRE 1 (MOKOBODZKI). = Pour que pM soit maximale, il feut et il suffit

gue M ne charge aucun des compacts s
{x: f(x) >r(x) + €} , fes, >0 .

En particulier, toute mesure intégrale d'une fanille nesurable de mesures moxXie

mnales est encore naximale.

Soit f wune fonction convexe continue j; on dit que £ est strictement convexe

en un point x s'il existe deux points y et x de X et un nonmbre t conpris

entre 0 et 1 , tels que 1l'on ait
x =ty + (1 = t) f(x) < t£(y) + (L = ) £(2) N

En un tel point, on a éviderment f£(x) > f(x) + Si X cst métrisable, on pourra
construire aisément (4 1'aide d'vnc série de carrés de formes =ffines, par exempk)

une fonction convexe qui est strictement convexe en tout point non extrémal. On
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obtient denc le dénonstration du théoréme fondemental de Choquet, due & BONSALL.
THEOREME 6. - Si X est nétrisable, une mesure est reximale si et seulement si
elle est portée par la frontieére.

La néthode utilisée ci-dessus montrernit aussi,d la meniére de BAUER, 1'exis-

v
tence de la frontiére de Silov et son idertité avec l'adhdrence de bx .

5 Régolutivité.

DEFINITION 5. - Soit f wune fonction bornée difinie sur X « Nous dirons que

f est résolutive si 1'ensenble des points x , ou la relation
E(X) = f(x) = _f-(x)

n'est pas vérifide, est négligeable pour toute mesure maximele.

Nous n'étudierons pas ici le notion de résolutivité. Nous nous bornerons aux
p .

résultats tres gimples suivants :
as la somme de deux fonctions résolutives est résolutive. Soient f et g dewx

fonctions résélutives, p une nesure moxinele ; cela résulte de

p(f +g) Su(f+g) =T +7) > ulf + g .

— e

Comme on a 1l'inégalité inverse, le théoréme est établi.

be Une limite uniforme de fonctions résolutives est rdésolutive. (facile)

THEOREME 7. =~ Toutc fonction de C(X) est résolutives

Dénonstration. = D'aprés (a) et (b), il suffit de montrer que toute fonction f
de S est résolutives Or ona f =1, f.s'f , et W(f) = p(f) pour toute mesure

meximale. Ie théordme en rdésulte immédiatement.

6. Mesures pseudoportées par la frontiére.

THEOREME 8. = Soit M une mesure moximale, et soit (fn)neN une suite de fonc-
tions pésolutives, comprises entre 0 et 1 , qui décroit vers O sur X et
dont la limite est nulle en tout point de bX ¢+ Ona

lim p.(fn) =0 .
. T
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Démonstration. - Il nous suffit 4'éteblir que l'on & lim p(fn) = 0 + Pour
n

chaque n , choisissons une fonction 8, ¢nveloppe supérieure d'un nombre fini
de formes linéaires, telle que 1l'on ait sn(x).s fn(x) en tout point de la fron-
tidre, sn(x) > 0 partout. Comme p(sn) approche autant gue 1'on veut p(fn) ,

il nous suffit de montrer que p(sn) tend vers O o

Rangeons en une suite les formes affines hn considérées, de sorte que l'on

ait

I

Sl Sup(hl 9 h2 LN ] hnl)

8, sup(h.nl cos hhg) , etec. ,

et considérons l'application lindaire h : X = (hn(x))neN de X dans BN . Son
image Y ecst convexe compactc, et la frontiére de Y est conterue dans 1'image
de la frontitre de X (remarquer que 1l'image réciproque d'un point extrémal est
une face de X )o Soient Yy s Vo 5 vee les applicotions coordonnées sur Y @
comne h1 =y 0 h , le fait que les S tendent vers O entraine que les fonc-
tions convexes t; = aup(yi,yb ess ¥, ) » etce, tendent vers 0 sur la frontiere
de Y , en restant bornées. D'autre pert, la mesure h(p) est mnjorée per une
mesure maximele V , qui est portée par le frontiére du compact nétrisable Y .

On a donc

W(s) = G, £SO, v)
I1 en résulte inmédiatement que p(s ) a pour limite O,

COROLIAIRE (BISHOP-DeIEEUW). ~ Une mesure maximale ne charge aucun compact de
Baire disjoint de la frontidre. (Ia fonction ceractéristique d'un tel compact est

1ltenveloppe inférieure d'une suite déeroissante de fonctions continues positives,

qui converge vers O en tout point extréncl.)

7. Le théoréme d'unicité de Choquete

DEFINITION 64 = On dit que X est un sioplexe, si le qual H' de H est réti-

culé pour son ordre noturele

THEOREME 9. = les propriétés suivantes sont cquivalentes :

(1) X est un simplexe.
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2) L'application f - f est positivenent linéaire sur le cbne S .
P p
(3) Toute resure positive sur ¥ est équivalenie & une mesure maximale unique.

(4) 1o fonction x e.E(x) est affine pour toute fonction f e S .

Déronstration. ~ Nous cormencerons par nontrer 1'équivalence de (3) et (4)

(4) => (3). Soient f wune fonction de S , H et v deux nesures meximales
équivalentes. Lz fonction affine scs f est dgele & 1l'enveloppe inféricure de 1'en-
semble des fonctions affines continues qui la ncjorent, et cet enscrble est filtrant
décroissant (c'est une applicmtion du théoréme de Hahn~-Banech, due & MOKOBODZKT)
I1 en résulte que 1'on a (%) = v(f) , et donc (théoréme 5) p(f) =v(£) ; (3)
résulte czlors de ce que S - S est dense dans C(X) .

3) = @). Désignons por M 1o mesure maximsle de barycentre x 3 une somme
de mesures naxinales étant nJleQle, il résulte de (3) que 1l'ap:lication x M
est affine. Or on & f£(x) = Mx(f) si f appartient & S 3 d'ol le résultat.

Passons maintenant & 1'équivalence entre (1), (2) et (3) :

(3) => (1) Soit m wune forme lincaire positive sur H ; elle est induite par
une resure raximale unique, et on construit cinsi une bijection croissante du cdne

positif de H' sur le cbne des mesures raximeles, qui est ¢viderment réticulé.

(1) => (2) (d'aprés CHOQUET). Soient f et g deux fonctions de S . Il nous
suffit de vérificr 1'indgalité f(x) + g(x) < £ + g(x) . Nous avons d'~utre part,
en rerplagant dans 1'4galité (¢) du théoréme 3 les mesures quelconques par des
nesures discrétes |

£x) =swp 2 (L, ) ,
iel

(Xi)iEI étant un systéme fini de mesures positives ponctuelles; tel que l'on ait
;ZI x! & et le sup étant pris sur 1l'enserble de tous ces systémes. On éva-
ie

luerait de méme g(x) A 1'eide de systémes (y ). =3 « En appliquent le "lemme de
décomposition" de 1o théorke des espaces rstlcules ( ), on déduit de 1'équivalence
2 Xi NEp3 v} llexistence de formes positives (zi.) » telles que 1'on =it

iel j&eJ : J

x! w2zl y!

1
1 j ij J “’% %3 ‘

3 ij

Corme f est convexe, et coume chzcune des x; est ponctuelle, on a 3

( ) Voir por cxermple : chopitre 2, pmr”bruphc 1, n® 1 de

BOURBAKI (Nicolas)e = Intégratione Chapitres l=4, = Paris, Hermann, 1952 (Acte
scients et ind., 1175 ; Eléments de Mathémotique, 13).
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G, DSty )

et de méme
(ys. , f)\<§:.(z:!Lj , g0 .
i
I1 en résulte que 1l'on a
£(x) + g(x) S sup 2 (a2, , £+ )< f + glx) >
i,j
car
Loz, nve .
ij x

1,]

() => (3). Considérons l= forme linéaire sur S , f = £(x) ; prolongeons-la
par lindarité & S = S5, puis par contimuité & C(X) o On vérifie immédiatement
gque 1l'on obtient ainsi une mesure positive, qui majore d'aprés 1'égelité (ec) du

théoréme 3 toutes les mesures dquivalentes 2 € o
! X

THEOREME 1C.-Soit Mx la mesure maximale de barycentre x 3 l'zpplication

X -pM& est vaguement mesurable, et la mesure maximale associée & une mesure quele-

conque M est égale a /Mx du(x) .

Démonstration. ~ la seconde assertion résulte immédiatement de lz premiére, du
corollaire 1 au théoréme 5, et de 1l'unicité de la mesure mexinmale équivalente 3

une nesure domnée. D'autre pert, 1l'aspplication x q»Mx(f) est nesurable lorsque

f appartient & S (elle est alors scs), donc lorsque f =mppartient 3 S =S,
et enfin par passage & la limite uniforme lorsque f est quelconque dans C(X) »

L'application x'eiﬂx_ est donc vaguenent resurable.
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