PHILIPPE COURREGE

Fonctionnelles multiplicatives, sous-processus d’un processus
de Markov et semi-groupes subordonnés

Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théorie du potentiel, tome 6,n°2 (1961-1962), exp. n° 6,
p. 1-54

<http://www.numdam.org/item?id=SBCD_1961-1962__6_2_A1_0>

© Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théorie du potentiel
(Secrétariat mathématique, Paris), 1961-1962, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théo-
rie du potentiel » implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SBCD_1961-1962__6_2_A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BRELOT~CHOQUET-DENY 601
(Théorie du Potentiel)
6e année, 1962, n° 6 11, 18 et 25 mai 1962

FONCTIONNELIES MULTIPLICATIVES,
- SOUS~PROCESSUS D'UN PROCESSUS DE MARKOV
ET SEMI-GROUPES SUBORDONNES

par Philippe COURREGE

Introduction. - Le but du présent exposé est d'étudier les relations entre trois

manidres différentes d'introduire ce que, cédant & la mode actuelle, on pourrait
appeler les sous-trucs d'un processus de Markov stationnaire.

Un processus de Markov stationnaire étant donné, soit & sa durée de vie, et
{Pt} le semi-groupe associé & sa fonction de transition (cf. chapitre 1). Selon
qu'on envisage le processus lui-méme, ou seulement sa fonction de transition, on
peut introduire un sous-truc de X ,

L3

- Soit comme un processus de Markev stationnaire, X ayant une durée de vie
< Cs ondit alors que X est un sous-processus de X (cf. chapitre 2)

- Soit comme un semi-gz;oupe {Qt} tel que 0K Q-b\< Pt s pour tout t ; on dit

alors que {Q.} est un semi-groupe subordonné & {Pt} (cf. chapitre 4).

Un premier lien entre sous-processus et semi-groupes subordonnés réside dans
»
le fait que le semi-groupe associé & la fonction de transition de X est subor-
dqnne’ a {Pt} (corollaire de la proposition 2.2, et chapitre 4, exemple 2).

Les fonctionnelles miltiplicatives de Markov (cf. chapitre 3) introduisant un
deuxiéme lien de la fagon suivante : pour tout t , soit Mt une fonction telle
que

Px[a >t | F] = Mt P_ presque s@rement

(o F désigne la tribu des ensembles mesurables pour X ) ; la famille (M'b)bo
posséde les propriétés suivantes : -

OE M <1
Mt+s = M'h x Ms o Gt Px -presque slrement (of. the 2.1)

Q f (%) -.:Ex[f o X, . Mt] (the 4.1 et 4.2)

(o 6, est 1l'opérateur de translatlon de X, et {Q } 1e semi-groupe associé
t 9
a4 la fonction de transition de X )e
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On appellera fonctionnelle multiplicative une telle famille (Mt) £0 ? eonvena-
blement régularisée (cf. chapitre 3).

La maniére axiomatique d'introduire les processus de Markov, et les relations

entre sous-processus et fonctionnelles multiplicatives, sont empruntées a
DYNKIN [1].

Les résultats concernant les relations entre semi-groupes subordonnés et fonc-
tionnelles miltiplicatives sont empruntés & MEYER [2].

Chapitre O. - Quelques résultats de théorie de la mesure.

1. n- et A-gystémes.
Soit E wun ensemble, et & un ensemble de parties de E .

On dit que & est une nm-systéme si @ est stable par intersection finie.
On dit que & est un A-gystime si :

) vV n, A et et A TA = 2ed ,
()\'2) AyBea et AﬂB=¢ => AuBed ’
(7‘3) A,Bed et BcA => ABed .

On désignera par o(%) 1le o-clan engendré par < .

LEMME O.l. - Soient E un ensemble, & et B deux ensembles de parties de E .
Si @ est un n-systéme, B un A-systéme et 8> d, alors 8> o(®) .

2. Egpaces mesurables.

On appellera espace mesurable, tout couple (B , 8) ou E désigne un ensemble,
et @ une tribu sur E . Si (E , 8) est un espace mesurable, on désignera par
G(E , B) , ou encore G(E) , l'ensemble des applications de E dans R mesura-
bles et bornées ; muni de la norme uniforme, G(E , B) est un espace de Banach.

LEMME 0.2. - Soit (E , 8) un espace mesurable, et soit H un sous-espace vec—
toriel de G(E , 8) tel que :

AeB => lAeH
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LY

oi 1, désigne la fonction caractéristique de l'ensemble A CE .
Vin, f el et 0gf [f = feil .

Alors
H=GE, 8) .
IEME O.3. ~ Soient (E , B) un espace mesurable et x , ' » P(x , ') une
application d¢ E x 8 dans (0 , 1) , telle que
- pour tout x€E, I >P(x,I) est une mesure bornde sur (E , B) ;
- pour tout 'e 8, x-»P(x,I) est B-mesurable.

Alors, si £ ¢ E »R est une fonction @-mesurable bornée, la fonction
x » JP(x y dy) £(y) est G-mesurable.

3. Ensembles et fonctions universellement mesurables.

Soit (B , 8 un espace mesurable. Nous désignerons par 8% 1la tribu sur E
définie par
"Aeg*" <> "Pour toute mesure bornée p sur (B, B) , il existe A et
A2 appartenant & @ tels que Al c Ac A2 et p(AZ\Al) =0,

Les ensembles de B8 sont appelés ensenmbles universellement mesurables par
rapport 4 l'espace mesurable (E , B , et les fonctions 8 -mesurables sont aus-
si appelées fonctions universellement mesurables (par rapport & (E , ® ).

Pour qu'une application f : B >R soit @ -mesurable, il faut et il suffit
que, pour toute mesure bornée p sur E, f colncide p-presque partout sur
E avec une fonction @-mesurable.

Toute mesure bornée p sur (E , ® se prolonge d'une fagon et d'une seule a
*
8" .

Cas d'un espace localement compact & base dénombrable.

Soit E wun tel espace, B8 = B sa tribu borélienne, et T wune application li-
néaire positive de G(E , 8) dans G(E , 8) . Il existe une application
X, »P(x,T) et une seule de E x @8 dans R, telle que :

- Pour tout x€E, I - P(x,T) est une mesure de Radon > O bornée sur E .
- Pour tout I'e @ , la fonction x - P(x , ') appartient 3 G(E , 8) .

- Pour tout g e GE , 8) , Tgl® =/P(x, dy ey -
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4. Espérances mathématigues conditionnelles (cf. [2], p. 201).

Soient (@, F) un espace mesurable, P une probabilité sur @ , F) ,
AeF , et F, une tribu sur A contenue dans F . Désignons par Ll(A, Fl , P)
1tensemble des classes de fonctions numériques sur A , F,-mesurables et inté-
grables par rapport & la mesure induite par P sur A .

Alors, il existe une application linéaire ¢ —»c';; s et une seule, de
@, F,P) sw L'(A,F ,P) , telle que

/A<de=/A&dP pour ‘tout (peﬁl(Q,F,P) .

La classe {,5 , (ou un quelconque de ses représentants) est appelée espérance ma-
thématique conditionnelle de la fonction ¢ , par rapport & la tribu F, , et
notée E[p|F,] .

Si BeF, E[IBIFlj est appelée probabilité conditionnelle de. B par rap-
port & F , et notée P[BIF_l] .

Par abus de langage, on désignera aussi par E[¢|F;] un représentant (élément
de £t A ,F, ,P), ounlme élément de el @,F,P) F -mesurable sur A et
ml sur CA ) de 1la classe ¢ = E[(plFl] .

On a, avec ces conventions, les relations suivantes $

av i ElglFlar=/ 9 ¢ec@,F), AcF, .

p. JuElplFlar =/ /vy ap

pour ¢ € GQ , F),et ¥ € G(Q,F) F -mesurable sur A et nulle sur CA .

ye Si (pE.El(Q,F ,P) et si VYE EI(Q,F y P) est F, -mesurable sur 4 ,
on a

E(¢.¥ | Fl] = (¥]a) E[p|F, ] ® P presque partout sur A .

6. Si ¢9ea(@,F) , E[p|F,] contient au moins un représentant ¥ tel que

sup |¥(w)| < sup oW | .
wel weQ

On désignera dans la suite encore par E[¢|F,] un tel représentant.

(*) O% V|A désigne la restriction de la fonction ¥ 3 1l'ensemble A .
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5. Théoréme de convergence des martingales.

Soient (Q , F) un espace mesurable, P une probabilité sur F , et (Fn)
une suite croissante de sous-tribus de F . On dit qu'une suite (Xn) de fonctions
de El @, F ,P) est une martingale par rapport & la suite (Fn) de tribus, si
E[Xm-l I Fn] =X P presque partout, pour tout n .

IEME 0.4, - Si la martingale (X) sur @, F, P) est telle que
sup /anldP<+oo ,
n

alors la suite (Xn) converge P presque partout sur Q wvers une fonction de

fle,r,D .

Chapitre 1. - Procegsus de Markov stationnaires interrompus.

1. Fonctions de transition stationnaires et semi-groupes de transformations posi-

lives contractantes.

1
On appellere fonction de transition stationnaire sous-markovienne (") sur lespace
mesurable (B , 8) , toute application (t , x ,T) = Pt(x , ) de R xEx6
dens 1'intervalle (0 , 1) de R, telle que :

(FT,) Pour tout t€R,_,et '€ 8, x-P.(x,I) est une fonction de G(E) .

(FT,) Pour tout te R, et xeB , I P (x, I') est une mesure (bornée)
sur (£, @) .

(FTB) Pour tout s, teR, , x€E et e B,

Pt+s(x , T) = /E Pt(x y dy) PS(Y » T) .

(Equation de Chapmann-Kolmogorov.)

Pour tout t et x, on a Pt(x,E)\<l . Si Pt(x,E) = 1 pour tout

teR_ et xeE, ondit que la fonction de transition est markovienne.

Toute fonction de transition stationnaire sur 1'espace mesurable (E , B) se

prolonge de fagon unique en une fonction de transition stationnaire sur l'espace

(1) ou, plus bridvement, fonction de transition.
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mesurable (€ , 68" .

Si {Pt(x , )} est une fonction de transition sur (E , 8) , et si, pour tout
teR , feGE) , xeF , on pose

Py f(x) =/ Pplx, &) £,

{Pt}t>0 constitue un semi-groupe de transformstions positives contractantes (2)
(”Pt ]l < |IEl)  de 1'espace de Banach G(E) .

2. Définition d'un processus de Markov stationnaire (interrompu) .

Soient (E , B) un espace mesurable, et {Pt(x , )} une fonction de transi-

tion stationnaire sous-markoviemne sur (£ , 8) .
Considérons alors les termes suivants :
-~ Un ensemble Q o«
- Une application § de Q dans RK_=(0, +=) .
~ Pour chaque W€ Q , une application t -~ Xt(w) ,de (0, Cw( dans E .
- Pour chaque t &€ R_, une application ©, de (c>1t] suw [g>0] (3) .

- Une tribu M sur Q , et, pour chagque x € E , une probabilité P, sur
Q,m .

On dira que le terme X ={Q, ¢, (Xt) , M, (Px) , (G_b)} est un processus de
Markov stationnaire (interrompu) & veleurs dans l'espace mesurable (E , 8) et

admettant {Pt(x y )} comme fonction de transition, si les relations suivantes

sont satisfaites par X :

(Ml) z;(et(w)) =C(w -t pour tout teR et we (¢ > 1] .

(Mz) X (@) = Xh(et(w)) pour tout t , h et we [§>1t + h) .

(MB) Si F désigne la tribu sur Q engendrée par les ensembles
[Xte rM={w|wet, W >t et Xt(w)e r'}

ol teR+ et Te®, X contient F .

(2) Un tel semi-groupe est aussi appelé sous-markoviens
(3) On désigne par [ > t] , 1'ensemble {w | weQ et G > t}.
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(M4) Pour tout teR_, xe€B et Te 8,
Pt(x,l—') :PX[XtG F] .

(1"[5) [Propriété de Markov. ]
Pour tout te R _, soit F, la tribu sur 1'ensemble [t > t] engendrée par

les ensembles [Xuel"]n[(;>t], Ogugt, I'eB.

N
On a alors, pour 0L sg<t, xeE, Te B,
r = r 4
P[Xel |F]=P (X ,T) )

PX presque slrement (5) sur [ > s8] .

On dira que le terme X ={Q , C , (Xt) y Ty (Px) , (et)} est un processus
de Markov stationnaire 3 valeurs dans l'espace mesurable (E , 8) , si les axio-

5

mes M, M, , M3 y M, sont vérifiés, et si 1l'application
de R_xE x® dans (0, 1) est une fonction de transition sur (B , B) ; cette
application est alors appelée fonction de transition du processus X o

La terminologie suivante facilite 1'interprétation probabiliste.

Les é1éments de Q sont appelés trajectoires du processus X « Pour tout

we , £ estla "durée de vie" de la trajectoire w . Un processus, pour le-

quel C(W) =+« pour tout we Q , est appelé processus non interrompu (6).

Pour tout teR_, O,  est appelé 1'opérateur de translation par t , et Ft

t
est appelé la tribu des événements antérieurs & t .

Si xeB, teR et F'eg, PX[Xte B8] est intuitivement, la probabilité
X

pour qu'une trajectoire, partant de & 1tinstant O , soit dans l'ensemble T

4 1'instant t (cf. remarque 1).

(4) Py o (XS » ') désigne la fonction W - Py o (XS (w) ,T) définie sur
[ > s] . Cette fonction peut aussi &tre notée P, s lpo X, 5 ob {Pt} désigne
le semi-groupe associé & la fonction de transition {P13 x,0)}.

(5) Conformément & 1'usage courant chez les probabilistes, "presque sfirement! est
ici synonyme de "presque partout'.

6

(") A tout processus de Markov, & valeurs dans (E , B) , on pgut @ssocier cano-
niquement un processus non interrompu & valeurs dans l'espace (E , B8) obtenu en
"adjoignant a un point & 1'infini". Cf. & ce sujet 1l'appendice 2.
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Remarque l. - Les fonctions de transition des processus de Markov classiques
(cf. par exemple le théoréme l.l1) satisfont généralement & une condition supplé-

mentaire relative & 1'opérateur Py » par exemple :

™ {x}es et Py(x,E\[x) =0  pour towt x€E () ,
ou bien
() P, (x,E) =1 pour tout x € E .

W = ™ , (M implique 1l'existerce (8) d'un ensemble P € 8 tel que
PO(X,I") =lmP(x) pour tout x€E et T €8 ’

et (N) implique que P =E ; c'est-d-dire P, = identité de GE , 8) .

Dans la plus grande partie de cet exposé, ces conditions n¥interviendront pas ;
nous les introduirons quand elles serviront.

Remargue 2. - Les axiomes (M4) et (M5) sont surabondants. On pourrait les rem-
placer par :

(M4") Pour tout t€ R et I'€ 6 , la fonction

X > Px[Xt €I'] est G-mesurable sur E .

(Mé) Pour 0LKsgt, x€E et TeB®, ona:

€ —
Px[xt r | FS] = PXS[Xt-S €er] P_ presque sfirement sur [ > s]

(o PXS[Xu € '] désigne la fonction w - sz(w) [Xu e I'] définie sur [C> s] ).
En effet, si on pose Pt(x , ) = PX[X,OE r], &, x,T) -P.(x, I') vérifie

alors (FTl) et (FT2)°

D'autre part, d'aprds (M,'j), on a

= € =
Prg® s T) =P [X €T] / PXS[Xue r]ap_

:/PS(X,dY) Pu(y,r) ’

(7) Cette condition s'éerit aussi ¢ P_[X, #x] =0 , et permet d'interpréter
P&x comme la probabilité, "sachant que 1&s %rajectoires partent de x & 1l'ins-
tént O ",

(8) D'apres 1'équation de Chapmann-Kolmogerov (FTB) et le théoréms de Radon-
Nikodym.



puisque A ->Ps(x sy ) est la mesure image de P_ par XS o D'ady (FTB)°

3. Processus canoniques. Processus équivalents. Processus subordonnése.

L'espace mesurable (E , 8) étant donné, désignons par Q 1'ensemble des
applications d'un intervalle (0 , A{ dans E, (A€R) «Si ¢ eQp est dé-
finie dans (0 , AL , posons Tfp) =A . Si Glp) > t , posons

Y, (9 = o(t)

et définissons 1'élément 'é't((p) de Qp comme l'application u - ¢(t +uw) de
(0, Tlp) - +( dans E . Désignons enfin par F 1la tribu sur Qp engendrée
par les ensembles [Yt el], teR , TetB.

Les termes 4 , T, (Yt) » ¥, (6,) , ainsi définis, vérifient les axiomes
™), M), ;) des processus de Markov stationnaires.

~ Un processus de Markov de la forme :

X:{QE ).E’ (Xb) ’F-’ (Fx) !-ét}
sera dit canonique.

Cas ot E est un espace topologique. - Soit alors Q 1le sous-ensemble de Qp

by

formé des trajectoires ¢ continues & droite et ayant une limite & gauche. Pour
tout te R _, 'G-t(Q) c Q ; désignons encore par & , X.t ’ -é.t y ¥ 1les restrictions

& O des termes précédemment définis sur Qp o Les termes ainsi définis vérifient
encore les axiomes (Ml) R (M2) , (1"13). Un processus de le forme

X={,%, & ,F, E),T,

sera appelé processus canonigue & valeurs dans (E , B) et ayant toutes ses tra-
jectoires continues & droite et pourvues de limite & geuchee.

On introduirait de fagon analogue un processus canonique ayant ses trajectoires
continues.

Plus généralement, on dit qu'un processus de Markov X = {Q , C , (X'b) y see}
& valeurs dans (B , (BE) a ses trajectoires continues & droite (resp. continues
«es) 8i, pour tout @ €Q 1'application t "Xt(“’) de (0, g(wW( dans E est
continue 3 droite en tout point (resp. continue ee.).
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Processus équivalents. - On dit que deux processus de Markov X et £ sont
équivalents, s'ils sont & valeurs dans le méme espace mesurable ®, ®)
s'ils admettent la méme fonction de transition.

Processus subordonnés. - Soient

X={0,6, @) ,%, ), O}

et
=10,8, &) ,0, @), 6]

deux processus de Markov statlonnalres, a valeurs dans le mfme espace mesurable

E,6 ,et y: G -Q . On ait que X est subordonné & X par vy, si

(Sl) é = C (o] Y

(32) it(a’) =X, (Y@@) pour tout te R, et ® tel que 8(&) >t .
._l -~ .3 "'l 9

8 Yy Mc®,et P .y A=P A pour tout Ae T

On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 1.1,

P>

R
l. 8i le processus X est subordonné au processus X , et X sont équi~

valents.

2. Tout processus est subordonné & un processus canonique.

~
(1) résulte de ce que, si X est subordonné @ X par vy,
Px[xt erl] = P Y [Xt el'] = Px[Xt eI'] .

Pour montrer (2), on considére un processus X ={Q , § , (X‘b) y oy (Px) ’ (G_h)} ,
et on définit 1'application y de  dans QE par la relation :

T (v(W) = y(W) (8) = X, (W)

pour tout te R et we [ > 1t] . Les relations (Sl) et (82) sont alors vérifiées,

(°) Autrement dit, P_ est image de P par y -
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et y—l(i?—) cl .

On peut donec poser Fx = Y(Px) (?x image de P_ par ) (SB) est alors

vérifié, et il reste & vérifier la relation (Ms) , clest=d-dire

FPIX, eTlnA= /A P, (& 1) P

pour tout A e 'FTt » relation qui résulte de la définition de P—x comme mesure

image de Px par y .

4. Propriétés élémentaires des processus de Markov stationnaires.

Dans ce numéro,
X-'-'{Q’C; (X-b) y Ty (Px) ’ (e-h)}

désigne un processus de Markov stationnaire & valeurs dens (E , B) et admettant

{Pt (x , I)} comme fonction de transition.

n
a. Expression de Px{ N [x

‘ teri]}’ti€R+’Fi§(B'
i=1 i

PROPOSITION l.2. - Soient (Fi) 1gign 208 suite finie d'éléments de B , et
(ti) ik 208 suite de nombres réels, tels que 0K %, & t2\< eee & tn « Alors :

n
P{N [x e I,]}
xi:l ti i

= /1,l Py (x , dx,) /F2 Pt (x, y ax)) /oo Jo B, (X2 8%, 9

n-1l n-l-tn-2

Po g (Rpg o Tp) o
n n-l

COROLLAIRE 1. = Si (%, 5 +++ xn) > £(x) 5 eee )y xn) est une fonction

B"-mesurable sur E" , et 51 O< b Sty $oee §t , 008

/[C>tn] £y e th) aP_

:-./Ptl(x y dx;) / Ptz"tl(xl y dx,) /i Ptn_th—l(:%__l y Ax) £(x , eev X))
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COROLLATRE 2. - Pour tout A e F (")), la fonction x - P_(A) est g-mesursble.

Pour tout ¢ ¢ Q -R , F-mesurable et bornée, et pour tout ¢ : Q —>R'+ ,
F-mesurable, la fonction x = Ex[q;] = / ) dPx est QB-mesurable.

Pour montrer la proposition l.2, on montrera, par récurrence sur n , en utili-
sant les axiomes (M4) et (M,),) et le lemme 0.3, que, si £, , «es , f  sont des
fonctions numériques bornées @-mesurables sur E , et si tl N t2\< eee K tn ,

n
AR £5 0 Xy

i=1 i Tx=/ PJ“l Gy axy) £x) / P‘Gg"’ﬁl (x5 axy) £(x))

YA f(xn_l) / L C dxn) f(xn) .
n n-=l
Les corollaires 1 et 2 en résultent en utilisant les lemmes O.l1 et O.2.

be Les mesures P et les tribus définitives. = Soit P une mesure bornée sur
(E, B «Pour tout AeF, x= Px(A) est GB-mesurable dlaprés le corollaire 2

de la proposition l.2. Si on pose

PH(A) = / u(ax) P_(A) , pour AeF ’

Pp est une mesure bornée sur (@ , F) , et si p est une probabilité, PP- est
aussi une probabilité.

On appelle répartition initiale du processus, toute probabilité sur (E , B) .

D'aprés les lemmes O.1 et 0.2, on a / 0 dPH =/ p(dx) / 0} dPx $ pour tout
¢ ¢ 9@ ->R, F-mesurable borné, on notera Ep[q)] 1tintégrale /cp de « Si on

pose en outre,
Elol=/9a,
on a

E le] = J w(ax) E o] .

En particulier,

P =P et E =E (xe B) .
Sx X SX X

— i — + e e e A e e e

(10) Rappelons qu'on désigne par F (n® 3) la tribu engendrée par les ensembles
[Xte F], (t€R+, FG@).
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Désignons par F* 1la tribu swr Q définie par

"A€EF" " <o "Pour toute répartition initiale p , il existe deux ensembles

- ]
A et A, de F telsque A CACA, et PH(Az\Al) =0 m,

Pour tout p , la mesure P}1 se prolonge de fagon unique a F* . Nous désigne~

rons encore par P ce prolongement.

H

Pour tout teR_, dé signons par )

4 la tribu sur 1tensemble [ > t] dé-

finie par
" Ae.F: " <=> "Ac[{>1t], et, pour tout W, il existe Be F, tel que
A\Be F* , BMeF" et PP(A\B) = PH(B\A) =0

Les tribus @té) sont appeldes "tribus définitives assocides au processus de
Markov X "

Elles possédent les propriétés suiventes :
X

-F cC .
Ft Fth* pour tout 'b(:R+

~-sgt et AGF: => An[{>1t]e€ F

t

-81 s&t, si p est une répartition initialey et si 'e B, on a

P presque sfirement sur [ > s] .

*
Pp[Xt er|Fl=Pp_ (& ,T) "

Remarque l. =51 ¢ ¢+ Q +R est F*-mesurable bornée, la fonction
X -)Ex[(p] = /cp dP, est universellement mesurable sur l'espace E,® ,eton

a encore
E Lol = Jo @, = J p(ax) E_Lo] .

Si ¢=1, ou AeF*, celarésulte de la définition de F* , puisque, pour

tout @ , il existe 4, et Az € F tels que

P_(A) <SP () <P (8)
et
SR (k) =P (8] p(@n) = /P (8, \) p(@D) =P (A\)) =0 .
D'ol le résultat pour ¢ F*-mesurable bornée par application du lemme 0.2.

Remarque 2. - Soit X un processus de Markov 4 valeurs dans l'espace mesurable-

(E,B) « Pour tout TCe @ R [Xt e '] err, Done, en prolongeant la fonction

t
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*

de transition de X & ®" , et, compte tenu de la proposition 1.3, X est aussi

un processus de Markov stationnaire a valeurs dans l'espace mesurable €&, 6%) .
On remarquera que les tribus F¥*¥ et F* restent inchangés par ce passage de

" t
B a B .
Remarque 3. - Soit M* 1la tribu sur Q définie per

nhie WM == WPour tout x e E , il existe A, Ay e M tels que

* *
AjchAch, et PX(AZ\Al)-_-o".Ona o F )

et pour tout x€E , Px se prolonge de fagon unique en une probabilité sur

¥ . on peut donc toujours supposer que = > F* . Clest ce que nous ferons dans

. S .
la suite. En outre, lorsque M=F" , nous ne mentionnerons pes M.

c. La propriété de Markov. - Soient A € F* un sous-ensemble de Q s et ¢ une
application de A dans R F*-mesurable et bornée. On notera Ep[q’] 1tintégrale

fyo &

PROPOSITION 1.3. - Saimt p une répartition initiale, et t e R, .

( b mesure bornée sur (E , 8) ).

1. Pour tout A€F*, Ac[C>0], ona

Pp[egl @ | Fyl= Py, ® P, presque sfremenmt owr [C> ¢] o

2+ Pour toute application ¢ de [>0] dans R, F*—mesurable et bornée,

on a

Ep[ﬂp o et | F:] = Ext[@] Pp. presque sfirement sur [§ > t]

() résulte de (1) par application du lemme 0.2Z.
Pour montrer (1), il suffit de montrer en vertu du lemme 0.1, et de la défini-

tion des tribus définitives, que

-1
h P 67 (8) nB=/, P, (4) ap
(h) m (&) BX_b( M
pour A de la forme

N ]
N [X €T
j=1 By 1

et B de la forme
1l
(

) P, (A) désignant 1'application w - P () de [¢>1t] dans (0,1) .
Xt Xt(w)
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A ]
N [X e A,
=t Y Y

<t , ce qui résulte de la proposition l.2.

5. Un théoreme d'existence.

Nous admettrons ici le théoréme suivant :

THEOREME l.l. — Soient E un espace localement compact & base dénombrable et

{Pt} un semi-groupe fortement continu et sous-markovien de transformations de
CO(E) - Si {Pt(x » T)} désigne la fonction de transition sur l'espace E , me-

1
surable (£ , BE) ( 2) associéde 3 {Pt} , il existe un processus de Markov sta-

+tionnaire
x={0,¢, &) , E) , (6} 5

3 valeurs dans (B , @) , admettant {P (x , )} comme fonction de transition et

tel que pour tout w€ Q,la fonction t = Xt(uO est continue a droite et a une
limite & gauche en tout point.

En outre, si {Pt} est markovien, on peut choisir X +tel que §(w) = + «» pour

tout W e Q (processus non interrompu) o

Pour une démonstration de ce théoréme dans le cas ou {Pt} est markovien, cf.

[3], exposé n® 5, page 4.

D'aprés la proposition l.l, on peut toujours supposer que X est canonique.

Chapitre 2. - Sous-processus stationnaire d'un procegsus de Markov stationnaire.

1. Définition d'un sous-processus.

Intuitivement, on obtient un sous-processus d'un processus de Markov

X=(€,&, ...) en raccourcissant la duréde de vie ( de X . De facon précise @

DEFINITION 2.1. - Soit X = {Q, C, (%) » %, () 5 (8)} wn processus de

by

Markov stationnaire 3 valeurs dans 1'espace mesurable (E , @) . On appelle sous-
12

Ay

processus stationnaire du processus X , tout couple (X , Y) ou

(12) By désignant la tribu boréliemnne de E .
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xr={,z¢, (Xt) , T, (P}? (6 )} est un processus de Markov stationnaire 3
valeurs dans 1l'espace mesuré (€ , 8%) (13, et y une application de Q dans
Q telle que les relations suivantes soient satisfaites :

(sM) (;(w) Cly (w)) pour tout Sed.
(sM,) X, (3) =%, (@) pour towt te R, et Ge [(£>¢].

(SMB) Pour tout u, teR,_,et Ae F tel que Aclg>0],

e;l 6@ n [C>u]) =y (e;1 @) n[C>4 +u] .

(SM,) yimen, ot f’;x(y"‘1 (#)) =P_(4) pour tout Ae .

(SM5) Pour tout teR_, il existe une application M, de Q dens o, 1,
nulle hors de [§ > t] , F";J-mesurable sur [ >1t] , et telle que

lgx[f“;>t | vy~ ] =M oy

A

P presque sfirement sur Q , pour tout xe E .

Remarque. - Independamment de 1l'axiome (SM ) pulsque pour chaque t , x,

—arque. 2
Px[(; >t |y (JTL)] est une classe de fonctlons Y G“)-nlesurables sur Q et a
valeurs dans (0 , 1) , il existe une application Mf de Q dans (0, 1),

i A A -
A-mesurable et telle que Mt o Y appartiemed la classe PX[C >t |y l@‘l)]

(ce que 1l'on note aussi
PIE> ¢ | v @] = 1o

P_ presque sfrement) .

On a alors

§x[£>t]ny'l(A)=f_l Mfoydﬁ =/AMfdP

pour tout Ae M , d'aprés (SM4) .

En particulier, si on prend A = [{ < t] ; dtapres (SM,),

(13) Ot B% désigne la tribu des ensembles universellement mesurables (cf.
chapitre O, n° 3) par rapport & (E , 8) .
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vl g t]) e [Tg ) )

donc

/[th] Mx dPX =0 .

Ceci montre, puisque MZ est une fonction positive, cue M,}é =0 Px presque
sirement sur [{.& t] , ce qui introduit 1'axiome (SMS)'

2. Exemples.

L NS vt

Exemple l. - Soient X = e, ¢, (X ) , ¥, (Px) , (9 )} un processus de
Markov stationnaire, et T wune application de Q dans (O y * «) telle que :

(TE) 0L T(w) < G(w) pour tout we .
(TEz) Pour tout t € R+' et we [T >1t], T(Gt(w)) =T(W -t .

(TEy) [T>t]e FY pour tout te R, .
»

Pour tout % € R, ,solent X. la restriction de X, et 6,

t
6, & l'ensemble [T > t] .

A ~ ~
Alors X={Q, T, (Xt) ’ P ’ PX ’ (et)} est un sous—processus du processus
X (prendre pour Yy 1'application identique de Q , et M [T>t] pour tout

la restriction de

t € R_). Voir ci-dessous chapitre 3, n° 2, exemple 1, et n 3, applications du
théoréme 3.2.

Exemple 2. - Sous-processus canonique.

Soit X=1{Q, ¢, (Xt) » My (P) , (8)} un processus de Markov stationnaire.

Posons

G:Qxﬁj:Qx[O,-}-ooj

’
E(w s A) = inf(G(w) , A) pour tout (w, A) € a
i‘b(w ’ A) = X'b(w)

gt(w ’ A = (e‘b(w) s A= t)

pour tout te€R et (w,A)e [E>t] .
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’\7(0’,7\)=w pour tout (w,x)eﬁ ;

et désignons par M la tribu sur Q engendrée par les ensembles ['ite r],

'\'—1 ~
teR , T'e g, etpar vy (M) « Gette tribu M est engendrée par les ensembles
de la forme An[C>t] x )t , +o) ou Ax (0, +=), Ae W, qui forment

un m-systéme.

Les termes Q , G , (Xy) » n, (5t) satisfont aux axiomes (M), (M), (M)
des processus de Markov (chapitre 2, § 2) 3 aux axmmes (s, ), (SM ) (SMB) des

sous-processus, ainsi qu'd la relation y (m) c m .

Vérifions par exemple (SMB) : soit A = [A €rl'].Ona
-l(A) = [Xse I'lx (0, +o)
et

C>u]l=[t>u]lx)u,+w ,

done

Yr®) n [2>u] = [XGI‘]n[C>u]xJu,+°°) U [XGI‘]n[C>u]x{v}

™u
Diol
et B> = N;l([x erlalt>ul«{vh
mais
Bl Bx{vi=06, (B x{v+tl
donc

5;1@-1(A)n [E>ul) = U 6 ([X erlnlg>ul) x{t+v]

>u

e:c-l(ﬁ)n [E>t+ul xJu+t, +=)

i

e n B>+l .

On en déduit alors (SMB)’ puisque 1l'ensemble des Ae F , Ac [§>0] tels que



6--19

—éjb-l G-l(A) n [?:’ > 1)) :Y"'l (ezl(A)) N [?f >4t + u)

est une tribu sur [ > 0] .

~

On dira alors qu'un sous-processus X de X est canonique s'il est de la
forme 3

X::{Q’C; (X't) ym’PX: (Bt)}

(@ G, 4 , (it) , T et (gt) sont les termes définis ci-dessus), et on a la
proposition suivante @

PROPOSITION 2.1. - Tout sous-processus stationnaire d'un processus de Markov

stationnaire est subordonné & un processus canonique.

Soit (X , Y) un sous-processus du processus X .
Définissons 1l'application Y de  dans Q en posant

YO = @ , T®)

D>

s Q
AN
- Y
Y
A g
on vérifie alors que :
tR@) =@  Geo
)?t('y'((b)) =X, (® teR, , elC>t]

—_—1

Y(m)cﬁ .

Ce qui nous permet de-prendre pour ?X la mesure sur M image de Px par y .
On vérifie alors que le terme

~N

f:{S,E, (X‘b) :ﬁy (;x) ’ (51;)}

définit un processus de Markov stationnaire (et, per conséquent, un sous-
processus canonique de X ).
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A ~
D'oy le résultat, puisque X est subordonmé & X par Yy diaprés la définitien

de Y.

3. Propriétés de la famille (Mt) >0 Antroduite par 1!'axiome (SM5).

La proposition 2.2 ci-dessous est une conséquence directe des axiomes (SM5) et
M
(sM,)

PROPOSITION 2.2, = Soient X =1{Q, ¢, (Xt) ", (Px) 9 ( )} un processus
de Markov stationnaire & valeurs dans 1l'espace mesurable (B) ’ E.E (X Y)

un sous-processus de X .

l, Pour tout teR+, xeF et Aell ,ona

PE>t]n 7P@) = u @ .

2¢ Pour tout teR_, x€FE et ¢ : Q -+ R T~mesurable bornée, on a :

f[8>]‘P°YdPX=/cPMt.dPX .

COROLLAIRE.

1.P[z;>t]_E[], teR , x€E.

*
2. Pour tout teR _, x€E et ree ,

1}

5,0(;: , 1) = f;x[fite r]=E [1[Xer] x MJ = /[X,GGF] M, &P .

3. Pour tout teR, , xeB et feGE,n),

§tf(x) BIfo X, xMISE[foX] =P £ ,

Y

oh (P,) désigne le semi-groupe de transformation de GE , 8") associé & la

fonction de transition de )

La proposition 2.3 ci-dessous montre que la famille (I:I ) £0 définit le sous-

by

processus X 2 une équivalence prés, ou exactement si X est canonique.
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PROPOSITION 2.3. - Soient (X , V) et (X, Y) deux sous-processus A'un pre-
cessus X ; (M ) £0 et (ﬁt £0 des familles correspondantes de fonctions in-

troduites par 1'axiome (SM)

Pour que X 91‘. X soient équivalents, il faut et il suffit que Mt = 'M't P

presque sfirement pour tout x e€E .

La condition est suffisante, car
A~ A ~ ) A_l'_ A
PIX, eT]=P[t>t] ny x,er) = /[xter] M, &P .

. A
Pour montrer qu'elle est nécessaire, montrons que, si X et X sont équivalents,

alors
A
JyM, @ = J ¥ & pour tout heFy .
Soit d'abord
n
i=1 i
on a
LM / Moy P (SM,)
dP_ = oy dp d'aprés
A Al
LA (VI 4
A~ A B A-l
= Px([C >t]ny  (8) dtaprés (SM,).)
A n a
=P N [X, e ri] d'aprds (SM)) et (SM2)
i=1 i .
et de méme
/M @@ =T N [X, eT,] .
1-—1 i

A
.La proposition 1.2 montre alors que, si X et X sont équivalents,

P N[X el‘.]=§ ﬂ[}z e I',]
X 4 ti i xi ti i
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On en déduit que

LM oap_ =/ W ap pour tout Ae F
A X At Tx

t t

dtaprés le lemme O.l donc pour tout A€ F: + I1 en résulte que

M'b = ﬁ't PX P S. sur [C > 'b] 9

puisque M et ﬁt sont F:-mesurables sur [ >1t] .

Co Qo F. D.

»
COROLLAIRE 1. - Si deux sous-processus cancniques X et X d'un processus X

sont équivalents, ils coincident.

Lt'ensemble des B e ,J~TL tels que

(1) P (®) =T, (B)

est un A-systéme. Comme M est engendré par le n~systéme N formé des ensem-
bles An[C>t]x Yo, +w) et Ax (0, + e =Y (8) ,il suffit, d'aprss le
lemme O.l, de vérifier (1) pour tout B e 7.

si B=YL() , P (B) =P, (B) d'aprés (sM,).
S1 B=An[C>t] xJt,+ o), B=y1@) n[E>4] done
P_(B) = /. M dP - et P (B) = /A W, ap_ R

d'ol le résultat d'aprés la proposition 2.3.

A
COROLLAIRE 2. - Soient X un processus de Markov stationnaire, et X un sous~

processus de X . Si (Mt) et (M,L) sont deux familles de fonctions satisfaisant

& 1'axiome (SMS) relativement & X , alors pour tout te€R_ et xe€E,

— :. .
M, = M P Ppresque sfirement

Le théoréme 2.1 ci-dessous donne les propriétés fondamentales de la famille

0) 50 +

THEOREME 2.1. - Soient X = {e, ¢, (Xt) y T, (P)c) , (Gt)} un processus de
Markov stationnaire, et (X , Y) un sous-processus de X .
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La famille (Mt) £0 d'applications de Q dans (0 , 1) introduites par 1'a-

xiome (SM5) posséde les propriétés suivantes :

1° Pour tout s , t et xekE,

Mo, =M. (Mt o es) P_ presque sfirement sur [>s+ 1] .

2° Pour tout x e E , et toute suite (tn) décroissant vers t€ R _,

— A,
1lim Mt = Mt Px presque s@rement sur O .
tlt ™n

COROLLAIRE.

8e Pour tout x€ E et te€ R+ ,
0\<M'b\<l .
be Pour tout x€e E, s, te R+,

< i} .
Ms+t\- Ms Px presque slrement

Le corollaire résulte de la définition de M, pour (a) et du 1° pour (b).
Montrons le 2° : Soit ('bn) une suite déeroissant vers + ; la suite d'ensem-

bles [?‘,‘ > tn] croft vers [?E >t] e

we

[C>’0]=U[C>tn]
n
donc, si Ae T,

A -l A~ ~ —l A
Un P,y @Wnle>%]=Ry @nlE>+] .

D'ou

limM,t =M P_ presque slrement ’
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puisque M‘b et Mt sont J-mesurables (14).
n
Montrons enfln le 1°, Pour cela montrons d'abord que, si A€ F , BePF
et D—Ane (B) yOna:

%t ’

Pl(y—l(D) n [8 >s+1]) = Ex[lD x Ms x M o es]

(1) x A

o 1y désigne la fonction caractéristique de D .

~1
Le 1° en résulters jen effet, d'une part, les ensembles A N O B , A€ Fs ’

BeF forment un n-systéme qui contient les ensembles

%t 14

n
n[x,feri], 0Lt Lree Kt g8+t, T;€6 ’

i=1 1

donc engendre F’o+s ; d'autre part les ensembles De M tels que (1) soit véri-
fide forment un A-systéme.

Il en résulte donc d'aprés le lemme 0.1 que (1) est vérifide pour tout
' * i 1 b
DeF_ . » donc pour tout De Pt Comme par ailleurs, on a d'aprés (SM‘S)

PO o>t = [ @,
on a
Jp Mgy @ = M Moo @
Ry . k
d'ou, puisque Ms+t et MS x Mt o B sont FSH_JG mesurables,
Ms+'b = Ms x Mt ° 0 Px presque sfrement sur [§ > t + s] .

Soien‘t, done Ae FS ’ BE‘Ft et D:Ane;l(B) .

~ ~
Remarquons d'abord que y-l @) n[c>s]e F_ + En effet, 1'ensemble des
Ae Fs qui satisfont cette relation est une tribu, et contient les ensembles
[Xue rly, ug¢s, 'e 8 « On a alors

TOaE>s+tl=yT@aE>s]ay O] @®) n 5> s+ t]

(14) Rappelons (cf. chapitre 1, n° 4, remarque 3) que Mo .

“e
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mais, d'aprés (SMB) ,

Vet EN n B> s+ 41 =607 @ n E> ) 5

d'ol, en utilisant la propriété de Markov (proposition 1.3) pour le processus
X , on obtient

~ -l A ) -1 ~ A
C + = ~ PA t ) dar
PO @ nl6>s+1)) /Y__l Wnle] Xs(\( (8) n [g>1t]) ap,

Par ailleurs

A~ —l ~

PyT @ n [6>4]) = M @b =B [1.M]
d'aprés la proposition 2.2.

Done, de nouveau d'aprés la proposition 2.2,
A 1 N
PO 0 (0> e s 6] = M By Dyt
et, en appliquant encore la propriété de Markov,
PN -1 ~ :
PX(Y @ n[g>s+1t]) = /A MS x (lB°M‘t) o 68 dPx

—

M xM o6 dgpP
% s X

~1
ANE_ (B)
:/D M x M 00 d_PX=EX[1D x M x M o esj

C. Q¢ Fo Do

Chapitre 3.- - Fonctionnelles multiplicatives de Markov.

1. Définition.

Les propriétés 1° et 2° de la famille (Mt) 0 (théoréme 2.1) introduisent la
définition suivante.
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DEFINITION 3.1. - Soit X ={Q ,& , () , %, (?) , ©,)} un processus de
Markov stationnaire. On appelle fonctionnelle multiplicative de Markov du proces-

sus X toute famille (M’o) o d'epplications de Q dans R telle que @

(FMJ_) Pour tout te R+ sy 0L M’b\< 1, et M’h(w) =0 pour tout we [ t] .

(FM.) Pour tout we Q , l'application t - M (w) de R_ dams (0, 1) est
2/ = e t — T+ — —_—
continue & droite et décroissante.

(FMB) Pour tout t e R, la restriction de M, a [g>1t] est F_"é—mesurable.

(FM4) Pour tout s, te R _,et xeE,

Ms+'b = MS % Mt o 6y PX presque sfirement sur [§ > s + t] .

Remarque. - L'axiome (FM4) peut aussi s'énoncer ainsi 3

Pour tout s, t et xeR,

Px([M'b ;éMSxM o 93]n[(‘§>t+s]) =0

+8 t

et elors on a aussi

PH([Mt+S;4MS x M o es] nlg>t+s]) =0

pour toute répartition initiale p .

DFFINITION 3.2. - On dit que deux fonctionnelles multiplicatives (M) et
(M%) du processus X sont équivalentes, si Px([Mt £ M%]) =0 pour tout
te R+ f.ti xelk .,

2. Exemples.

Exemple lc - Soient X ={Q , ¢, (Xt) , Ty (Px) ’ (et)} un processus de
Markov stationnaire, et T wune application de Q dans (0 , + @) telle que

(TEl) 0L TW) < &(w) pour tout we.
(TE?) Pour tE€R_ et we [T>+4],

T(et(w)) =T(Ww -t .
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(TE) [T>t]eF* pour tout teR_ .

Si on pose M, [T>'b] R (Mt) £0 est une fonctionnelle mmltiplicative du

processus X . On a méme dans ce cas

(FM‘i) Ms+t(w) = Ms(w) x Mt(es(w)) pour tout s ,t et we [§>1t + s] (15)'

(FMZ}) résulte en effet de la relation [T>s+ %] =[T>s]n[To 6, > ],
qui résulte elle-méme de (TEZ)'

En particulier : Soient X le processus introduit dans le théoréme 1.1, T

un sous-ensemble de E et T =T

r 1e temps d'entrée dans l'ensemble I ; on a 3

Tr(w) = inf{t | we [X, € T]} s'il existe t < C(w) tel que Xt(w) el ’

et

Tr W = (W si Xt(w) ¢ T pour tout t < G(w 3

et T, satisfait aux relations (TE ) et (TE )e Si T est un ensemble borélien
dans E , on peut montrer ( ) que l'on a aussi [T > 4] € Ft pour tout
teR . Si M = l[T >4] » Powr tout teR_, (Mt est donc une fonctionnel-
le multiplicative du processus X .

Exemple 2. - Soient X wun processus de Markov et mt)'t>0 une fonctionnelle
multiplicative du processus X satisfaisant (FM);) (exemple 1). Posons, pour
tout w€Q:

Tl(w) =inf{t | t >0 et Mt(w) = 0} , s'il existe t<C(w) tel que Mt(w) =0,

et

T, =C(w si M_b(w) #0 pour tout + < C(w) .

La fonction T, ainsi définie satisfait (TEl), (TEZ) (& cause de (FMA)) et (TEB)
(& cause de la relation [T > t] = @4 > 0] ). I1 lui correspond donc une fonc-
tionnelle multiplicative N [T >t]

by

Si Mt est elle-méme obtenue & partir d'une fonction T (exemple 1), alors
Mt =Nt pour tout t € R+ .

(15) Toute fonctionnelle miltiplicative vérifiant (FM') est dite parfaite.
( ) Cf. par exemple [3], exposé n° 5, ps 9.
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Exemple 3 (Fonctionnelles multiplicatives de type intégral).

Soit X wun processus de Markov & valeurs dans 1l'espace mesurable (& , 6) ,
tel que, pour tout te& R_, l'spplication (u , w) - Xu(w) de (0, t( x [ > t]
dans ® wit mesurable lorsque (0 s t( est muni de sa tribu borélienne, et
[ >4%] de la tribu F; , et soit h une fonction positive de G(E , €%) .
Posons

M, (W) = exp(- /° hE (W) du si welc>t]
et
M (W) =0 si wé [C>1] .

(M'h) £0 est une fonctionnelle multiplicative du processus X satisfaisant
(FMA'r) .

Cas particulier ¢ h = A = Cte donne la fonctionnelle Mt = exp(= At) l[C>t] .

3. Fonctionnelles miltiplicatives de Markov et sous-;grocessus.

A tout sous-processus corré spond une fonctionelle multiplicative 3

THEOREME 3.1. - Sodent X ={Q , ¢ , (Xt) y oy (Px) , (6,0)} un processus de

Markov stationnaire & valeurs dans 1l'espace mesurable (B , 8 , et (X ,vy) ,

X=1{0 , Gy (ﬁt) , T R (ﬁx) s (ét)} , un sous-processus de X .

Alors, il existe une fonctionnelle multiplicative (N'b) 0 du processus X ,

et une seule, & une équivalence prés, telle que 3

Pour tout t€ R, , xeF , ﬁx[é >t | y-l m7] = N, oy P, presque slrement.

- Ltunicité, & une équivalence prés, résulte du corollaire 2 de la proposition
2¢3, et de la définition 3.2.

- Pour montrer 1l'existence de (N t) 50 » partons de la famille (M) de

’d

. 20
fonctions qui existe d'aprés (SM5)-

D'aprés le théoréme 2.1, le probléme est de "régulariser® (M'b) pour rendre
1tapplication t - My (W) continue d droite et décroissante pour tout ® , et pas
seulement Px presque sfirement.
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Pour tout p, qe R+ s Soit

A =M M M o6 N > .
pya = Hpug 1 x 1 pl 7 Lo >+ a]

Dfaprés le théoréme 2.1, 19 Px(Ap ¢ = O pour tout xe E , donc P =0

@ )
’ K pyq
pour toute répartition initiale u . Soit

A= U A (Q, désignant 1'ensemble des rationnels positifs) .
On a alors

PH(A) =0 , pour tout p ’
Mp+q(w) = Mp(w) Mq(ep(w)) pour tout Psa € Q+
et

welt>p+q] nCa .

I1 en résulte que, pour w¢ A , 1'application P —>Mp(w) de Q  dans o, 1
est déeroissante. '

Posons alors

Nt(‘*’) = 1m M (W) powr wgA
Plt,peq P

*
Nt est F -mesurable, et, d'aprés le théoréme 2.1, 20,
| Px[Nt A M_b] =0
pour tout teR+ et xeE , done
P“[Nt £ Mt] =0

pour tout P . I1 en résulte que N, est F:-mesurable sur [§ > 1] pour tout
t , donc que (Nb)tBO vérifie (FMB). I1 est clair que (N'b)'tao vérifie (FM;) et

().

Enfin, pour montrer que (N t) o Vérifie (FM4) s il suffit de montrer que,
8yt et x étant fixés,

-1
Px(es [N,G £ Mt:]) =0 .
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Or, d'aprés la propriété de Markov appliquée au processus X ,

-1
[PX(BS [NJc £ Mt]) = EX[PXS[N,G £ Mt]] =0

C. Qs F. D.

Inversement, & toute fonctionnelle multiplicative correspond un sous-processus.

2

THEOREME 3.2. - Soient X un processus de Markov stationnaire & valeurs dans

l'espace mesurable (E , @) , et (Mt) £>0 une fonctionnelle multiplicative du
- -
processus X .

Alors, il existe un sous-processus canonique ()NI ) de X et un seul, tel

que : pour tout teR+ et xekE:

(1) PX[C >t | '?"1 m7 = M ooy ?x presque sfrement ;

et la fonction de transition 'f"t (x,T) de X est donnée par

Et(x , ) =Ex[]T' o X‘b.M'b] = /[XtGF] M‘t dPx .

- L'unicité résulte de la proposition 2.3 et de son corollaire 1.

by

-~ Pour montrer 1l'existence, (17) nous avons a construire pour chagque x€ E ,
une probabilité 'ﬁx sur M (cf. chapitre 2, n° 1) telle que :

1. X ={a , E , (}A{'t) , T , (F)) , (5,()} est un processus de Markov .
-1

2. TFXQ () =P,(B) , V BeR (M) .

3. Ex('y?"l B n[E>t]) = LM & , ¥V Be®h (relation (1)) .

Supposons le probléme résolu.

(3) st'éerit encore
) B B0le>tTx)t, v @) = [l pyxM ar .

D'autre part, les axicmes (FMJ.) et (FMZ) impliquent 1'existence, pour chaque

L
( 7) Cf. en appendice une autre démonstration de l'existence.
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we @, dlune probabilité T sa(w, ) s (0, + =), 8y , ) *®  telle
»
que

a(w,]'b,+oo))=Mt(w), teR, .

(1') stéerit alors

§X(B NIE>t] x Jt, + =) = /1Bn[z;>t](w) afw, It , + o)) @P_(w)

ve

mais si, pour tout Ach(O,+oo)=§,et weQ, on pose
Aw={7\|7\.e(0,+oo]et (LO,)\,)EA} s
pour A=Bn[g>t]x)t, +«), ena:

f T Bt Dy,

done
(1n) P@ =/ a@, ) e @ .

La relation (1") va nous permettre inversement de construire ﬁx :

S W
Pour tout AcQ, Aell« (LB(O’+°°) y A e (B(O,+°°) » et la fonction
w - alw , A“) est W~mesurable (en vertu du lemme O.1). Posons
oy w
P =/a , ") ap_(u)

pour tout x €E et A€ M (B(O’+w) ] PX(A) est une probabilité sur

MNox B » donc aussi sur M qui est contenu dans M x @ « D'aprés ce
(0,+) (0,+)

qui a déja été vu, la relation (1') est satisfaite pour tout B e M y donc aussi

3,6t 2résultedeceque, si A=Bx (0, +a =y"(8) , (Bem ,

a(w ) Aw) = lB(w) s

I1 reste & montrer que X est un processus de Markov, c'est-d-dire que les axio-
mes (M4) et (M5) sont satisfaits :

as Pour tout t , x et T € B, soit

(18) 03[0#0@ désignent la tribu boréliemne de (0 , + «) .
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~ _ ~ c
P.(x,T) Px[xt r]
d'aprés la relation 1', ob B = [Xte ry,

x M ] .

Pylx, I =B v < M

[Xter.] X Mt] = EX[lI-\ o X

I1 résulte alors du théoréme 4.1 ( 9) que {P (x ; T)} est une fonction de tran-

sition sous-markovienne sur (E , (B) (M4) est donc satisfait.

s Montrons enfin que

si sLt, Te®, xeE ; clest-a~dire

P([X erlnk) =/, P, 'Vs,lf‘)d?X pour tout A€ F_ .

D'une part, tout A € ﬁs est de la forme ?"1 B) nlg>s] , o0 Be Fos
dtautre part,

P E, e rlnle>s10y @) =, (2> 0¥V H e 1) a ¥ )

= /[Xtel"]nB M dP_
dtaprés la proposition 2.2 ;
1
B ”[Xtel"] MS x Mt-s o GS dPX

=/lBXMleFOXt-SoeSXMt~SO esd_Px

=E 15 x M Es[lroX M, 7]

dtaprés la propriété de Markov (proposition 1.3).

o X, xM 1=pP[X

t—-3 t-8 7 s © r] :

Ey[lr

(19) La démonstration de ce théordme, donnée au chapitre 4, est indépendante
des résultats de ce numéro.
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encore d'aprés la proposition 2.2.

I1 en résulte que, si A ='?"1(B) n [E'> s] , BeF

P (X e TIny = / lp M PXS[X g€ Tlar
er] dp R

toujours d'aprés la proposition 2.2 ; d'ou le résultat, puisque

Pt_S(XS , ) = Pﬁ [Xt-s“ r] .

S

DEFINITION 3.2. ~- Soient X un processus de Markov stationnaire, (X ,y) un

sous-processus de X , et (Mt)ﬁ>0 une fonctionnelle multiplicative de X . On

dit que la fonctionnelle multiplicative (Mf)ﬁ>0 est associée au sous-processus

(X ,y) si, pour tout t € R, et xeB,

PX[C >t | y“lQm)] =M oy P_ presque sfirement .

I1 résulte alors des théordmes 3.1, 3.2 et de la proposition 2.3 (chapitre 2)
qu'il existe une application biunivoque de l'ensemble des classes de sous-proces-
sus équivalents d'un processus X , sur l'ensemble des classes de fonctionnelles
multiplicatives équivalentes de X . Cette application fait correspondre & toute
classe de sous-processus équivalent, la classe des fonctionnelles multiplicatives

associées.

Application : Construction de sous-processus d'un processus donné. - A chacun

des exemples de fonctionnelle multiplicative donné au n°® 2 ci-dessus, le théoréme

302 permet d'associer un sous-processus du processus donné.

En particulier, si on reprend l'exemple 1, le sous-processus introduit par le
théoréme 3.2 est identique au sous-processus canonique associé (proposition 2.1)

av. sous-processus construit dans 1l'exemple 1 du n® 2 du chapitre 2.
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Chapitre 4. - Semi-groupes subordonnése

l. Définition et exemples.

L'objet du présent chapitre est 1!'étude des fonctions de transition des sous-

processus d'un processus de Markov donné.

Le corollaire de la proposition 2.2 introduit la définition suivante @

DEFINITION 4.1s -~ Soient (E , ) un espace mesurable, et {Pt} un semi-groupe
de transformations linéaires positives contractantes de G(E ’ B) .

On appelle gemi-groupe subordonné & {Pt} , toub semi-groupe {Qt} de trans-

formations lindaires de G(E , %) (°°) telles que ¢

(SB) Pour tout fe G(E , ") , £330, tout xcE et tout teR ,
0L Q f(® < Py £(x)
(CD) Pour tout x € E , la fonetion t - Q 1(x) est continue & droite.

D'aprés (SB), pour tout t € R, Q est une transformation positive contrac-
tante (o, fll<llell , £e @ g cE,s).

Exemple l.~Soiemt A >0 , et Q f(x) =exp(-At) P, f(x) pour teR ,

xeE. {Qt} est un semi-groupe subordonné a {Pt} .
Exemple 2+ ~Sciemt X un processus de Markov stationnaire sur l'espace mesura-

ble (E , B , et {Pt} le semi-groupe associé & sa fonction de transition.

Ona P, 1(x) =P [5>1t], done {P,} satisfait 1'axiome (CD) ; {p,} est
done subordenné a lui-mfme.

A

Si (X, y) estun sous-processus de X , et si {Qt} est le semi~groupe de
»
transformations de G(E , 8%) associé & la fonction de transition de X , {Qt}

est un semi-groupe subordonné i {Pt} (corollaire de la propesition 2.2).

Exemple 3. - Cf. ci-dessous le théoréme 4.1,

(20) O @ désigme la tribu des ensembles universellement mesurables (cf. cha-—
pitre O, n° 3) par rapport 2 (E , 8) .



6-35

2+ Semi-groupes subordonnés et fonctionnelles multiplicatives.

THE?ORi“NE 4¢1s = Soient X un processus de Markov stationnaire sur l'espace

mesurable (E , @ , {Pt} le semi-groupe associé & sa fonction de transition,

et {Mt}t>0 une fonctionnelle multiplicative du processus X .
-~

Alors, si on pose

Q‘t f(x) =Ex[f o Xt'M‘bJ

pour tout xeE, teR et feGE, 6%, {Q } est un semi-groupe subor-
donné a {Pt} s qui est dit associé & la fonctionnelle (Mt)'b>O .

Cette proposition résulte évidemment du théoreme 3.2 et de l'exemple 2 ci-
dessus.

Donnons une démonstration directe. D'abord, pour tout f e G(E , 8%) ,
*
Q f€GE, ®) (chapitre 1, n°® 4 b, remarque 1).

Montrons ensuite la relation Q. . =Q o Q¢ soit fe€ GE , 8" , et xekE

/[ O>t+s

Soit ¢ ¢ Q -» R 1l'application définie par

Q1:+s £(x) = Ex[f ° Xt+s x Mt+s‘.:l = ] fo X,1-,+s X Mt+s dPx ‘

¢ (w) :f(Xs(w)) si welg>s8] et o =0 si w¢ [g> 5] .

On a

' -1

(poe_b(w) =f(Xt+S(w)) si we ey (>8] =[c>1t+ s] ,
et

P o et(“’) =0 ailleurs .
Donc
900 mg] T 0 Kpps ¥ Ustus] ¢

On a donc

Qt+sf(x)=/[(>t]¢°etxMtst°ethx 3

d'ol, d'aprés la propriété de Markov (proposition 1.3),
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Q‘b+s f(x) = /[C>t] M'b x EXt[(p MS] dPX = /[C>t] M‘b x EXt [f o XS X MS] dPX

= oy Y

Si £>0, feGE, 8%) , la relation 0 Q £(z) P, f(x) résulte de
ce que 0& M < 1. Enfin la continuité & droite de t - Q 1(x) résulte de
celle de t -+ M, (W)  (pour tout wW €Q ) et du théoréme de Lebesgue.

x Qs fo Xt dPx = Qt QS £ (x) .

PROPOSITION 4.l. - Pour que deux fonctionnelles multiplicatives (M,G) et (N,G)

d'un processus X soient équivalentes, il faut et il suffit quielles aient méme

semi-groupe associé.

Soient X est un sous-processus de X tel que (Mt) est la fonctionnelle mul-
tiplicative associée & X (chapitre 3, théordme 3.2 et définition 3.2), et {Q‘b}
~

le semi-groupe associé & la fonction de trensition de X « On a (théoréme 3.2) :
*
Q t( =Elrox m] EccE, ) .

Autrement dit, {Q‘b} est le semi-groupe associé a (Mt) » La proposition résulte
alors de la proposition 2.3 du chapitre 2.

On peut aussi la démontrer & 1l'aide du lemme suivant et du lemme 0.2.

IEMME 4.1. - Soient X un processus de Markov stationnaire (M,G) £0 une fonec-
tionnelle multiplicative de X , et ty € R_. Pour tout h : Q >R , bornée et

Ff:-mesurable sur [ >1t5] , tout fEG(E,OB*) , s€R_ et xeE,ona
0

Ex[th +sxfoX

by ]=E[hxH¥ xQSfOXtO]

to+s tO

ol {QS} désigne le semi-groupe associé i (Mt) .

f s ‘s . 1
Le théoréme 4.1 admet la réeciproque suivante (2 ) s

THEOREME 4.2. - Soient E un espace toprlogique admettant une base dénembrable
d'ouverts (22), et X=1{Q, ¢, (Xt) , N, (Px) 5 (et)} un processus de Markov
stationnaire & valeurs dans l'espace mesurable (B , (BE) et tel que

1 N »
(*') of. [2], théoréme 2.2, page 18.

(22) Cf. remarque 1 ci-dessous.
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l. Pour tout we Q, 1l'application t - Xt (w) est continue & droite (autre-

ment dit, X a ses trajectoires continues & droite).

2. Si {Pt(x , )} est la fonction de transition de X , on a
Po(x , E\{x]}) =0 , pour tout x€E .

Alors, si {Qt} est un semi-groupe de transformations de G(E , 8*) (*) subordonné

a {Pt} (o {Pt} est le semi-groupe associé & la fonction de transition de X ),

il existe une fonctionnelle multiplicative de Markov (M'b)t>0 du processus X

e

telle que

Q f(x) =B [foX xM] pour tout teR_, x€E et feGE, 6%

t

(autrement dit, telle que le semi-groupe {Qt} soit associé & (Mt) )

Pour montrer le théoreme 4.2, nous établirons les résultats partiels suivants :

a. IEMVE 4els - Pour tout te€R_, et tout xe B, il existe une version
qt(x y ¥) de la densité de la mesure Qt(x , dy) par rapport & la mesure
Pt(x y dy) , telle que 1l'application (x, y) - qt(x , 7) est (B* x 8% -mesura-
ble, et 0K qt(x y V) L1 pour tout ¢ .

En effet, rangeons les ouverts d'une base dénombrable de la topologie de E en
une suite (On) , et construisons par récurrence une suite (Pn) de partitions
de B, P =(A§)Keln , telle que Py ={f ,E} , et que P_,, soit la partition

engendrée par les ensembles de Pn , et les ensembles 0n+l et E\On+1 « Pour
tout n,t, x,y, soit

n

a(x , y) = Q. (x, & )/P,(x, 4 ()
ou An(y) est l'ensemble de P~ qui contient y , si Pt(x , An(y)) £0, et ob

qf;(x »¥) =0 si P.(x, A (y)) =0 . D'une part, 1'application

(x, 9 - q:(x , ) est (8% x 8% -mesurable. D'autre part, si, pour tout =n ,

n

F_ désigne la tribu sur E engendrée par Pn s POUr tout t , n , la suite de
fonctions y - q:(x , 7) (neN) est pour la mesure Pt(x , dy) , une martingale

par rapport aux tribus (Fn) (ces propriétés sont faciles & vérifier).

I1 résulte alors du lemme O.4, que pour tout t , x, la suite de fonctions
n
¥~ q_b(X , J) converge presque partout (pour la mesure Py (x 4 dy) ) vers une

version de la densité cherchée ; or, l'ensemble des (x , y) tels que la suite

* I d . . 2
(") On désignera dans la suite de ce numéro par 0 la tribu borélienne (BE de
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(qz(x ’ y))neN converge est ((B* « B%)-mesurable ; il suffit alors de définir

q,b(x , ¥ par lim qg(x , ¥) lorsque cette limite existe, et par O ailleurs, A
noo
pour obtenir une version de la densité cherchée.

On vérifie anfin que 1l'on a
Qt(X ’ on) = /On Pt(x y dy) q.b(x ’ y)

pour tout nelN, xekE ,et teR_j d'ou le lemme 4.1.

Remarque s.

a. Le raisonnement précédent demeure valable si on suppose seulement qu'il exis-
te un sous-ensemble dénombrable U de (BE tel que (BE est la tribu engendrée
par & . L'existence de la densité mesurable qt(x , J) subsiste donc sous cette
hypothése.

b. L'hypothése de 1l'existence d'une base dénombrable d'ouverts n'intervient dans

la démonstration du théoréme 4.2 que pour démontrer, comme ci-dessus, le lemme 4.l.

ce I1 résulte de (a) et (b) que : la conclusion du théoréme 4.2 subsiste si 1l'en
remplace 1'hypothése de 1l'existence d'une base dénombrable pour la topologie de

E , par 1'une des deux hypothéses suivantes :

- I1 existe un sous-ensemble dénombrable & de By tel que B est la tribu
engendrée par .

- Pour tout t , et tout x€ E , il existe pour la mesure Qt(x y dy) une den-
sité qt(x y V) ((B*x (B*)-mesurable.

B Soient te R _, t>0,et U une partie finie de (0 , t( contenant O .
Désignons par

Fg la tribu sur [ > t] engendrée par les ensembles [Xue ', wevuf{t},

F'e B

*
Fg la tribu sur [& >t] définie par ¢+ " A e Fg* " <=> Mpour toute répar-

tition initiale p , il existe A e Fg tel que A\Ale F* ’ Al\Ae F* et
Pp(A\Al) = PH(AI\A) =0n,

MltI , l'application de [ >1t] dans (0, ) définie par @

n

U . |
M) = Ty g B @ %y @) pour tout welg>e]



6~39

Lty =0, t =t etol ty, L 4.0, tn est une suite strictement crois-

n+l
sante telle que U {tl I 0g<ign}.

LEMME 4.2, - FE , Fg* et Mg ont les propriétés suivantes @
Usx V* U*
ae UCYV ’_:>FtCFt 'th Ft'

be Si ~(Un) est une suite croissante de parties finies de [0 t( contenant

0 et telle que D =U Un est dense dans (0 , t( , alors U F
_ n n

& engendre la

tribu Ft .
c. Pour tout fe GE , 8) , et xeE,

Q, £ =E[fo X, x Mg] .

t

de S1 Uc V pour tout xe€ E ,

E X[MXIFI,({*] = ME P_ presque partout sur [c>+] .

(a) résulte immédiatement des définitions.

(b) est une conséquence de la continuité & droite des trajectoires, car, si T
est un ouvert de E , et si se (0, £,
[Xse ri=u N [Xre r] .

m T€D 1
s$r<s+~i

~(e) résulte de

(%)

t t~-t,

Qf(X)ZQ OQ OoonOQ
b ty 2~ n

et du corollaire de la proposition 1.2 du chapitre 1.

11 SUfflt de montrer (d), dans le cas ot U = {'b A RITIN } et
V={ty, ey by 8 byg s eee tn} , c'est-é—d:.re, (chapltre 0, n° 4, re-
lation (y)) de montrer que

Ex[qs—t (X'b ’ Xs) U, ~S(XS ’ Xt
i i+l

F = X
) | F,*] U, b, (X,G 6 )

i+l i+l

P_ presque partout sur [ >1t] , ou encore, que
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/ 9 . & ,X) ® ,% )a_ =/ X, ,X, ) d
n+l s=t, Y, * e’ Y, -V ? T, b'd n+l A ot P 25, b'S
N[X er,] i i 1+l i+l n [Xt eI"j] 2 A T i+l

j=1 % 3 =t Y

ol F;j eB®, 0Li<n et bt T t , ou enfin, compte tenu du corollaire de

la proposition 1.2, que '

/ PS__ti(z , dz,) Jp

P (2 dz,) q (z 5 z,) (2, » z,)

=/F

~t (z , dy) Ay . -t (z , y) pour tout z € E ’
i 17 i+l i

P
+1 ti+

relation qui résulte immédiatement de ce que

U, © % =0 .

=61 amt Ha™h

Le lemme 4.2 est démontré.

si (Un) est alors une suite croissante de parties finies de (0 , t( , conte-
nant O , (d) entrafne que pour tout xe E , (Mtn) ey ©st une martingale pour

la mesure P_ par rappert aux tribus (Ftn*) ; et il résulte du lemme O.4 (cha~
pitre O, n® 5) que, pour toute suite croissante (Un) de parties finies de

(0, t( contenant O , il existe une application M, de Q dans (0, 1)
nulle hors de [ > %] , Fz-mesurable sur [ >1t] , et telle que, pour tout
xek,

U
lim Mtn(w) =M (w) P_ presque sfrement sur [ > t] .
Ieo

ye IEMME 4.3. - Si (Un) et (ﬁn) sont deux suites croissantes de parties fi-
nies de (0 , t( contenant O telles que D =U U, et D=U 'ITn sont denses
n n

dans (0 , t( , alors les fonctions Mt et F’T‘t correspondantes sont égales

‘P, presque partout pour tout x € E . I1 suffit de le montrer si D cD et

Unc 'ITn pour tout n . On a alors (lemme 4.2, (d))

vp U U Up U
E_[M, 7,71 =My =B_[M, 7y ]

pour tout x et p >n ; donc, en passant & la limite en p ,
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U x u*
ExmtlF tn 7= Ex[Mt.lF tn] P_ presque sfirement pour tout n 3

ou encore,

/,

U
n
A(Ht'Mt) dP_ =0 pour tout AEUF,0 .

n

Diou

*
/A(Mt - Mt) dPx =0 pour f:out A€ Ft
d'aprés le lemme 4.2 (b) ; d'oh le résultat.

Nous pouvons maintenant établir le lemme suivant :

IEMME 4.4. = 11 existe une famille (1“12) £0 dtapplications de Q dans P'.+
telles que :

*
1. 0\<Mi\<1; M?_‘(w) =0 pour we[§g t] Mi est Ft-mesurable sur

[E>1] .
2. Qtf(x)=Ex[foxtwa] powr tout t€ R, x€E ot f€GE , ) .

3. Pour tout x€E, +>0, s3>0

NQ+S=M2><M2093 P_ presque sfirement sur [E>1% + 8] .

Pour t >0 , définissons M: comme précédemment, au moyen d'une suite (Un)
croissante de parties finies de (0 , t( contenant O et telle que U Un =D

n
est dense dans (0 , t(. (Suite dont le choix n'importe pas d'aprés le lemme 4.3.)

Et posons
W) = oy , X, @) pour welg>0]
et
Ng(w)=0 pour ¢ [§>0] .

Pour t >0, (1) et (2) résultent du lemme 4.2, et Q, £f(x) = Ex[f o Xy x Mg] '
résulte de la relation

0 200 = [ Py(x 5 a3 aglx , 0 £() =/ aglx , %) £o Xy @,

- aolys T £o T B
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compte tenu de 1l'hypothése selon laquelle
P, (x , E\{x}) = Px[XO £x] =0 .

Montrons d'abord (3) dans le cas ot t+>0 et s>0 .

Sodert D la réunion de l'ensemble des rationnels de (0 y T 4 s( et de 1'en-
semble des s + T , ob r est un ratiomnel de (0, t(, et (U) wune suite
croissante de parties finies de D contenant O et s et telle que U Un =D,

n
U
On a, d'aprés la définition de MtI:s :
U U n(0,s( U_n(s,s+t(-s
n _un ? n ?

pour tout we [ >t + s] , et ne N . D'od le résultat, d'aprés le lemme 4.3,
en passant 4 la limite en n .

Si maintenant, s =0 , i1 suffit de montrer, puisque 0 < MO <1l, que

2 04) = 2,00 )

ou encore que

U
Ex[Mg] = E x[»g M) pour tout U .
Or, si U={ty, t, 5 ¢, tn} s cette relation résulte de la relation
1
Q(x): OQ OQ OoccoQ' l(X)ZQ O.ooOQ 1(){)
t % t, ° byt =t t =t

et de 1'hypothése selon laquelle P, (x y E\fx}) =1 . Le lemms 4.4 est établi.

Oe Il reste & régulariser la famille (1’1(1)_‘),?0 s pour obtenir une fonctionnelle
i d
multiplicative, par un procédé analogue & celui déja utilisé dans la démonstratisn
du théorém 3010

Pour tout p,qeR+, p>0, q>0, soit

A= Ao eTalg>p )

Pour tout xeE , Px(Ap,q) =0 , d'aprés le lemme 4.4, (2), donc Pp(Ap,q) =0



pour toute répartition initiale p .
Soit

A= U A ( Qt désignant 1'ensemble des rationnels >0 ) .

On a PH(A) = 0 pour toute répartition initiale p , et

P @ =0w e @)

ptq
pour tous p,q€Q et we [E>p+q] nCA . I1 résulte que, pour w¢ A ,
1tapplication p ->Mp(w) de Qr dans (0, 1) est déeroissantes

Posons alors, pour tout t € R+ :

M () = lim Mg(w) pour w ¢ A
Plt’P€Q+

M‘b(w) = l[m](w) pour we A .

La famille (Mt) t>p 2insi définie satisfait eux axiomes (FM)) et (FMZ) , et, pour
tout t , Mt est F -mesurable. Montrons que, pour tout t et xeE |

Mo=M p presque sfirement. Il en résultera que, pour tout % M =M P

t t x ! 1 t
presque sfrement pour toute répartition initiale p , donc, compte tenu du lemme
44, que (Mt)t>0 satisfait aussi a (FMB) , et que Q f(x) = Ex[f o X x M ]

> t
pour tout t€R_, x€E,et feGE,E) .
On a d'sbord, pour tout x€E , Mt\< bﬁ_‘ P_ presque slirement, puisque, d'aprés
le lemme 4.4, (3), Mg\< M: P_ presque sfirement pour tout p>t, p€ Q.
Il suffit donc de montrer que E [M)] =E [M] . Or E[M]=0q 1(x) aleprss
le lemme 4.4, (2), et
B 6] = 1n E001 = Um0 1() =0, 1(

Plt Plt
P=Q, PeQ,

d'aprés l'hypothése de continuité & droite de 1'application t - Q 1(x) .
I1 reste & montrer que (Mt) satisfait & (FM4) ; d'aprés le lemme 4.4, (3),

et ce qui précéde, ona M, = M x M oo 6 P presque sfrement sur [ > t+s],
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pour t>0 et s8>0 ; et, en faisant tendre t vers O par valeurs ration~
nelles dans cette relation, on obtient, puisque (FMZ) est satisfaite, que
M = M x Mo 0, P_ presque sfirement sur [£ > s] »

(M'b) t>o Satisfait done (FM4) , et le théoréme 4.2 est démontré.

Appendice l. - Sur les temps terminaux (cfe [2], page 23).

Nous allons donner ci-dessous une autre démonstration du théoréme 3.2, dans le
N £ 3 .
cas ol la fonctionnelle multiplicative (Mt) £0 est parfaite

Soient X =1{C , ¢, (Xt) , I, (Px) , © )} un processus de Markov station-
naire & valeurs dans 1l'espace mesurable (E ®) , et (M) une fonctionnelle
multiplicative parfaite ( 23 ) du processus X .

Pour tout t , w , soit At(w) = - Log Mt(w) (en posant = Log(0) = + « ).
(At) &0 ©St une famille d'applications de Q dans ﬁ; = (0, + ») ayant les pro-
priétés suivantes :

(FAl) Pour tout t€R_, 0K At\< + o, et At(w) = + o pour tout
we [cgt].

(FAZ) Pour tout w € Q , 1l'application t - At(w) de R dans R; est conti-

nue & droite et croissante.

(FAB) Pour tout t € R+ s la restriction de At a [C > t] est F:-mesurable.
(FAz'L) Pour tout s , t € R+ ,
As+t (w) = As (w) + At(es(w)) peur tout w € [ > s]

(toute famille (A )t>0 y Vérifient les relations (FA,), - (FA ) (FA ) et (FA! ),
est appelée une fonctionnelle additive parfaite du processus de Markov X 3 cf.
a ce sujet [2], page 57).

Comme au chapitre 2 (n° 2, exemple 2), posons

~

G=0x(0,+«) et Jw,A) =w, pour tout (w,A) € Q

“-e

posons aussi

R(w,A) =inf{t | t>0 et AsAt(w)} pour tout (W 4, A) € Q R

(23) Cfe chapitre 3, n® 2, exemple l.
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}zt(w y M) =X ) et ét(w s M) = 0,W , A -4 W) pour tout

@, A) e [R> %]

et

)

N =M x (B(O,"‘WJ ’
ol ‘B(O +9) est la tribu boréliemne de (0 , + ©) + Comme R satisfait la re-
?
lation :

Rlw, N>t <> >\>A.b(w) ’

»~ ~ ~

©, applique Q dans Q (plus précisément, [R > t] dans [R> 0] ).
Nous allons construire un sous-processus (X R ?) du processus X , de la

forme

A ~ A A A ~
X={Q,R, &) ,%,r , ()}

tel que, pour tout xe E ,
A ~-l ~ "~ . N
(1) Px[R >t | ¥ ] = M oo Y P_ Ppresque sfirement .
a. Les termes Q , R , (Xt) , (et) satisfont aux relations (SMl), (SMz) , (SMB) ,

ainsi qu'aux relations (M), (Mz) ’ (MB) .

Vérifions par exemple (SIV13) : soit

“e

A = [XSG F]

VW =m0, 4+,

W,Ne & F'@WnR>u) <= |a> 40 , 6. e [X e I
et A - At(w) >Au(e‘b(w)) ;

mais, d'aprés (FA:L) ,

At+u(w) = At(w) + Au(et(w))
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si A> At(w) (@*oh il résulte, d'aprés (FAl) , que C() >t ), done

(w, A) € 6;]'@-1(1&) n [R > ul) <=>(\>\> At(w) , et(w) e A
<(et A - At(w) > At_m(w) - At(w)

g=> A>At(w) , et(w) eh et A> A'b+u(w)

“> (w,A)e T B>t +u]

dtob (S15).

Bo Soit a 1la mesure sur (0 , + «) définie par

a@) = _/c*)"” Iy (%) b gt pour tout D e (B(O,+w) 3

o est une probabilite sur A(B(O,+oo) . )
Pour tout x € E , soit Px = Px ®a ; Px est une probabilité sur l'espace
me surable (5 , M .

- a. On a d'abord, pour tout A € I,

§x[R>t]n?"1(A)=/AMdP=/ M o yaP

Ex[R >t] n Y@ = (0,00 140 1pogg @ » N P00 (@)

=/, P_(a9) /[O’m) 1)At(w),+°=3 (N afan)
d'aprés la relation R(w , N>t <= A> At(w)

= Jx Bl Sy v =/, MY p (@



6-47

- be On a ensuite,

A A A* Ao L N
Px[Xs+ue r | Fs] = P},i [Xue r] P presque sfrement .

S

~ A ' ~..l
En effet, remarquons d'abord que tout A € Fs est de 1la forme [R>s]ny (A)
ou Ae F .

(I1 suffit de le vérifier, pour les A de la forme ﬂ [X € I"i] y OU
1= 3
0L 8, +eeS s =8, T, €6,V i)

I1 suffit donc de montrer que :

N\ -

» ~ ~-1 n ~ A
A e F L)
P (X, e TIn¥ @) = / " PX [x, € '] dP_ pour tout A€ F

Or, d'aprés (a), on a d'une part @

~=l

P (X, e 1oy @) = PIR>s+ul ny (X, €704

1]

Jyipo X %M P

/A lpoX o8 xM xM o6 &
et, d'aprés la propriété de Markev (chapitre 1, n° 4, proposition 1.3),

= /A M EXs[lF o X x Mu] P
d'autre part :
Py[Xue F] :Ey[lr. o) Xu x M'll]
dtcl,

P, [x er]dP _/M x By [1 o X x M P
(A)X

(toujours d'aprés (a)), d'ou (b).

~-c. I1 resulte alors de (2) et (b) , que, si on pose
X = {«a, (X+) ’ (P,) (e )}, (X Y) est un sous-processus de X
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satisfaisant la relation (1). On en déduit le théoréme 3.2, compte tenu de la
proposition 2.1 (chapitre 2, n°® 2).

Appendice 2. - Comstruction d'un processus non interrompu

& partir d'un processus interrompu,
ar "adjonction d'un point & 1'infiniv,

a. Soit (E , 8 un espace mesurable ; soit © un objet telque S ¢ E , et
~ A -
E=EU{d}, et soit 8 1la tribu sur E engendrée par ®

[ctest-d-dire B ={A u {8} | A€ 8} v 8]

© \00

~

A
(E , B) est appelé l'espace mesurable ob¥enu 3 partir de (E , @) par adjonc-
tion du point & 1'infini & .

Toute mesure . sur (E ® , telle que u(E) <1, se prolonge en une pro-
babilité . sur (E , (B) en posant

;:(A u{d)) =p@®) +1 - p(E) pour tout A€ B .

Ltapplication qui & tout f e G(E , @) associe le prolongement f de f & E ,
tel que £(8) =0 , est un 1somorphisme de 1'espace de Banach G(E , 8 dans
l'espace de Banach G(E , ®) .

Toute transformation linéaire contractan‘&e P de G(]E s B) se prolgnge en

une transformation linéaire contractante P de G(E , 8) +telle que Pl. = 1.,
‘ E E
~ A

en posant, pour tout f e GE , 8)

Pr = PL(E - £(38)) |ET + £(5) '

Si, pour tout x€E , I 5 Pl.(x) est une mesure swr (E , ) ; alers, pour
A ~n n
tout x€ E, I - Pl.(x) est le prolongement 3 (B , 8) de la mesure
A
T > Pla(x) , et Plr(é) = 1p.(0) pour tout T'e 6 .

En particulier, tout semd-groupe {P } sous-markovien sur G(E , 8 , se pre-
longe en un semi-groupe {P } ma:rkovien sur G(E ) ~ De méme pour les fonec-
tions de transition correspondantes-

(24) Ot g|E désigne la restriction & E de la fonction g sur E .
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be Soient X =1{Q, ¢, (X-b) , I, (Px) , (et)} un processus de Markev sta-
tionnaire 3 valeurs dans 1l'espace mesurable (& , 6 , {P (x, I')} sa fonction
de transition, et {Pt} le semi-groupe associé.

Introduisons les termes suivants

A

. ~ »
~ Pour tout teR_, solent X, 1'application de Q dans (B , 8) définie
par

X () =X () si G >t , et L, =6 si t2E50) ,

et et 1l'application de Q dans Q définie par :

S, 6) = 0,0) o1 LW >t,et 5.0) =uy pow ©3250)

ol wy est un élément fixé de [ =0] .
: . -
(i [ =0])=¢ , il suffit de considérer Q= Q u{ul et de prolonger de
C a Q,par Glwy) =04)

- Soit ® 1la tribu sur £ engendrée par les ensembles {c>0]nA ot
Ae T,

1]

~

- Pour tout XE€ E , soient P_ la restriction de Px a M, et Py la pro-

babilité sur m, définie par
P[§>0] =0 et Pa[(; =0] =1

([C'O-_\;é?f ’ pulsque Wy € g =0]).
Alors, X = o, (X ) , T, (P )zeE ’ (6 )} (25) est un processus de Markov

stationnaire non interrompu & valeurs dans l'espace mesurable (E , ®) , véri-

fiant les relations suivantes ¢

() the E] = [§>4%] pour tout t€R

(M) Py[X, € B] =0 5

-~

et, si {Pt} est le sem-g'oupe assocle 3 la fonction de transition de X ,
{P } est le prolongement & (E , (B) du semi~-groupe {P 1 (cf. (a)).

ow X=1{0, &) » B, B),f» B}, si w, = afi ttre sjouté.
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Inversemeht, soit Y = {Q, (Yt) y Ty (Qz) ’ (ot)} un processus de Markov
stationnaire non interrompu & valeurs dans l'espace mesurable (E , @) , tel
qu'il existe une application § de Q dans R = (0, +«) vérifiant (M),
(Mi) et (Mt'l)' Alors si, pour tout t , X,

[E>t], et 6, la restriction de o, & [(c>4+],

désigne la restriction de I‘o a

X=100,0, &), 1, Qg 6]

by

est un processus de Markov stationnaire & valeurs dans (E , 8) , et Y est équi-
valent & X (vérifications sans difficultés).

On voit ainsi que la dgnnée d'un processus de Markov stationnaire non interrom-
pu & valeurs dans (ﬁ , B) pour lequel il existe une fonction & vérifiant
(Ml) R (Mi) et (MA',) est équivelente 3 la donnde d'un processus & valeurs dans
E , B , admettant & comme durée de vie. (Cf. & ce sujet, [1], pages 49 et
68.)

Remarques.

1, La relation P.5[X0 € E] =0 s'éerit encore PO({) ,E) =0 (ob Pt(z , T)

est la fonction de transition de X ) .

2. Si E est un espace topologique, @ = Bg » et si Y a ses trajectoires
continues & droite, la condition "il existe une fonction C telle que (Ml) et

(Mi) soient vérifides" équivaut & :

(1) Pour tout t€R_, [X =8]c N [X =] ™ .

En effet, supposons ces conditions satisfaites, et posons
G(w = inf{t | t e R, et -Yt(w) = 8} , si eet ensemble est #£ ¢

et
Cw) = + » 8'il est vide .

La fonction & ainsi définie vérifie (Ml) et (M]'_).

(* ) Autrement dit : toute trajectoire qui stteint le polfit O y reste.
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Appendice 3. - Remarques sur la démonstration du théordme 4¢2.

. En vertu de 1'appendice 2, on peut se ramener au cas ou {P } et {Q } sont
des semi-groupes markoviens sur (B , @) (26)

Soient donec X = {Q , (Xt) , (Px) ’ (et)} un processus de Markov stationnaire
& valeurs dans 1'espace mesurable (€ , 8) , {P,} le semi-groupe msrkovien
associé 2 la fonction de transition de X , et {Q } un semi-groupe markovien

subordonné a {P } (27)

Pour toute partie finie U de R_, soit &; 1l'application w - (X W) yeu
de Q@ dans E , et soit F  1la tribu sur Q engendrée par les [X € r],
uel, "TeB ; ona

U -1, U
F:(bu((B) ’

Y

(EU ’ (BU) désigne 1'espace mesurable produit (E , (12>)U

Pour toute répartition initiale p sur (E , 8) , les relations suivantes dé-
finissent des probabilités sur (EU , (BU) :

B @ =/ @) [y ey ax) e [ By Gy s @) Bl seeex)

n-1

@@ =/ p(a A N A N R

01:1 U:{to’tl’... ,tn}, tv <tl\<ooo\<tn et AG(BUQ

Et, en posant @

U, -1 U U
P (@, (&) = A o . (A) = A
P(U()) PH()y Q( ()) q“()
pour tout A € g , on définit des probabilités Pg et QE sur FU = ‘I’El (‘BU)
et on a

Q @ < L) pour tout A« oL

D'aprds la proposition 1.2 (chapitre 1, n® 4), Pg coincide avec PH sur
FU sy pour tout U

26

(

) Avec les notations du théoréme 4.2.
(27) Supposons, pour simplifier les notationgque (E , 8 = (€ , (B*) .
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p étent fixé, la famille @ , FU
ties finies de R, , est une famille projective de probabilités. I1 résulte alors
U
de la relation Q,g(A) & H(A) que, si, pour tout A e UF , on pose
U

y Q )U , ou U déerit 1l'ensemble des par-

U
o®=a®

ot U est telque A e 7o , Qp est une probabilité sur le clan U 7o
U

Cette probabilité se prolonge en une probabilité sur F (tribu engendrée par
U , ,
UF" ), que nous désignerons encore par Qu « On a alors

Q (A) P (A) , pour tout Ae F et tout p

et
t={a, (), Q) , 6]

est un processus de Markov stationnaire & valeurs dans (E , 8) et admettant
{Q (x yT)} comme fonction de transition. De la relation Q (A) P (8) pour
tout Ae F'b , on déduit, d'aprés le théoréme de Radon—N:Lkodym, 1'emstence d'une

fonetion M ,: Q-(0, 1), F

-mesurable et telle que
Bt '

t

(A) = /A Mpt dPM pour tout AeF,

(on notera Mx,t

Pour montrer l'existence d'une fonctionnelle miltiplicative du processus X

la fonection Msx,t ).

associde 3 {Q } 5 il suffit de montrer que pour tout 1t e R s 11 existe une

fonction M?_} : -0, 1), F_b—megurable et telle que

Px[Mx,t £ t] =0 pour tout xe E .
En effet, pour une telle famille (Mi) t>p Tous allons montrer que, pour tout

xek, M(i):+s = Mg x M_.i_‘ o 6, P, presque sfirement, dtoh on déduira 1l'existence

d'une fonctionnelle multiplicative (M) telle que
£’ 0

Px[Mt £ Mi] =0 pour tout x€ E ’

par le procédé déja employé dans la démonstration du théordme 3.1 (chapitre 3,
n° 3).
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Pour montrer que M?:+s = Ng x Ni ) es y 11 suffit de montrer que

/ W0 P

dP_ pour tout A€ F_, et BeF
aeTt@ ° 0t °

o6 dP = _
s X Anesl(B) t+s8 X

t 3

or

w0

o
o
S
i

/le Mg x (M'?}.lB) oes dPX

il

/1, MZ x Exs[lB.NEG] dp_
dteprés la propriété de Markov appliquée au processus X ;
0
= /1, ¥ « QIS(B) @ =/ QXS(B) @

d'oli, d'aprés la propriété de Markov appliquée au proeessus Y ,

-1 0
=Q (An o (B) = / - M 4pP .
X s Aﬂesl (B) t+s X
Co Q,u Fo Dc

Pour construire une telle famille (NQ) 0 * o8 peut essayer de eonsidérer les
fonctions (Mi),eo définies par

M,]c"(w) - MXO @ 1@ powrtout t et w

qui sont telles que, pour tout x ,
PIM £M .]J=0 :
Xt Xyt ’
Mi sera F:-meswable, en particulier, si x , w - Mx t(w) est une fonction
14
(® x F’;)umesura.ble.

On est donc ramenéd & la recherche de telles densités, fonctions mesurables du
couple (x4, W) «

Le procédé utilisé dans la démonstration du théoréme 4.2, en (B), permet d'ob-
tenir une telle densité.
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On remarquera que la fonction M}bI (cf. B, démonstration du théoréme 4.2), est
une version de la densité de Qx par rapport & P_, ces probabilités étant

. s R Usx
restreintes a la tribu Ft . On a, en conséquence, PX presque sfirement

Uxq _ :
Ex[Mx,t‘Ft 1= M: !

ce qui rend clair le fait que, si (Un) est une suite croissante, (Mtn) est
une martingale.

BIBLIOGRAPHIE

[1] DWKIN (E. B.). ~ Theory of Merkov processes. Translated from the Russian.
~ Oxford, London, New York, Paris, Pergamon Press, 1960.

[2] MEYER (Paul-André). - Fonctionnelles multiplicatives et additives de Markov,
Ann. Inst. Fourier, Grenoble, t. 12, 1962, p. 125-230 (Thé&se Sc. math.
Paris. 1961)-

[3] Séminaire Brelot : Thécrie du Potentiel, te 3, 1958/59. = Paris, Secréta-
riat mathématique, 1960.




