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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 127
(Théorie du Potentiel) 1962
6e année, 1962, n° le 29 mars 19

L 2 l
QUELQUES PROPRIETES ET APPLICATIONS NOUVELLES DE L'EFFILEMENT ()

par Marcel BRELOT

1. - Je vais d'abord compléter des recherches axiomatiques trés générales
exposées l'an dernier et publides dens [4], puis je domnerai des démonstrations
ou résultats nouveaux, d'ailleurs en partie inspirés ou suggérés per DOOB, concer-
nant 1'effilement classique ou 1l'effilement & la frontiére de Martin, avec cer-

taines extensions & des cas axiomatioues beaucoup plus généraux.

2. - Reprenons une famille U de fonctions réelles >0 quelconques, dans
un espace topologique quelconque Q , comprenant les fonctions 0 et +
et satisfaisant & la condition

uel => ) uel (A >0) .

On appelle réduite relative & 1l'ensemble e c Q et & la fonetion ¢ >0 (donnée
au moins sur llensemble e c Q )

(R:::infu (ueU, u>¢ sur e) .

La régularisée (inférieure) f d'une fonetion réelle f est la lim inf de f

en chague point.

Effilement faible. - On avait précédemmmntdit que e est effilé en X ¢ e
si inf R?_no(xo) <1l ( o voisinage variable de x, )+ Une notion plus faible,
o

qui sera considérée méme si Xy € e sera celle d'effilement faible de e en

%, pear la condition inf R?_no(xc) <1 ( o voisinage variable de X ).
o}
Naturellement comme pour l'effilement, on note que

1 ’ . . . i Vd V4
(") Cette rédaction comporte quelques améliorations et compléments sur la confé
rence du Séminaire d'ailleurs reprise a Bombay et Tokyo.



1.28

. o oBNO <o oBNC

inf R (%) = ¢(xy) inf R (x,)

af ") = o) 1t 6" (g
si ¢ est finie continue et >0 en x5 .

Voici deux raisons justifiant cette notion :

(A) Dans 1'axiomatique (a) que j'ai développée ([37 et [4]), en y prenant seu-
lement les axiomes 1, 2, 3 et 1l'existence d'un potentiel >0 , la notion de
point-frontiére irrégulier Xy d'un ouvert w relativement compact est équiva-
lente & 1'effilement faible en Xy de Cw au sens précédent, en prenant pour
U 1la famille des fonctions hyperharmoniques >0 dans l'espace de base de l'a-
xiomatique (2) .

Cela est, d'aprés la derniére remarque, conséquence immédiate d'un critére de
régularité (théoréme 21, [47, p. 117).

Dtailleurs dans cette axicmatioue 1'effilement faible devient équivalent a
‘1teffilement si 1l'on ajoute 1l'existence d'une base dénombrable et 1l'axiome D,
comme il résulte d'un critdre général d'effilement ([4], théordme 29, p. 137) de

e en xo)ée.

(B) Dans la théorie classique du potentiel ou dans 1'axiomatique rappelée (avec
axiomes 1, 2, 3, potentiel >0 ) mais pourvue d'une base dénombrable d!ouverts
et de 1l'axiome de domination (D), on sait que, pour une famille de fonctions hyper-
harmoniques Uy >0 , 1l'ensemble "exceptionnel", ou fn} u; < inf uy est polaire,
et qu'il y a identité des ensembles polaires et des ensembles effilés en tout
point. Sans 1'axiome (D) et méme en renforgant l'axiome (3) selon (3'), on n'ob-
tient que des résultats bien plus faibles (voir thdse HERVE [7]). Dans des axio-
matiques plus larges ou théories probabilistes paraileles, DOOB m'a signalé des
résultats faibles inspirant le théoréme suivant relatif & notre famille trds gé-

nérale U .

(2) On a la méme équivalence, si 1'on prend 1l'axiomaticue de Bauer [1] exposée
dans une conférence précédente, avec (Kl) mais renforcée par 1l'axiome T au
lieu de T (c'est-a~dire avec la séparation au moyen de fonctions hyper-h-harmoni-
ques >0 ) et si on prend pour U 1la famille des fonctions hyperhermoniques
>0 . Les démonstrations s'adaptent aisément.

De m®me par conséquent en adoptant la derniére axiomatique proposée dans la der-
nidre conférence, si 1l'on prend 1l'hypothése globale finale faite dans tout ltes-
pace, qu'il existe une fonetion harmonique >0 et d'autre part un potentiel qui
est >0 en tout point donné & 1'avance.
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Y

THEOREME 1. - Pour toute famille {uie U} , 1l'ensemble e , oh
N ,
inf u, < inf u; est une réunion dénombrable d'ensembles faiblement effilés en

tout point.

On voit que e est réunion des ensembles

LN . L
e, =1{x, 1nfui<1nf(n,(1n.fui)—;)} .

Montrons donc que e =~ est falblement effilé en tout point x o
N
Si inf ui(xo) est fini, on a, dans un voisinage o de X5

LN LN y oL
inf ui>1nf ui(xO - 5=

. AN ) 1
1nfui>1nfui(x0 + o= SUr 0N e, .

. LN ) 1
Donec si K = inf ui(x0 * 3=y

N
u, e No inf u, e NC
t>g™ I >gp?"? .
£ 7" !""K;""/]_
n

Le membre de gauche est <1l en x; , d'ou

Aenﬂo
RS () <1 .

N AN

Si maintenant inf ui(xo) =+, ona inf u; >n dans un voisinage o' de
Xy » d'ob
enno‘
| — —-—

e,no' =§ et Ry =0 .

II

3. = Voici maintenant des résultats nouveaux sur l'effilement ordinaire,

d'abord le plus classique dans R® et sur la notion connexe de topologie fine.

% THEOREME 2. - Soient Q ouvert borné dans r" , F une fonction quelconque

donnde et bornée supérieurement dans Q (puis prolongée arbitrairement), et
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{Qi} une famille d'ouverts partiels harmoniquement intérieurs (3) et de réunion

Q . Alors en tout point x, € X régulier pour Q (et ou Q est non effilé),

Q.
lin sup fine (sup i, (%) < Lim sup fine F(x) * .
xeQ, X%, i XEQ , X%,

On se ramdne & voir que le premier membre est L O si le membre de droite est

<0 . Il existe un enserble e effilé en xy hors duquel F dans Q est O
dans un voisinage & de x, -
Si F' wvaut F sur & et Hp" dans Qi , notons que Hp™ =H j dans
F

Y\
__Qin o _Qin &

Q. n &« Cette fonction est majorée par H + H ol
1 Py 0o
lo ¢ =0 sauf sur 00 ob ¢, =Cte A >0 majorant sup F ,
2e (p2=0 sauf sur e ob ¢, vaut A .
Or
Q.nd
7t (%) sﬁ'Qné(x)
LS k4!

qui tend vers O quand x € Q n & tend vers X et dans Qi n o,

o)
i ~en 02,NJ, *en
Rl L NG @ennd) ey
Py A 60 A 60\ A 60

ces réduites et régularisées 4tant prises relativement & un domaine 60 58« Or

lteffilement de e entraine que (R;” 6)6 soit en % arbitrairement petit
0
~eno: . .
pour O convenable. Comme (R?» )6 est finement continue en x5

(3) Clest-3-dire que le point d'hlexandroff O de Q doit former un ensemble
négligeable pour le probldme de Dirichlet relatif a Q, et a4 lea topologie de
Q u{d}, ce qui équivaut & dire dans R%  que &, N3 est négligeable dans
la théorie classique, pour . . Rappelons que dans un probléme de Dirichlet 1l'en:
semble de la frontidre est négligesble (resp. faiblement négligeable) si pour sa

fonction caractéristique ¥ , 1le Htp (resp. E¢) correspondant est nul.

(4) Pour chaque x , on considére les 1 tels que Q, 3 X et le sup HFi(x)

pour ces 1 .



L)
ﬁﬂné + (R}e\ng) 5 adans Q une limite fine arbitrairement petite en %, pour
Py 0 .

un choix convenable de o , 60 , d'oh le résultat.
Extensions ¢

- Cas (El) d'un ouvert Q de R° (espace r® compactifié par le point
d'Alexandroff) en supposant seulement (Q non localement polaire. On raisonne
de mfmwe en utilisant les notions classiques étendues au voisinage du point a
1'infini.

-~ Cus @2) de 1'axiomatique (@) (Axiomes 1, 2, 3, potentiel >0 ) en prenant
pour  un ouvert relativement compact de 1l'espace fondamental. MEmes énoncé
et démonstration (5) , mais il faut prendre §y assez petit en méme temps que

»
S , pour obtenir (R;ﬂé) 5 arbitrairement petit en xj . Cela dérivera de la
0
propriété que (anb) 5 (xo) tend vers O selon 1l'ordonné filtrant des voisina-
ges ouverts & (6).

On désignera per Eé le cas de E‘,2 restreint par 1l'adjonction de ltaxiome D
et d'une base dénombrable d'ouverts et par E;a' le cas Eé encore restreint

par l'hypothdse de 1l'axiome (3') au lieu de (3).

4. Applications.

THEOREME 3. = 3o0it dans les cas E1 ou Eg une fonction F donnde et bornée

supérieurement dans € (prolongée arbitrairement) et un ordonné filtrent crois-

sant d'ouverts Qi harmoniquement intérieur de réunion Q « Alors

: 9o
(2) llmisup S Eo ,

(5) I1 semble y avoir 13 (et de méme dans le théoréme 4) extension aux axioma-
tiques plus larges du type de Bauer mentionnées plus haut.

6 \ . . . s
(") On se ramdne au cas des constantes harmoniques. Il existe alors au voisi-
nage de Xy une fonction surhsrmonicue wu >0 +telle que

Lim inf v - v(x)) > 2 ,
xeQ, X =Xy
(pour tout effilé en x5 ¢ e) done v - v(xo) +e est >0 dans un voisinage

assez petit, de X et >1 sur e dans un autre voisinage, d'ou le résultat.
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o ¢ vaubt la lim sup fine (7) de F dans Q au point x de la frontiére
fine. Résultat analogue dans I} pour une suite croissante {Qn} .

Q

En effet lim sup H;~ est hypoharmonique (et dams Ej , lim sup H © est
1 nee
majorde par sa régularisdée supérieure qui est hypoharmonique, et admet méme

lim sup fine & la frontidre) et de 1lim sup fine & la frontiére L ¢ « D'ol
la majoration par EI_Y(; . Cela vient de 1l!'identité des enveloppes relatives aux
limites ordinaires ou fines, dérivant d'un principe de minimum pour limites fi-

nes (voir mon exposé n° L dans ce volume).

COROLLAIRE l. = Si F est bornée et admet dans Q une linite fine ¢ en
tout point de la frontidre fifl_(é sy De 8 (ctest-a~dire sauf sur_Qun ensemble négli-
geable pour £ ) (8), alors HFi'L , _I‘}Fi (ou respe. dans ES , Hooy, _Ij:Fn) conver-—

gent vers H?P (qui existe).

Extension. - Supposons F mesurable pour toute mesure harmonique. On peut alors
dans les énoncés précédents (théordme 3 et corollaire) remplacer la condition
que F soit bornéde supérieurement (resp. bornée) par celle que F (resp. F )

satisfasse & 1'intégrabilité uniforme relative aux mesures dpyi (pour tout
0

Yo dans le cas (Eé ’ Qn) ou seulement pour un seul si 2 est connexe dans les

cas E, , Eg).

Ctest 13 une remerque de DOOB dans des cas analogues. On décompose 1l'intégrale

Q

Q. Q .
i i i
i == 3 t A P - A
JF d}lyo J inf(F , B) dpyo S ) dpyo
ou
&
/F;A(F - b) duyo <e

e - w

(7) La fonction des 1im sup fines & la frontidre fine de Q (qui est un G§)
v est finement s. c. s. Elle est mesurable pour toute mesure ne chargeant pas les
ensembles polaires (en particulier pour la mesure harmonique en tout point, parce
que dans R® ou E! un ouvert fin e est & un ensemble polaire prés, le
on E des points &4 Ce est effilé et un tel E est défini par une inégalité
entre deux fonctions surharmoniques.

(8 ) De sorte qu'elle est mesurable pour la mesure harmoniquc.
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pour A > A, convenable, indépendamment de 1 et

Q
1im sup / inf (F , A) dp </ dpy dtaprés (2)

11msup/de fcpd .
i

Quant au corollaire, on se ramdne au cas de F > 0 . D'abord
Qi Q
/[ inf(F , A) au. "~ — / inf(p , A) du .
Yo 1 Yo

Comme le premier membre est borné ( A et i variables), le second membre est

borné ( A variable) done / P dp(; est fini, et la premidre égalité montre
0

aisément que

/ Qi / Q
Fap =~ —/ ¢ dy .
Yo i Yo
COROLLAIRE 2. = Si dans F ou Eé y I' est dans l'espace ou dans Q y quasi-
continue ctest-a-dire quas:.—partout finement continue (9) de plus bornée dans €
ou y satisfaisant aux conditions d'intégrabilité uniforme précédentes, le rem-

placement dans Q de F par Hg; (qui existe) donne une fonction quasi-continue.

Cela généralise le cas particulier connu, dans un espace de Green, d'une
fonction (BLD) que le remplacement par H‘(F} dans Q 1laisse de type (BLD).

Remarque. - Dans les cas E1 ’ E2 , 1'intégrabilité uniforme de u harmonique dan:
Q connexe relativement & une famille du yi pour un point Yo ob une famille
A z

ordonnée filtrante croissante de Qi c 5; c Q entrafnent la mfme propriété pour
tout point y, € Q et la mdme famille {Qi} (sans qu'il soit donc nécessaire
de supposer (3')).

Q.
Car u, = inf{u , A) est surharmonique et, pour A fixé, Hu: décroit.
Comme Q, ; Qi
HuA(yo) =ulyy) = /sl =) Wy

9 .
(7) Donc mesurable pour toute mesure harmoniques
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Q, Q.
Hujl: (yo) a une limite finie j; Huz —Vy plus grande minorante harmonique de
i

u, et vy-su (A > +») « De
(2i
YECREWY < uly,) - v, ()

résulte que le premier membre tend vers O pour A -+ (indépendamment de i ).
» » Id 1 > ’ s - » ’, 3 .
M8me propriété pour - u .« Il en résulte ( 0) 1'intégrabiiité uniforme relative

au point y;

COROLLAIRE 3. - Soit, dans les cas E, , Eé , u harmonique dans le domaine
Q , satisfaisant & la condition d'intégrabilité uniforme pour dp.s;i (un point
Yo » ot une famille de @ ¢ -Q—ic Q) et admettant une limite fine p. p. & la
frontidre. Clest une solution de probldme de Dirichlet (celle de la fonction des
limites fines).

Nous retrouvons un théoréme démontré autrement (voir mon exposé n® 1 de ce vo-
lume) «

5, Cela nous raméne & &étudier directement & la frontidre en topologie fine
les solutions de probldme de Dirichlet et les fonctions surharmonigues, ce par

quoi nous aurions pi aussi bien commencer :

L4 \
THEOREME 4. - 3oient, dans les cas E; ou E2 , une fonction ¢ bornée supé-
1 N
rieurement dans Q et e néeligeable ( l) de & . Alors pour le point-frontie-
. re Xy rdégulier (o Q est non effilé)

1
( O) Noter que 1'intégrabilité uniforme relative & ( X, ﬁesiisace) , f. (fonc-
.

tion réelle), p; mesure >0 ) et définie (souvent pouf* bornée) par la
condition
/ |£,] ap, ———0 (indépendamment de i)
lfitzA + + (A->+c0)
équivaut a
o (€, =4 dqu, ——0 (indépéndamment de i)
fZhta T (A+)
avee whie condition pour ~ £, . Culn rdpulte de
/fiBZA fi d“i\< /fi?ZA(fi - 24) d]J.i + 2 /fi2A(fi - b) dp.i (A >0) .

(ll) On a une extension & e "faiblement négligeable" en remplagant H per
H et supposant par exemple ll'espace & base dénombrable.



1-35

3 lim sup fine .ﬁg < 1im sup fine ¢(y) .
X% yEX:e, y-x,

Démonstration analogue & celle du théordme 2, mais plus simple.

COROLLAIRE. - S5i ¢ est bornée, H(P ’ 'Ii‘P admettent la limite fine Lp(xo) en
tout  x, régulier (de la frontidre fine) ot ¢ est finement continue (continui-

té de ¢ prise méme hors d'un ensemble négligeable).

’, \
THEOREME 5 (déja connu dans E1[2] et valable aussi dans EJ} )o = Soit, dans
ces cas, u hyperharmonique bornée inférieurement dans €  Au point-frontiere

régulier xy !

(4) 1im inf w = lim inf [1im inf fine u(z)] = 1lim inf [lim inf u(z)] ,
x€Q, X%y N 7EQ, z-y % 2€Qy 25y
yed\e 30 \e
(5) 1im inf fine u = lim inf fine [lim inf fine u(z) ]
xQ, X%, Y%y z-y
¥EI'O\e

ou e est négligeable (12) sur X et O'Q 1la frontiére fine de Q .

»

Les inégalités >

7

sont seules difficiles.

On sait que u majore §-1p et méme H‘P’ o ¢ est la 1lim inf fine de u

a4 la frontiére et on applique le résultat banal que

lim inf H, > liminf y(y)
X% —v yééQ-e,y—)xo

ou la majoration (3), a -}-I._ y o H v On peut procéder directement pour (4)

par une étude locale et le principe du minimum pour limites fines, et passer a

(5) comme dans le cas connu de B

12
("") Ou méme faiblement négligeable.
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ITI
6. - Passons & des questions analogues pour l'espace de Green, la frontiére
de Martin et les limites fines & cette frontiére. Nous partirons d'un lemme

de Doob qui a guggéré les recherches de ces sections II et III.

DOOB considére une fonction bornée F dans 1l'espace de Martin 6 (espace de
Green € compactifié par sa frontidre de Martin A ) ; il suppose qu'elle est
borélienne dans ( , mesurable sur A (pour la mesure d)l1 de Mertin associée
a4 1) et admet la limite fine F (au sens de NAIM 2 la frontidre, p. p.—dp}.
Soit Q, une suite d'cuverts emboités, de réunion Q , enfin relativement

compacts dans  ou seulement "harmoniquement intérieurs". ilors

Qn Q
F F
/ ap - / au

%

dp,y étant la mesure harmonique (classique) pour Qn au point y et dp? la
mesure harmonique du probléme de Dirichlet-Martin (qui, pour Yo o vaut dpl ).

La démonstration originale de DOOB [6] est probabiliste ; aussi en ai-je donné
une autre en théorie pure du potentiel, débarrassde de restrictions du type
"mesurabilité". Généralisons un pew en harmonisant le langage selon une sugges-

tion de Doob avec celui des axiomatiques générales :

h étant une fonction harmonique >0 Eizég_dans Q , appelons fonction h-
hermonique, hyperharmonique le quotient par h d'une fonction harmonique,
hyperharmonique. On peut traiter un probléme de Dirichlet dans un ouvert partiel
w avec la frontidre prise dans l'espace Q compactifié d'Alexandroff, ou bien
pour Q avec la frontiére de Martin et dans les deux cas en utilisant les fonc-

tions h-harwoniques, h-hyperharmoniques.

On notera H;’ , dans le premier cas, l'enveloppe inférieure des fonctions

h~hyperharmoniques satisfaisant dans w a lim inf v > f a la frontiére ; on
> e
posera §§)= - ﬁf} d'ailleurs <§i§?. En cas d'égalité avec une fonction finte

(alers h-harmonique) notée E? (ce oui = lieu en particulier si f est finie

continue), on a

] W
Ha(y) =/ ¢ g

(cas dit de résolutivité ; mesure harmonique correspondante dH; )e
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=2
De m®me dans le second cas ; notations @ ’ %f ’
Q
= f d e
/ b

. . h . . s o s
On sait que si du est la mesure canonique de Martin associée & h

400 = L) Py

oi K(x, y) est la fonction de Green normalisée en un point Yo de sorte que

h

Q d
dHYO - ET}%T ’

IEMME 1. - Soit F réelle quelconque dans llespace de Green €, mais bornée
supérieurement et admettant & la frontidre de Martin une 1im sup fine KO
sauf aux points d'un ensemble faiblement négligeable c'est-a-dire de mesure in-

térieure - dp.;2 (ou dp.h) nulle.

Alors si {Qi} est un ordonné filtrant croissant d'ouverts harmoniquement in-
tériewrs, de réunion Q,
- Q.
lim sup J/F dpyl <0 .
i
Soit E 1'ensemble de Q ot F > & >0 . Les points dteffilement sur A
de tout ensemble forment un K ([8], n° 14). De sorte que E. Eﬁt effilé & la

frontidre ps .-dp . Par su:.te ([8], théoréme 20, corollalre), Rhe (ordinaire
ou R'EE relat:.ve a\é{ fonctions h—hyperharmonmues) est un potentiel (resp. h-

potentiel) et R* *--->O (car le pmmer methre converge vers une fonction h~harmonique).
i
! 7.5
Or /[ F dP-y < €+}‘/Fae dpy (A > sup F)
avec

d'ou le résultate.
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THEOREME 6. - Soient F bornée supérieurement, ¢ la fonction des 1lim sup
fines aux points de A; , et la mwe famille {Qi} ; alors
- Q. Q
lim sup / F dpl\</q>d}.ty .
i —_—
En remarquant que

Q Q
[ suplo , = n) au. —/ p au ,
. vy o2 T My

on se raméne au cas de F borné. Il existe alors o' < ¢ , sommsble - dph telle

que

/o dp /tpdyl ,

et ne différant de ¢ que sur un ensernble faiblement négligeable. La fonction
h-harmonique bornée u(y) = / O} dp admet & la frontiére la limite fine ¢! ,
Pe pe=dp , et vaut Ju dle dans tout Q « Donc F -~ u admet une lim sup

fine £ 0 sauf aux points d'un ensenble falbleraent négligeable. Donc
- Q
lim sup / (F - u) dp - <0
i y
- Q, Q
1imsup/del\<u(y)=/cpdp. .
i y _ y

COROLLAIRE. - Si F est bornse et admet a la frontiére une limite fine pe p.—d;}1

cette fonction limite ¢ est sommable-—dp et

Q Q Q
/ F dp /F dp tendent vers J/ 0 dpy .

Extension. - Si F est mesurable pour les mesures harmoniques, on peut dans ce
théoréme et son corollaire remplacer lz condition de F Dbornée supérieureument
(resp. bérnée) par celle que F' (resp. F ) satisfait 3 la condition 4'inté-

Q
grabilité uniforme pour les dpyi (un seul point Yo )
0

Meme démonstration que pour le théoreéme 3 et corollaire.
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Remarques.

le I1 n'y a pas d'analogue du théoréme 2 pour les limites fines & la frontidre de
Martin., On le voit en prenant pour Q un disque, pour F 1la fonction caractéris—
tique du complémentaire d'un disque intérieur tangent en un point Xy » pour Qi
les disques concentriqtiea & Q . Au point X s identifiable & un point de la
frontisdre de Martin, F a la limite fine O et cependant Pé;i tend évidemment
vers 1 dans Q .

2« Par contre certaines parties de III s'adaptent & 1'étude II. Dtabord le lem=-
me 1 stadapte selon le

LEME 1t, - Dans les cas E, , E), si F dans Q admet & la frontiére une
lin sup fine £ O sauf aux points d'un ensemble faiblement négligeable, et si
{Qi} est un ordonné filtrant croissant d'ouverts harmoniquement intérieurs 3 Q ,
de réunion Q

lin sup Hy' <O .
i

Cet énoncé (contenu dans le théoréme 3, mais avec une amélioration d'hypothéses)
résulte de ce que si E est dans Q un ensemble effilé en tout point de Q
sauf sur un ensemble négligeable, R? -0 en tout point selon 1ltordonné fil-
trant des compacts K c .

La démonstration se fait & 1'aide de deux ouverts contenant 1'ensemble négli-
geable de 1'énoncé et 1l'ensemble des points de X ot E esgt effild, en utili-
11
sant la proposition établie dans la note de bas de page (") de mon exposé n® 1

de ce volume.

De ce lemme (L') résulte grlce au théordme 4, le corollaire du théoréme 3 (donc
sans utiliser 1l'axiome 3' dens le cas d'une famille générale {Qi} , aventage

qui se conserve dans l'extension de 1'intégrabilité uniforme.
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