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QUELQUES PROPRIETES ET APPLICATIONS NOUVELLES DE L’EFFILEMENT

Marcel BRELOT

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
6e année, 1962, n° le

29 mars 1962

1. - Je vais d’abord compléter des recherches axiomatiques très générales

exposées l’an dernier et publiées dans [4]~ puis je donnerai des démonstrations
ou résultats nouveaux, d’ailleurs en partie inspirés ou suggérés par DOOB, concer-

nant Iteffilement classique ou l’effilement à la frontière de Martin, avec cer-

taines extensions à des cas axiomatiques beaucoup plus généraux.

1

2. - Reprenons une famille U de fonctions réelles  0 quelconques, dans

un espace topologique quelconque 03A9 , comprenant les fonctions 0 et +00

et satisfaisant à la condition

On appelle réduite relative à l ensemble e c Q et à la fonction cp &#x3E;.0 (donnée
au moins sur 1~ ensemble e c Q )

La régularisée (inférieure) f d’une fonction réelle f est la lim inf de f

en chaque point.

Effile ment faible. - On avait précédemmentdit qne e est effilé en 

si inf R~~(~)  1 ( o voisinage variable de % )* Une notion plus faible~

qui sera considérée même si sera celle d’effilement faible de e en

x0 par la condition inf end1 (x0)  1 ( o voisinage variable de x0 ).
a

Naturellement comme pour l’effilement, on note que

( ) Cette réduction comporte quelques améliorations et compléments sur la confé
rence du Séminaire d ailleurs reprise à Bombay et Tokyo.
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est finie continue et &#x3E;0 

Voici deux raisons justifiant cette notion :

(A) Dans l’axiomatique (a) que j’ai développée ([3] et [4 J), en y prenant seu-
lement les axiomes 1 , 2, 3 et l’existence d’un potentiel &#x3E; 0 , la notion de

point-frontière irrégulier XQ d’un ouvert w relativement compact est équ.iva-
lente à l’effilement faible en xd de C03C9 au sens précédent, en prenant pour
U la famille des fonctions hyperharmoniques  0 dans l’espace de base de l’a-

xiomatique () . ,

Cela est, d’après la dernière remarque, conséquence immédiate d’un critère de

régularité (théorème 21, [4]~ p. 117).
D’ailleurs dans cette axicmatique l’effilement faible devient équivalent à

11 effile ment si l’on ajoute l’existence d’ une ba.se dénombrable et l’axiome D,
comme il résulte d’un critère général d’effilement ([4]~ théorème 29, p. 137) de

e en 

(B) Dans la théorie classique du potentiel ou dans l’axiomatique rappelée (avec
axiomes 1, 2, 3, potentiel &#x3E; 0 ) mais pourvue d’une base dénombrable d’ ouverts

et de l’axiome de domination (D), on sait que, pour une famille de fonctions hyper-
harmoniques u. i ~.0 ~ l’ensemble "exceptionnel", où inf u.  inf est polaire,
et qu’il y a identité des ensembles polaires et des ensembles effilés en tout

point. Sans l’axiome (D) et même en renforçant l’axiome (3) selon (3’) , on n’ob-
tient que des résultats bien plus faibles (voir thèse Dans des axio-

matiques plus larges ou théories probabilistes parallèles, DOOB m’a signalé des
résultats faibles inspirant le théorème suivant relatif à notre famille très gé-
nérale U .

(2) on a la même équivalence, si l’on prend l’axiomatique de Bauer [1] exposée
dans une conférence précédente, avec (K1) mais renforcée par l’axiome T~ au
lieu de T (c avec la séparation au moyen de fonctions hyper-h-harmoni-
ques  0 ) et si on prend pour U la famille des fonctions hyperharmoniques
~0 . Les démonstrations s’adaptent aisément.

De même par conséquent en adoptant la dernière axiomatique proposée dans la der-
nière conférence, si l’on prend l’hypothèse globale finale faite dans tout l’es-
pace, qu’il existe une fonction harmonique &#x3E;0 et d’autre part un potentiel qui
e st &#x3E; 0 en tout point donné à l’avance.
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THÉORÈME 1. - Pour toute famille { u. E U} , l’ensemble e , aû
/~ .. ,
inf u.  inf u. , est une réunion dénombrable d’ensembles faiblement effilés en

1

tout point.

On voit que e est réunion des ensembles

- ,

Montrons donc que e~ est faiblement effilé en tout point Xc.

Si inf est fini. on a, dans un voisinage (J de x~ ~

d’où

Le membre de gauche est  1 en x0 , d’où

/, 1
Si maintenant inf u. (:x-) .- + co , on a inf u. &#x3E; n dans un voisinage 03C3’ de

d’où

II

3. - Voici maintenant des résultats nouveaux sur l’effilement ordinaire !

d’abord le plus classique dans Rn et sur la notion connexe de topologie fine.

2. - Soient Q ouvert borné dans Rn, F une fonction quelconque

donnée et bornée supérieurement dans Q (puis prolongée arbitrairement), et
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{Q.} une famille d’ouverts partiels harmoniquement intérieurs ( ) et de réunion

03A9 . Alors en tout point XO E àQ régulier pour 0 (et où 03A9 est non effilé) ,

lim sup fine (sup Hp (x) ) ~ lim sup fine F (x)
i 

On se ramené à voir que le premier membre est ~ 0 si le membre de droite est

 0 . Il existe un ensemble e effilé en xd hors duquel F dans Q est $ 0

dans un voisinage 6 
-O. -01 .s¿ .n Ô

Si F’ vaut F sur ÔQ et H03A91F dans °i’ notons que HF dans

.

n 6* Cette fonction est majorée par H 
(p~ 

+ H 
1 

où

1. crI = 0 sauf sur à6 où 9 1 =Cte 03BB  0 majorant sup F ,

2. !fJ2 = 0 sauf sur e où vaut ~.

Or

qui tend vers 0 quand x E tend vers xd et dans Qi 

ces réduites et régularisées étant prises relativement à un domaine 03B40 ~ Ô . Or

l’effilement de e entraîne que (É§/ n Ô) 0 soit en x0 arbitrairement petit
o

pour 0 convenable. Comme (RrÙ) 0 est finement continue en x0 ,
o

(3) C’est-à-dire que le point d’Alexandroff G de Çé doit former un ensemble

négligeable pour le problème de Dirichlet relatif à Q, et à la topologie de
o u (lÀ) , ce qui équivaut à dire dans Rn que ~03A9i ~ ~03A9 est négligeable dans
la théorie classique, pour Q.. Rappelons que dans un problème de Dirichlet l’en-
semble de la frontière est négligeable (resp. faiblement négligeable) si pour sa

est (X)(4) Pour chaque x, on considère les i tels que i 3 X et le sup H.Fl.(x)
pour ces i.
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H03A9~03B403C61 + (e ~ 03B403BB)03B4 a dans (2 une limite fine arbitrairement petite en xô pour
10. .
un choix convenable de 6, Ôo ’ d’où le résultat.

Extensions:

- Cas (Ei) d’un ouvert (2 de iT (espace Rn compactifié Par le point

d’Alexandroff) en supposant seulement C Q non localement polaire. On raisonne

de même en utilisant les notions classiques étendues au voisinage du point à

l’infini.

- (E?) de l’ axiomatique (a) (Axiomes 1 , 2, 3, potentie l &#x3E; 0 ) en prenant
-

pour (2 un ouvert relativement compact de 1’espace fondamental. Mêmes énoncé

et démonstration (5), mais il faut prendre 60 assez petit en même temps que

Ó , pour obtenir (e~03B403BB)03B40 arbitrairement petit en x0 . Cela dérivera de la

propriété que (Re~03B41) (xd) tend vers 0 selon l’ordonné filtrant des voisina-

ge s ouverts 6 ( 6) .
On désignera par Ej le cas de E2 restreint par l’adjonction de l’axiome D

et d’une base dénombrable et E2 le cas E2 encore restreint

par l’hypothèse de 1 ’ axiome ( 3 ’ ) au lieu de (3) .

4. Applications.
, " ,

1 3. - Soit dans les cas El ou E2 une fonction F donnée et bornée

i supé3rieurement dans (2 (prolongée arbitrairement) et un ordonné filtrant crois-
1 

sant d’ouverts (2. harmonique me nt intérieur de réunion (2...Alors

j 1

(5) Il semble y avoir là (et de même dans le théorème 4) extension aux axioma-

tiques plus larges du type de Bauer mentionnées plus haut.

(6) On se ramène au cas des constantes harmoniques. Il existe alors au voisi-
nage de x~ une fonction surharmonioue u &#x3E; 0 telle que

lim inf v - &#x3E; 2 ,

(pour tout effilé en donc v - + e e st &#x3E; 0 dans un voisinage

assez petit, de x~ et &#x3E; 1 sur e dans un autre voisinage, d’où le résultat.
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00. (p vaut la lim sup fine 1 ’) de F dans 0 au point x de la frontière

fine. Résultat analogue dans E;2 pour une suite croissante {On} .
Q, 0

En effet lim sup est hypoharmonique (et dans E2’ lim sup H? est

majorée par sa régularisée supérieure qui est hypoharmonique, et admet même

lim sup fine à la frontière) et de lim sup fine à la frontière 03C6 . D’où

la majoration par Cela vient de l’identité des enveloppes relatives aux

limites ordinaires ou fines, dérivant d’un principe de minimum pour limites fi-

nes (voir mon exposé n° L dans ce volume).

COROLLAIRE 1. - Si F est bornée et admet dans Q une limite fine 03C6 en

tout point de la frontière fine y p. p. sauf sur un ensemble négli-

geable pour 0 ) (), alors (ou resp. dans conver-

gent vers H9 (qui existe).

Extension. - Supposons F mesurable pour toute mesure harmonique. On peut alors

dans les énoncés précédents (théorème 3 et corollaire) remplacer la condition

que F soit bornée supérieurement (resp. bornée) par celle que F (resp. F )
satisfasse à l’intégrabilité uniforme relative aux mesures (pour tout

Yo

YO dans le cas (E¿, On) ou seulement pour un seul si Q est connexe dans les

cas E~ ~E").
C’est là une remarque de DOOB dans des cas analogues. On décompose 1~ intégrale

ou

(~)La fonction des lim sup fines à la frontière fine de Q (qui est un G Ô )
y est finement s. c. s. Elle est mesurable pour toute mesure ne chargeant pas les
ensembles polaires (en particulier pour la mesure harmonique en tout point, parce
que dans Rn ou E’2 un ouvert fin e est ensemble polaire près, le
Hou E des points ou Ce est effile et un tel E est défini par une inégalité
entre deux fonctions surharmoniques.

(~) De sorte qu’elle est mesurable pour la mesure harmonique.
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pour A &#x3E; A~ convenable , indépendamment de i et

d’où

Quant au corollaire, on se ramené au cas de F ~0 . D’abord

Comme le .premier membre est borné ( A et 1 variables) , le second rembre est

borné ( A variable) donc est fini, et la première égalité montre

aisément que

COROLLAIRE 2. - Si dans El ou E2’ F est dans l’espace ou dans a , quasi-

continue ctest-à-dire quasi-partout finement continue (9) de plus bornée dans 0

ou y satisfaisant aux conditions d’intégrabilité uniforme précédentes, le rein-

placement dans Q de F par Hp (qui existe) donne une fonction quasi-continue.

Cela généralise le cas particulier connu~ dans un espace de Green, d’une

fonction (BLD) que le remplacement par Hrp dans Q laisse de type (BLD) .

Remarque. - Dans les cas E2, l’intégrabilité uniforme de u harmonique dan:

Q connexe relativement à une famille d 03A9iy0 pour un point y0 et une famille

ordonnée filtrante croissante de Q. c c Q entratnent la môme propriété pour
tout point Yi e Q et la même famille (sans qu’il soit donc nécessaire
de supposer (3’))*

~i
Car u. = inf(u y A) est surharmonique et, pour A fixé, décroît.

- .r...

Comme

( ) Donc mesurable pour toute mesure harmonique.
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H a une limite finie ; H 0, 20142014~v. ~ plus grande minorante harmonique de~A A i

u et -7 U (A-~+00) . De

résulte que le premier membre tend vers 0 pour A -~+00 (indépendamment de i ).

propriété pour - u . Il en résulte (1°) l’intégrabilité uniforme relative

au point y 1 .

COROLLAIRE 3. - Soit, dans les cas ~ ~2 ? ~ harmonique dans le domaine

o , satisfaisant à la condition d’intégrabilité uniforme pour (un point
et une famille de Q~ c c Q ) et admettant une limite fine p. p. à la

frontière. C’est une solution de problème de Dirichlet (celle de la fonction des

limites fines).

Nous retrouvons un théorème démontré autrement (voir mon exposé n° 1 de ce vo-

lume) . ..

5. Cela nous ramène à étudier directement à la frontière en topologie fine

les solutions de problème de Dirichlet et les fonctions surharmoniques, ce par

quoi nous aurions aussi bien commencer :

THEOREME 4. - Soient, dans les cas E1 ou E2 ’ une fonction cp bornée supé-

rieurement dans Q et e négligeable ( ) de Alors pour le point-frontiè-
re Xc régulier (où Q est non effilé)

(10) Noter que l’intégrabilité uniforme relative à ( X, f. (fonc-
tion réelle), p, mesure  0 ) et définie (souvent pouf. bornée) par la
condition

équivaut à

même condition pour - f.. Cola résulte do

(11) On a une extension à e "faiblement négligeable" en remplaçant H par-
H et supposant par exemple l’espace à base dénombrable.
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(3) lim sup fine H lim sup fine ç (y) .tp

Démonstration analogue à celle du théorème 2, mais plus simple.

COROLLAIRE. - Si p est bornée, H03C6 , H03C6 admettent la lim.ite fine en

tout Xc régulier (de la frontière fine) où 03C6 est finement continue (continui-
té de cp prise hors d’un ensemble négligeable).

5 (déjà connu dans El [2J et valable aussi dans E’2). - Soit, dans
ces cas, u hyperharmonique bornée inférieurement dans 03A9 . Au point-frontière

régulier Xc:

(4) lim inf u = lim inf [lim inf fine u(z) ] = lim inf [lim inf 
-- __ n _ -- __ __ ~,_n ..._.

(5) lim inf fine u = lim inf fine [lim inf fine u(z)]

où e est négligeable ( 12 ) sur d2 et la frontière fine de Q.

Le s inégalités ~ sont seule s difficiles.

On sait que u majore H et même ~~ , est la liminf fine de u

à la frontière et on applique le résultat banal que

ou la maj oration (3) , à H ou H ~ On peut procéder directement pour (4)
par une étude locale et le principe du minimum pour limites fines, et passer à

(5) comme dans le cas connu de El.

( ) Ou même faiblement négligeable.
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III

6. - Passons à des questions analogues pour l’espace de Green, la frontière
de Martin et les limites fines à cette frontière. Nous partirons d’un lemme

de Doob qui a suggéré les recherches de ces sections II et III.

DOOB considère une fonction bornée F dans l’espace de Martin 0 (espace de
Green Q compactifié par sa frontière de Martin 0394 ) ; il suppose qu’elle est
borélienne dans 0, mesurable sur A (pour la mesure de Martin associée

à 1 ) et admet la limite fine F (au sens de NAÏM) à la frontière, p. 

Soit On une suite d’ouverts emboités, de réunion 03A9 , enfin relativement

compacts dans Q ou seulement "harmonique ment intérieurs". Alors

étant la mesure harmonique (classique) pour 0 au point y et la

mesure harmonique du problème de Dirichlet-Martin (qui, pour vaut 

La démonstration originale de DOOB [6] est probabiliste ; aussi en ai-je donné
une autre en théorie pure du potentiel, débarrassée de restrictions du type
"mesurabilité". Généralisons un peu en harmonisant le langage selon une sugges-
tion de Doob avec celui des axiomatiques générales :

h étant une fonction harmonique &#x3E; 0 fixée dans 03A9 , appelons f onction h-

harmonique , hyperharmonique le quotient par h d’une fonction h armonique ~

hyperharmonique. On peut traiter un problème de Dirichlet dans un ouvert partiel
w avec la frontière prise dans l’espace Q compactifié d’Alexandroff, ou bien

pour Q avec la frontière de Martin et dans les deux cas en utilisant les fonc-

tions h-harmoniques, h-hyperharmoniques.

On notera dans le premier cas, l’enveloppe inférieure des fonctions

h-hyperharmoniques satisfaisant dans w à lim inf v ~ f à la frontière ; on

posera d’ ailleurs H03C9f. En cas d’ égaiité avec une fonction finie
(alors h-harmonique) notée H~ (ce oui a lieu en particulier si f est finie

continue) , on a

(cas dit de résolutivité ; mesure harmonique correspondante 
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De dans le second cas ; notations 03A9f , 03A9f ,

On sait que si d h est la mesure canonique de Martin associée à h

où K(x , y) est la fonction de Green normalisée en un point de sorte que

LEMME 1. - Soit F réelle quelconque dans l’espace de Green 0 ~ mais bornée

supérieurement et admettant à la frontière de Martin une lim sup fine ~ 0

sauf aux points d’un ensemble faiblement négligeable c’est-à-dire de mesure in-
térieure - dJ.A,° (ou d h nulle.
Alors si {0. } est un ordonné filtrant croissant d’ouverts harmoniquement in-

de réunion 03A9 ,

Soit E l’ensemble de Q où F  ~ &#x3E; 0 . Les points d’effilement sur A

de tout ensemble forment un K ([8]. n° 14)* De sorte que E est effilé à la
frontière p. p.-d)-i . Par suite ([8], théorème 20, corollaire), IL (ordinaire
ou relative anx fonctions h-hyperharmoniques) est un potentiel (resp. h-

potentiel) et 0 (car le premier membre converge vers une fonction h-harmonique).

Or

avec

le résultat.
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THÉORIE 6. - Soient F bornée supérieurement~ ~p la fonction des lim sup

fines aux points de A  , et la famille ~5~. ~ ; alors

En remarquant que

on se ramène au cas de F borné. Il existe alors 03C6’  03C6 , sommable - d h telle

que

et ne diff érant de 03C6 que sur un ensemble faiblement négligeable. La fonction

h-harmonique bornée u(y) = /(p~ adnat à la frontière la limite fine p ’ ,
p. p.-d  , et vaut dans Donc F - u admet une lim sup

fine  0 sauf aux points d’un ensemble faiblement négligeable. Donc

COROLLAIRE. - Si F est bornée et admet à la frontière une limite fine p. p.-d ~
cette fonction limite (p est sommable-d h et

Extension. - Si F est mesurable pour les mesures harmoniques, on peut dans ce

théorème et son corollaire remplacer la condition de F bornée supérieurement

(resp. bornée) par celle que F+ (resp. F ) satisfait à la condition d’inté-

grabili té uniforme pour les (un seul point YO)’Yo
Même démonstration que pour le théorème 3 et corollaire.
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Remarques.

1. Il n’y a pas d analogue du théorème 2 pour les limites fines à la frontière de
Martin. On le voit en prenant pour 0 un disque, pour F la f onction caractéris-

tique du complémentaire d’un disque intérieur tangent en un point x0 , pour Q.
le s disque s concentriques à 03A9 . Au point identifiable à un point de la
frontière de Martin, F a la limite fine 0 et cependant H03A9Fi tend évidemment

vers 1 dans Q .

2. Par c ontre certaine s partie s de III s’adaptent à l’étude II. D’abord le 
me 1 s’adapte selon le

1’. - Dans les cas si F dans Q admet à la frontière une

lim sup fine 0 sauf aux points d’un ensemble f aiblement négligeable, et si

fQj) est un ordonné f iltrant croissant d’ ouverts harmoniquement intérieurs à Q ,
de réunion Q

Cet énoncé (contenu dans le théorème 3, mais avec une amélioration d’hypothèses)
résulte de ce que si E est dans Q un ensemble effilé en tout point de dO

sauf sur un ensemble négligeable , REBK1 ~ 0 en tout point selon 1ordonné fil-
trant des compacts K c 0 .

La démonstration se fait à l’aide de deux ouverts contenant l’ensemble négli-
geable de l’énoncé et l’ensemble des points de ÔQ où E est effilé, en utili-
sant la proposition établie dans la note de bas de page ( ) de mon exposé n° 1

de ce volume.

De ce lemme (l’) résulte grâce au théorème 4, le corollaire du théorème 3 (donc
sans utiliser l’axiome 3’ dans le cas d’une famille générale {Q.} y avantage
qui se conserve dans l’extension de l’intégrabilité uniforme.
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