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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 1-01

(Théorie du Potentiel)

6e année, 1962, n° la 8 février 1962

INTEGRABILITE UNIFORME
N ’ 1
QUELQUES APPLICATIONS A LA THEORIE DU POTENTIEL (')

par Marcel BRELOT

1. - Cette notion bien connue des probabilistes a été depuis quelques années
utilisée par J. L. DOOB ([6] & [9])de fagon trés heureuse en théorie du poten-
tiel. Je vais en rappeler des propriétés essentielles, puls j'en donnerai des
applications sous des formes voisines de celles de DOOB ; c'est particuliérement
intéressant pour les espaces de CGreen et la frontiére de Martin, et cela me con-

duire & traiter une question analogue avec d'autres frontiéres.

2. - Considérons une famille de mesures abstraites (de Daniell) pia 0 deans
des espaces abstraits respectifs Xi . Supposons les constantes mesurables—, ,
et {p(Xi)} borné. La famille de fonctions réelles fi intégra)bles-}-ti dans

Xi est dite uniformément intégrable si, en posant

Aa,i ={xeXx,, Ifi\ >a}l R

/A . |fi| dp; » O uniformément en i (a » + ) .
8,1
o On démontre facilement que cette propriété équivaut aux conditions simulta-
nées

sup /X |fi| dpy <
i i

(@)
L 1£5] ap; est arbitrairement petit avec ()

(e mesurable-p, )

clest-a-dire est < e donné dés que pi(e) <n convenable.

Cele résulte aussitdt des inégalités immédiates :

(CLURVARE N I THRS /enAel .

s lfil dl—li + 8 /CAine dpi en particuller pour e = Xi .
’

(") Cet exposé, dont on abrdge ici 1'introduction sur 1'intégrabilité uniforme
(car son étude a été par la suite trds développée par COURREGE dans le "Séminaire
d'initiation & 1'Analyse" de CHOQUET, L962), a été repris dans d'autres conférences,
et est complété dans cette rédaction par des extensions mentionnées dans le texte.
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On en déduit les conditions (@) lorsque {fi} est uniformément intégrable

(o) /Aa’i €] ang Zam@, ) -

La premiére condition (o) entrafne que pi(Aa i) +0 avec l/a et la seconde
’

fournit 1'intégrabilité uniforme.

e La définition équivaut aussia 1'existence dtune fonction borélienne réelle ¢ (x) > O
infinie pour x = +w telle que

-‘P—gi)--++°° x finl -+ «

sup / ‘P(‘fi‘) dHi < .
\

On peut mfme alors trouver une ¢ croissante et convexe.

Nous aurons surtout besoin de la suffisance pour ¢ = x2 s ce qui est immédiat.
Car si /f‘idpisK y On 2

: 2 2
(Jo 125] an)™ S/, £5 Ay o 1 (0) € K B, (e)
d'ot les conditions (a).

Remarque. - Sans avoir besoin d'approfondir ici la question, signalons encore
pour la situer que si By » Xi sont fixes et {fi} une suite fn y la Ll"

convergence de fn pour la mesure considérée équivaut & la conjonction de la

convergence en mesure et de 1l'intégrabilité uniforme.

3. Rappel d'axiomatiques. — Prenons d'abord 1l'axiomatique inspirée par

DOOB [6] des fonctions harmoniques et surharmoniques, sous la forme développée
dans [3].

Nous considérons un espace fondamental ( , convexe, non compact, mais locale-
ment compact, et dans chague ouvert w un espace vectoriel de fonctions réelles
finies continues, dites harmoniques, satisfaisant aux trois axiomes suivants
(de caractére local) :

Axiome l. - Toute fonction harmonique dans W est harmonique dans wWw! ouvert

Cw ,'et toute fonction localement harmorique dans W est harmonique dans w .
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Axieme 2. - I1 existe une base d'ouverts connexes ré&giers.

On dit que w est régulier, si @ est compact, et si toute fonction finie,
continue sur Ow , se prolonge continfiment dans ® selon une fonction hermonique
dans W , de facon unique, et si ce prolongement est en chaque point x crois-
sant avec f . On le note Hp(x) , et il est de la forme /£ dp, , dp, &tant

une mesure >0 sur Ow dite mesure harmonique.

Axiome 3. = Un ordonné filtrant croissant de fonctions harmoniques dans un
domaine w a une limite harmonique ou partout + « dans w .

On appelle hyperharmonique dans ®w toute fonction réelle u 8s co i¢ > ~o
dans W satisfaisant a

u(y) > 7w &) @

pour tout ouvert régulier W' ¢ W c W ( -u est dte hypoharmonique). Dans chaque
domaine composant, une telle fonction vaut + « ou bien est finie sur un en~
semble partout dense et alors est dite surharmonique dans w .

Toute fonction v surharmonique >0 dans W admet une plus grande mino-
rente harmonique ; si elle est nulle, v est dite un potentiel.

Dans tout ouvert w ol existe une fonction harmonique > €& >0 , si une fonc-
tion hyperharmonique admet en tout point-frontidre dans  (obtenu par adjonc-
tion du point d'Alexandroff) une 1lim inf >0 , elle est >0 (principe de
minilm:m).

C'est vrai de tout ouvert relativement compact s'il existe dans Q un poten-
tiel >0 .

Un probléme général de Dirichlet. - Soit dans Q un ensemble ¢ de filtres

$ sans point adhérent dans Q tels que, pour toute fonction hyperharmonique v ,

Un inf v >0 quel que soit & € & implique v 20 .
S

Soit une fonction réelle f(%) sur & . On considére les fonctions hyperhar-
moniques v satisfaisant aux conditions suivantes @

v est bornée inférieurement

Um inf v > £(8) quel que soit & e & .
S



Alors 1'enveloppe inférieure J'Ef des v est +o , - » ou harmonique.

On introduit aussi

ks
b,

on a

Lorsqu'il y a égalité avec une fonction finie, donc harmonique, notée # g o OB

dit que f est résolutive, et %e est appelde solution.

Cas particulier. — Supposons 1l'existence d'un potentiel >0 dans Q. Consi-

dérons comme espace fondamental un domaine quelconque € relativement compact,
et comme filtres &  coux des traces desvoialnages des points-frontiére x de Q' .
Ils satisfont & la condition précédente, et toute fonction f de &, continue
de x sur O , est résolutive. La solution Hf(y) peut alors a'éerire

J £(x) au y(x) ol dpy est une mesure de Radon >0 sur JQ' .

On peut plus généralement considérer un ouvert Q" relativement compact, une
fonction f finie continue sur oQ" et la solution dans chaque composante con-
nexe au sens précédent. Elle peut &tre définie directement dans Q" au moyen
de fonctions hyperharmoniques dans M , de lim inf > f & la frontiére. L'en-
veloppe inférieure est la solution H{f)“ précédente qui s'éerit
[ £(® dpy(x) : dpy est dite mesure harmonique relative au point y .

Lorsque les constantes sont harmoniques, cette mesure a une norme / d}iy =1,
Nous appellerons (A) 1taxiomatique précédente, y compris 1'hypothése du po-

tentiel >0 et des constantes harmoniques.

4. Extension (E) (2) . — Nous allons méme considérer des hypothéses plus
générales extraites des recherches ultérieures de H. BAUER [1]. Prenons Q seu-
lement localement compact, et conservons l'axiome 1 . Appelons régulier tout
ouvert relativement compact de frontidre non vide possédant la méme propriété
que plus haute L!'axiome .2 sera affaibli en supposant qu'il existe une base
dtouverts réguliers. On peut alors introduire les fonctions hyperharmoniques
comme plus haut. Ltaxiome 3 sera affaibli en supposant que, sur un ouvert,
un ordonné filtrant croissant de ronctions harmoniques bornées supérieurement

dans leur ensemble converge vers une fonction harmonique.

( ) les conditions,plus larges, introduites dans cette rédaction, 'appllquent
alors au théoréme L que DOOB a donné dans des conditions également générales, mair
assez différentes [6c]1
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On suppose encore les constantes harmoniques et cemme hypothése non locale,
que les fonctions hyperharmoniques séparent Q (ce qui a lieu dans la théorie
A ). On peut alors introduire comme plus haut e %
harmoniques lorsque f est borné. Si Q" est un ouvert relativement compact,

s & £ qui seront dtailleurs

il a une frontiére et le principe du minimum est valable ; on peut introduire
=

1'enveloppe inférieure Hf des fonctions hyperharmoniques de

lim inf 2> £ > -~ o 3 la frontidre O0Q" . On a encore

Qu - -~
- < o
He =-HEpSHe 5

il y a égalité si f est finie continue. Cette enveloppe commune s'écrit alors

n on
80 o ) 2l
\i
v est hyperharmonique, v(y) > /v dp(; , et cette intégrale décroft quand Q"

Qn
( dp.y mesure harmonique, / dpy =1 ). On montre que si

croft (selon 1l'ordre d'inclusion).

5 Applications. - On considére dans l'espace  avec les axiomatiques (&)

ou (E) , les ouverts relativement compacts Qi > X, et la mesure harmonique

gt

relative & X fixé. On va interpréter pour u harmonique dans Q la
cor)lgition d'intégrabilité uniforme de la famille des traces de u sur 6Qi pour

les mesures dpﬁé sur aoi (ou de la seule fonction u pour les mesures dans

Q définies par la restriction d % sur ani et la restriction zéro sur le
complémentaire) . Cette condition équivaut d'ailleurs & celle relative & une
sous-famille de Qg formée d'ouverts emboités de réunion 0 (on utilise la
propriété P du 1 2 et le fait que ¢(|u|) est hypoharmonique si ¢ est con-

vexe croissante).

Remarque. - Avec 1'axiomatique (A) 1la condition d'intégrabilité uniforme en-
trafne que u est différence de deux fonctions harmoniques >0 . Il suffit de
voir que

Qs Q. Q,
i + i - i
u = [ux| 4 =/u d -/ u d °
(v) (x| Ky / by / by
Les deux derniéres intégrales sont des fonctions harmoniques croissantes selon

1'ordonné filtrant des Qi et les limites au point Xy sont finies.

THEOREME 1 (DOOB) . = La condition d'intégrabilité uniforme pour u harmonique

et les mesures dpQ}%- équivaut & 1l'existence pour tout € >0 de
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w, hyperharmonique bornée inférieurement

u; hypoharmonique bornée supérieurement

satisfaisant a

NS, by mylp<e

Supposogr)ls la condition v_ = sup{u , - a) (a >0) est hypoharmonique et
/v a dpyl , harmonique dans Qi , tend en croissant (selon 1l'ordonné filtrant

des Q5 , @ étant fixé) vers une fonction hyperharmonique V, dans Q yV2-2a

Q3 i tmad .
V,>u . Comme / v, dpxo - /udu " est arbitrairement petit pour a assez
grand indépendamment de 1 , V,(%,) est arbitrairément voisin de u(x,) pour
a convenable ( V, est d'ailleurs harmonique dans 1'axiomatique A ). On complé-

te en considérent - u .

Réciproquement partons de la propriété d'encadrement per u, , u, - Soit

K>0 majorant u, et =-u, . On a toujours |uj g uy -u +K dlob
1 Qi
/|ul>/a Iul deo < (uz - ul) (xo) + K /lulZa deO .
On en déduit d'abord que

Q.
K' = sup /[|u| aut
i %

est fini. Or

X! a/l

u|>a
dtoh
Q
/jujza 10l du Sy -u) ) + 5
On en tire 1'intégrabilité uniforme.

Remarque. - Si dens 1'axiomatique (A) , on remplace l'axiome 3 par (3') (dans
tout domaine w , toute fonction harmonique >0 est partout >0 ou partout
0, et lee fonctions >0 égales @ 1 en un point de w y sont également
continues), la condition d'intégrabilité uniforme, pour wu harmonique et les



Q
dpx; , est indépendante do %) -

Conséquence. - Dans Q , avec les axiomatiques (A) ou (E) , toute fonction

harmonique solution d'un probldme de Dirichlet de type général cons%%éré plus

haut, satisfait & la condition d'intéerabilité uniforme pour les dp x; (%
quelconque) «

6. - On est donc amené & étudier la réciproque, ctest-a-dire & chercher
sous quelles restrictions elle a lieu. Rappelons qu'un espace de Green et les

fonctions harmoniques classiques satisfont & (&) .

THEOREME 2 (DOOB) . — Dans un espace de Green £, pourvu de sa frontidre de
Martin, on considére le probléme de Dirichlet correspondent, c'est-a-dire rela-
tif aux fonctions harmoniques classiques et aux filtres § (voir n°® 3), traces
sur Q des voisinages des points-frontiére de Mertin. Alors toute fonction

harmonique satisfaisant 3 la condition d'intégrabilité uniforme pour dpié-

(mesure harmonique classique en X, bour Qi ) est solution d'un probléme de
Dirichlet précédent.

Ixtension. - Si h est harmonique >0 dans Q, les quotients par h des
fonctions harmoniques satisfont aux conditions de (&) et sont dits fonctions
h-harmoniquese. Il y correspond un probléme de Dirichlet avec les mémes filtres
$ (dit probléme de Dirichlet-Martin) et aussi dans chaque Qi un probléme de
Dirichlet, comme celui relatif & Q" (fin du n® 3). La mesure harmonique corres-
pondante d‘vo'i vaut d'ailleurs

h Qy

Alors toute fonction h-harmonique u satisfaisent & la condition d'intégra-
bilité uniforme pour vai est solution de ce probléme de Dirichlet (relatif
d h et & la frontidre de Martin).

En effet cette condition d'intégrabilité uniforme entrafne que u aoit Aiffé-
rence de deux fonctions h-harmoniques >0 ; chacune, et par suite u , ont des
limites fines (3) "finies & la frontiére A " "h-presque partout" (4). Soit f

(3) C'est-ad~dire selon le filtre des complémentaires des ensembles effilds en
un point-frontiére minimal. L'existence de ces limites fines a été établie par
DOOB [7] et [8].

(*) Clest-a~-dire sauf aux points d'un ensemble de mesure nulle par la mesure ca-
nonique de Martin associée & h (dans la représentation intégrale de h ).
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la fonction définie h-presque partout sur A de ees limites fines. On sait

(5 ) que l'enveloppe %, p des fonctions hyper-h-harmoniques brrnées inférieure~
ment et de 1im inf > f , h-p. p. & la frontiére A , est aussi l'enveloppe in-
férieure des fonctlons hyper~h-harmoniques bornées inférieurement avec 1im inf

fine majorant f , h-p. p. Résultat analogue avec ®.. Mais alors 1l'existence

e
des fonctions encadrantes du théoreme de D0OB, arbitrairenent voigines cn Xq
et majorant et minorant respectivement wf et }g'f montrent 1'égelité en X »

donec partout, de Zfﬁf ’ }_(;_f et u.

Cas particulier. - Les fonctions harmoniques dans la boule de Rn satisfaisant

& la condition dtintégrabilité uniforme pour les boules concentriques et x
au ceritre sont les intégrales de Poisson-Lebesgue.

7« Applications aux fonctions harmoniques (BID), clest-a-dire d'intégrale de
Dirichlet finie dans un espace de Green Q (DOOB [9]).

Soit u une telle fonction. DOOB remarque que Au2 =2 grad'2 u est d'intégrale
de Lebesgue finie. Donc la mesure associée a u2 sous-harmonique est de norme
(totale) finie, par suite admet un potentiel de Green (non partout infini). Ainsi
u2 admet une majorante ha.rmoniqﬁe, ce qui entratne [ u2 din borné, dtol 1l'in-
tégrabilité uniforme de u (n° 2, B). Cela prouve que u e)sf% solution d'un
probléme de Dirichlet-Martin, donc admet & la frontiére des limites fines finies
l-pe p.

Extension (6) (Mme LUMER-NATM ). - Soit u harmonique telle que wh g'ad2%

soit dtintégrale de Lebesgue finie sur Q (pour h hermonique >0 , w sur-
harmonique > O ). Un cas particulier est celui ou / b? grad2 % dx <o (u est
dite h-BID ).

2 2
Alors comme A%T = 2h grad2 % 3 on voit que la mesure de densité A uT a un po-
tentiel (non =), donc que Bﬁ- sous-harmonique a une majorante harmonique,

clest~a~dire que EZ est sous-h-harmenique et admet une majorante h-harmonique.
On achéve de manié?e analogue 3 % est solution d'un probléme de Dirichlet-Martin,
pour fonctions h-harmoniques et admet donc & la frontidre des limites fines

h—po Pe

(2) Conséquence aisée du thdorsms 23 (Thése NAIM [11]).
(°) Ajoutée dans cette rédaction d'aprés une communication de Mme LUMER-NATIM et
sa note [12].
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?
8. Etude analogue avec d'autres frontiéres. — Le succés du théoréme précé-

dent tient au fait que la fonction harmonique admet des limites finies a la
frontidre de Martin. Aussi songerons-nous & adjoindre une hypothese analogue &
cette propriété pour examiner le cas d'autres frontiéres et d'abord celui de la

frontiére euclidienne.

THEOREME 3. - Considérons dans un espace de Green ) un domeine w relative-
ment compact. Soit dans ® une fonction harmonique wu satisfaisant & la condi-
tion d'intégrabilité uniforme pour din (aic W3 X € W, UQi = w) et admet-
tant une limite fine (c'est-a-dire dans la topologie fine classique de 0 ) £,
en tout point-frontisre, sauf sur un ensemble de mesure harmonique - dpw

%0

nulle. Alors H;.o existe et vaut u .

Introduisons les fonctions encadrantes wu; , u, de u selon le théoréme 1l ;
u, admet & la frontiére une I1im inf fine >f p. p. (en mesure harmonique),

donc majore H'f gréce au théoréme suivant

(T) : les fonctions hyperharmoniques bornées inférieurement de 1lim inf>¢ p.
pe & la frontidre, et celles de 1lim inf fine >¢ p. p. ont méme enveloppe infé-
rieure (7) .

En considérant aussi o et le fait que u; , u, sont arbitrairement voisins
en Xy , on conclut §g='ﬁ¥.’=u .

Extension (8). - Considérons les hypothdses de 1'axiomatique (A) augmentées
d'une base dénombrable d'ouverts et de l'axiome (D) de dominaf,ion(g) +Soient W un
domaine relativement compact, u une fonction harmonique dans W satisfaisant a
la condition d'intégrabilité uniforme pour les mesures harmonigues dﬁai ( x5
fixé dans w , 51 cws UQ = w) et admettant une limite fine (dansxg.a topo-

logie fine de Q) f en tout point-frontidre sauf sur un ensemble de mesure
harmonique - d“::O nulle. Alors Hg existe et vaut u .

La démonstration est la méme & condition d'étendre le théoreme (T) (9) s i1
dérive comme dans le cas particulier antérieur du principe de minimum suivaant
dans les mémes hypothéses :

si u est hyperharmonique dars w, borné inférieurement, de 1im inf fine >0

en tout point-frontidre, du moins p. p. (au sens de dp:O ) alors u>0.

(7) Dtaprés les résultats de [2] donnés dans R® pourvus d'un point & 1'infini,
maig valables dans un ouvert relativement compact d'un espace de CGreen.

(g) Introduite dans cette rédaction.

() )Sans supposer nécessairement les constantes hermoniques (car on se reméne a
ce cas) .
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Pour u surharmonique finie coantinue, la démonstration est aisée en considérant
ltouvert o ou u <C et les points-frontiecre situés sur Ow (soit points
dteffilement pour o , soit sur un ensemble de mesure harmonique nulle pour W
et formant par conséquent un ensemble sur Oa de mesure harmonique nulle pour
chacun des composants de o ). On conclurait u =0 dans o supposé non vide.
Ce résultat nous suffirait pour le théoréme T étendu si 1'on savait établir que
toute enveloppe finie -ﬁ;.o est aussi 1l'enveloppe de la sous-famille des fonctions

surharmoniques finies continues.

On peut d'antre part démontrer dans le cas général notre principe de minimum.
On se raméne au cas des constantes harmoniques (dans un espace Q' > w ). On in-
troduit, s!'il n'est pas vide, l'ensemble fermé E (dans w) od u<a<0, et
le compact croissant Kn (Kn cw, UKn =w) . Si )\.n est la "mesure balayée"
(10) de e (masse L en x€ E ) relative & e, = CE n Kn) dans 1l'espace w
selon la définition de Mme HERVE ([10], n® 20 et 28) et d'ailleurs portée par
ben s On va voir que ?\n(ben n bKn) -0, d'ol u=a dans E , et par suite

dans ®w . On va alors considérer

l. la partie e! de aen n aKn située dans un voisinage ¥ de 1l'ensemble de
Ow , ensemble exceptionnel (de mesure harmonique nulle) de 1'énoncé. Alors
)\n(elzx) < in’ (xo) arbitrairement petite pour ¥ convenable.

2. la partie ef de 6en n éKn située dans un voisinage ® de 1l'ensemble
des points de ow ou E est effilé. Alors

ALen € @)y, < [T, ()

(1'0) Rappelons que pour v surharmonique bornée inférieurement dans w ,
v(x) > /v dA, et que ?\n ne charge pas les ensembles polaires hors {x} «
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1
arbitrairement petite pour ® convenable (1 ).

On conclut en remarquant que, pour ¥ et ® fixés,
—_ t "
ben n aKn = el uey pour n assez grand .

Dans un autre exposé nous reviendrons sur l'effilement avec d'autres applications

de 1'intégrabilité uniforme.

(11) Cela résulte de la proposition suivante analogue & un théoréme de Choquet

[5] qui inspire aussi la démonstration que nous allons dommer :

Sous les hypothdses de (4) (mais d'ailleurs sans supposer les constantes har-
moniques) soit X c Q et X £ X . Introduisons V 9 surharmonique finie conti-

nie >0 dans w . Alors ltensemble des points d'effilement de X peut étre
wANX

inclus dans un ouvert w, tel que Ry (xo) soit arbitrairement petit.
0

On introduira V; surharmonique finie continue >0 dans w telle que, pour
tout ensemble e s les points de w , o ey est effilé, sont les points ol

P~/ ,
RVO <V, (existence de V, d'aprés Mue HERVE [10], conséquence de son théordme
9el). o
Comme e n X est polaire, il existe w; ouvert >e nX tel que RV (XO) <e 3
0

W ~
il existe aussi W, ouvert tel que RV2 (xo) <& et que la restriction de R‘% a
0 1

sz soit continue. Or dens X; = X\(w]L U “’2) et par suite dans a= 5(-1 N wy

N
Rz; vaut V; . Done Cwa:)e 5 comme CwanX est contenu dans w U W, , cet

1
owvert C o est wj cherché.
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