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REPRéSENTLTION INTEGRAIE DES FONCTIONS SURHARMONIQUES 3 O
DANS L& THEORIE AXIOYATIQUE DE M. BRELOT

par 1o Rose=Maric HERVE

Je voudreis indiquer briévement comment les théorémes de Ge CHOQUET, sur 1'cxise-
tence ot l'unicité des représentations intégrales cu moyen des éléments extrémaux
dans los cBnes convexes [3] et [4], permettent dtoffectucr la roprdscntotion inté-
grelc des fonctions appartenant & s* duns 1= théoric axiomotique de Iis BRELOT

sous 1l'axiome supplémentaire introduit & cet effet ([1] et [R]).

Onsait que le théoréme d'unicité s'applique, car lo cbne S* est riticuld pour 1'ordre
qu'il définit dens ltespace S des classes de différences de deux fonctions apper=—
tenent & S8° . Afin do réaliscr les conditions du théoréme d'existence, on va dé-
finir, sur S , unc topologic sépardée d'espace localement convexc, pour lequcllc
s* posséde une base métriscblc et compactce
ls Hypoth&scse

~ Les fonetions harmoniqucs satisfont seulement aux axjomes 1 , 2 , 3' .

- L'cspace Q admet une bose dénombrable.

-~ I1 existe un potentiel >0 dans Q.

2e Définition dtunc famille de formes lindoires sur S .

Soit Ve 8¥ sy dont la représentation intégralc, & 1l'cide d'unc mosurc H sur
Q0 et d'un noyeu G dépendont de V s CSt 2

V() =/G(x, ¥ dp(¥) ([6], théorsmcs 17.1 et 17.2) .

On sppelle "fonetions cssocides & V " lcs fonctions Vf définics comme suit
pour chaque f e C' () ,

Ve =/ 6x, V) £ ap®) .

Vf € S+4; Vf est harmoniquec dans Q n CSf ( Sf support de f ).
Alors, pour chaque couple (£ , %) , x€Q , fe ¥ (0~ {x}) :

(VT — 7, V0,6 = V@) - T3
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cst une forme lindaire sur S .« Cette famille de formes lindeires sépare los &1lé-
ments de S .

3. Définition de la topologic T sur S ().

Ctest la topologic définie sur S par 1o famille des scmi-normes

(V,V’)--;I(V,V’)f(x)l, xeQ, fe X~ {x) .

4. Remarque.

Pour chaque xe Q, llapplication f - (V , VV) f(x) , restreinte &
X (G- {x) , définit une mesurc de Radon, de sigae cuelconque, sur & - {x},

, X
notéc HQ(V v 1) °

5¢ Propriétés de la topologic T sur l'espace st .

1° La topologic T est métrisable sur s* + = On montre qu'clle peut &tre dé-

finie, sur s* , par une fomille dénombrable de semi-normes ([6], lemme 21l et
théoréme 21l.1). L'axiome 3! est utilisé ici de fagon essenticlle, ct c'est pour-

3 , . . ° Vd +
quoi la métrisabilité vaut seulement sur S

2°Te ofne S* , muni de le topologie T , est localement compect ; ou,ce qui est

e ———————

équivalent, S* posséde une base compacte pour la topologic T &

Etant donad un ouvert wy € GO cQ, x€uw, et a>0, soit
+ + wO
Saz{VES l/VdeOSOL} .

. + - . +
Pour démontrer la compacité de S |, on se donne une suite Vne Sa y ¢t les

étapes de la démonstretion sont locs suiventes 3

oe Détermination d'une suite pertielle =n' , tclle que, pour chaguc couple
t,x , xeQ, fe @ - {x}) , li'm (Vn,)f(x) cxiste 3 ou ce qui cst
n

. x —
équivalont, pour cheque x € Q, les mesures M sur Q - {x} convergent
n?

vaguement vers unc mesurc sur {0 - {x} : c'est l'objet du lemme 2142

be Détcrmination d'unc fonction Ve S; , telle que, pour choque couple
t,x, xeQ, fek @ {x] : Vf(x) = liin (Vn‘)f(x) .
n

1
(") on trouvera ume sutre introductien, plus intuitive, de cethe topologie dans
lo thése A paraftre [5], chapitre IV.
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On considire 1l'application f - Ug :m de ¢*@) dens ST ; pour
4
qu'il existe une fonction V € s* dont 1ef fonctions associécs soient les Uf ’

il suffit (théordme 19.2) quc les conditions suivontes soiont remplics :
+ . .
- IT:OUI‘ e et >0, f et geC Q : Ua_f+bg = an + bUg 5 cctte condition
cst établic par la proposition 21,1

- Uf est hermonique dons QN CSf , ¢t Sfc Q cntrafne UfG p* 3 cctte

condition résultc de lo démonstration de la proposition 21.2.

Alors V =1, =m‘ répond & la question (théoréme 21.2).
ns

6« Théoréme de représentetion intégralc.

Etant donnde unc bese compactc A du cbne s , toute fonction V € st admet

unc représcntation intégrale unique s

V(x) =/p(® av(p) ’

3 1'aide d'une mesurc de Radon v >0 , définic sur A , et portée par l'enscmble

des éléments cxtrémoux de 4L o

La démonstration cst donnde dans [6], théoréme 22.1.
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