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LES NOYAUX ÉLÉMENTAIRES (1)
Jacques DENY

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
4e année, 1959/60 y n° 4. 22 février 1960

Io Noyaux-diffusions ; potentiels de mesures.

On se donne une fois pour toutes un espace localement compact E. On note M

l’ ensemble des mesures de Radon sur D ensemble des mesures de Radon à

support compact, M et M-. les sous-ensembles de M et fi constitués par

des mesures &#x3E; 0 "

DÉFINITION 1. - Un noyau-diffusion sur E ( ) est une application T de ~_
dans M~ satisfaisant aux axiomes suivants t

Le domaine d’un tel opérateur T peut être étendu à certaines mesures E M

à support non compact s si K désigne la restriction de  au compact K ; et

si les mesures T}lK sont uniformément majorées sur tout compact, on notera T~

l’enveloppe supérieure des mesures T~ K 9 les axiomes (n) et (j3) Si étendent à l’en-

semble de ces mesures, ensemble quon appellera domaine de T.

On définit d’une manière évidente la somme d’un nombre fini de diffusions; la

notion de série convergente de diffusions, et celle du produit de diffusions ; à

noter que le produit TT7 $ par exemple, n’est défini que si T t est contenu

dans le domaine de T ~

EXEMPLES.

1° Appelons B l’ensemble des fonctions numériques sur E qui sont intégrables
par rapport à toute mesure de Mr7- ~ appelons B~ l’ensemble des fonctions de B

qui sont nulles hors d’un compact ; mettons en dualité les espaces vectoriels M
. 

( ) Les résultats de cet exposé ont été en grande partie obtenus en collaboration
avec Go CHOQUET (Institute for Advanced Study, Novembre 1955). Ils constituent une

adaptation au cas de la "composition de Volterra" des propriétés des noyaux élémen-
taires de convolution (voir [2]) ; une étude analogue a été faite récemment par
J. Le DOOB d’un point de vue probabiliste (voir la remarque finale).

e) Il s’agit de la première définition donnée par G. CHOQUET [1 J, très générale
(et m~me le plus souvent trop générale) , mais bien adaptée au cadre de cet exposée
les propriétés topologiques de l’espace E n’intervenant à peu près pas.
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et BK d’une part, 11 et B d’autre parts par les formes bilinéaires

(~ ~ soit T une application linéaire positive de ~- dans 

continue pour les topologies 03C3(MK, B) et a(M, Bj ; l’application T (ou
plutôt sa restriction à rJ L~-’ ~ est une diffusion, dite universellement mesurable.
Si on remplace B par l’ensemble des fonctions continues et B K par l’ensemble

des fonctions continues à support commet, on obtient les diffusions dites conti-
nue s.

2° Si f est une fonction 0 de B , l’ application p 1 est une 

fusion mesurable dont le domaine est M tout entier (cette diffusion est aonti-
nue si f est continue) n

Cas particulier : si f est la fonction caractéristique d’un ensemble univer-
sellement mesurable e ~ la diffusion associée n’est autre que l’opérateur de
restriction à e ; si e = E , il s’agit de l’opérateur identique y noté I.

3° Si E est un groupe abélien localement compacta et si N est une mesure

0 sur E , l’opérateur de convolution par N, J.1 -+ N * . est une diffu-
sion dont le domaine est l’ensemble des mesures  0 telles que N *}l ait

un sens ; cette diffusion est continue.

DEFINITION 2. - Si T est une diffusion, toute mesure u apparatenant au do-
maine de T et telle que Tu ~ u (re spo Tu = u) est dite T-surharmonique

(resp. harmonique).

La mesure positive }l = u - Tu est appelée mesure associée à la mesure surhar-

monique u ; on l’ écrira  = (I - T) U 0

Si u est surharmonique, Tu appartient au domaine de T ; la suite de mesu-
res surharmoniques un définie par ~0 = u ’ u n+ 1 = Tu n (n ~ 0) est décrois-

sante, donc elle converge ( ) vers une mesure h satisfaisant à h = Th ; cette
mesure est appelée partie harmonique de u .

Une mesure T-surharmonique u dont la partie harmonique est nulle sera dite

sur harmonique pure. Toute mesure T-surharmonique est évidemment la somme d’une
mesure surharmonique pure et d~une mesure harmonique , et cette décomposition est
unique.

( ) La seule notion de convergence de mesures utilisée dans cet exposé est la
suivante : la suite de me sure s ~ ~ 0 converge vers ~ si. pour tout ensemble
universellement mesurable e 9 Jl (e) tend vers c’est beaucoup plus fort
que la convergence vague. o 

~ 
.
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Toute mesure sur harmonique majorée par une mesure surharmonique pure est évidem-

ment surharmonique pure ; l’enveloppe inférieure d’une famille quelconque de me-

sures surharmoniques est évidemment surharmonique.

DEFINITION 3. - Un noyau-diffusion est dit élémentaire s’il est de la forme

où T e st une dif f usion telle que Tn ait un sens pour tout n &#x3E; 0 et que la

série converge. 
~

Tn représente évidemment le produit de n diffusions identiques à T , et TG
la diffusion identique I.

Si la mesure   0 appartient au domaine de G , sa transformée sera ap-

pelée le G-potentiel engendré par J.1.

Les 5 théorèmes suivants peuvent ~tre considérés comme les résultats fondamen-

taux de la théorie du potentiel par rapport à un noyau élémentaire G = 2 Tn don-

né une fois pour toutes. Leurs démonstrations sont remarquablement simples ; elles

reposent sur la formule immédiate :

.

Il est bien entendu qu’on ne considère que des mesures surharmoniques ~-0 et

des potentiels de mesures ~ 0 .

THEOREME 1 (Principe d’unicité des masses). - La relation Gv ehtraîne

~ .

C’est évidente car si ~ appartient du domaine de G ~ on a~ diaprés (1),
~, = (I - T) 

THEOREME 2 (Décomposition de Riesz). - Toute mesure T-surharmonique admet une

décomposition unique u = G~ + h , M et h est harmonique ;
= (I - T) u est la mesure associée à u , et h == lim T~ u est la partie

harmonique de u . 
n... 00

Posons en effet ~ = (I - T) u ~ 0 ; on a évidemment
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la suite Tn u est décroissante, donc converge (cf. note ( )) vers une mesure h

qui n’est autre que la partie harmonique de u , d’où la décomposition annoncée ;
l’unicité de cette décomposition se vérifie immédiatement en appliquant l’opéra-
teur Tn aux deux membres , et en observant que, si  appartient au domaine de

G , on a lim Tn Gp = 0 e

COROLLAIRES 0

10 Les G-potentiels sont les mesures T-surharmoniques pures , et est-à-dire les

mesures T-surharmoniques satisfaisant à lim T~ u = 0 .
~ 

2° Toute mesure T-surharmonique majorée par un G-potentiel est un G-potentiel.

30 La limite d’une suite monotone de potentiels Gu majorés par un potentiel
fixe est un potentiel et p converge (cf. note (3) vers ]j. 

Seul le corollaire 3 mérite une brève démonstration ; la limite d’une suite mo-

notone de mesures T-surharmoniques étant évidemment T-surharmonique, la limite
de Gp n est, d’après le corollaire 2, un potentiel Gp ; la suite TG . 

n 
est mo-

notone et converge vers TG  ; d’après la formule (1),  n = TG  
n 

converge

vers jj. == Gp - TG .

THÉORÈME 3 (Principe de l’enveloppe inférieure). - L’enveloppe inférieure d’une
famille quelconque de G-potentiels est un G-potentiel.

Cela résulte immédiatement du corollaire 2 et du fait que l’enveloppe inférieure

d’une famille quelconque de mesures T-surharmoniques est T.surharmonique.

THEOREME 4 (Principe de domination pour potentiels de mesures). - Soit u = GJl
un potentiel ; soit v une mesure T-surharmonique ; soit e un ensemble univer-

sellement mesurable dont le complémentaire est de mesure nulle pour p . Si la

restriction de u à e v , alors v .

En effet w = v) est un G-potentiel (théorème 3) 1 soit dont la

restriction à e coïncide avec celle de Comme on a, d’après (1) ,
W - -~ ~ ; comme les restrictions à e de u et w sont identiques , et

comme ~ est portée par e , on a J..1’~ y , d’où finalement = w~ v ~

Il s’agit là d’un énoncé très particulier aux noyaux élémentaires ; on sait que
le noyau newtonien, par exemple, (considéré comme opérateur de diffusion) satis-

fait à un principe de domination dont l’énoncé doit comporter des hypothèses plus
forteso
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THÉORÈME 5 (Principe du balayage 0 ... Etant donnés un potentiel G  et un ensem-

ble universellement mesurable e ~ il existe une mesure ~,t ~ 0 et une seule tel-

le que

(a) ~’ est portée par e.

(b) les restrictions de G).l et de à e sont identiques~

(c) Gp’ $ 

L’unicité d’une telle ~’ résulte des théorèmes 1 et 4 ; on va donner deux dé-

monstrations de l’existence.

Première démonstration. - Soit u’ l’enveloppe inférieure des mesures surharmo-

niques v telles que v sur e (io 80 telles que la restriction de v à

e majore celle de u’ est un potentiel (corollaire 2 du théorème 2)

satisfaisant à (b) et (c) ; il reste à prouver que ~’ est portée par e .

A cet effet, appelons et " les restrictions de ’ a e et au complé-

mentaire de e ~ et posons y = ,’ D +T~" ! d’après (1) , on a Gv = G)~ - ~ 3 donc

Gy possède les propriétés (b) et (c) de G~ ; comme est le plus petit po-

tentiel ayant ces propriétés ~ on a nécessairement ~" ~ 0 ~ d’où le résultat.

Deuxième démonstration* - Appelons R l’opérateur de restriction à l’ensemble e 0

Posons ~ 0 = j~ et définissons une mesure H par récurrence !

Appliquons l’opérateur G aux deux membres de cette relation ; il vient, d’après

donc les restrictions des à e sont toutes égales à la. restriction de GU.

ona GIln+l G , et la suite G}ln est décroissante. Donc (corollaire:3 du théo-

rème 2) G  n converge vers un potentiel G ’ satisfaisant à (b) et (c), et ’

est la limite Pour démontrer que }l’est portée par e, observons qu’on

a~ d’après la récurrence s

or (T(I -R))~ j~T~ ~ converge vers 0 quand n tend vers l’infini, car ji
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appartient au domaine de G ; donc la mesure p,’ = lim n s’écrit

ce qui prouve bien qu’elle est portée par e .

Cette seconde démonstration a l’avantage de donner une expression explicite de

la mesure balayée ~~ 9 observer que l’opérateur de balayage sur e ~

B = R X (T (1 .... se présente lui-m~me comme un noyau-diffusion élémentaire ,
multiplié à gauche par l’opérateur de restriction R . Le domaine de B peut
d’ailleurs être strictement plus grand que celui de G .

On va compléter l’étude du balayage par celle, plus générale, de l’extrémisation
d’une mesure T-surharmonique, où T est une diffusion donnée à laquelle n’est

pas nécessairement associé un noyau élémentaire.

~ B

THEOREME 6. - Soit u une mesure T-surharmonique et soit e un ensemble uni-

versellement mesurable ; parmi toutes les mesures T-surharmoniques qui maj orent
u sur l’ ensemble e, i] en existe une plus petite que toutes les la

mesure

où R est 11 opdrateur do restriction à l’ensemble e ; la mesure (I - T) u’

associée à u’ 1 est portée par e .

Si le noyau élémentaire G = ¿ Tn associé à T existe, ut est un 

tiel dans au moins deux cas :

1° u est un G-potentiel ;

2° e est relativement compacte

DÉMONSTRATION. - Posons Ru et

on vérifie récurrence que les un sont toutes maj orées u, leurs res..

trictions à e sont identiques à celles de u , et on a

(4) Le symbole (1 - R T n Ru no signifie pas nécessairement ici que les ité-
rées de la diffusion (I - R) T existent; 9 il représente la mesure v définie
par Ru, v 

n+ 1 
= (I - R) T v 

n (n  0) . 
n
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donc u croit vers la mesure ut définie par la série (3) qui se trouve être

convergente, et on a u’~u ~ u’ =u sur e .

Montrons que u’ est surharmonique (les u 
n 

ne le sont pas en général) ; d’a-
près la convergence de la série (3) on a

(I- (I-R)T) u’ =Ru ;

or Tu~~Tu~u (car u et u est T-surharmonique) ; donc RTu~  Ru et
on a T) u’ = Ru - RTu1  0 , co qui prouve non seulement que u’ est

T-surharmonique mais encore que la mesure associée est portée par e.

Comme u’ ne dépend que de Ru ~ restriction de u à e , c’est la plus petite
mesure surharmonique égale à u sur e.

Supposons enfin que le noyau élémentaire G = ¿ Tn existe. Si u est un

G-potentiel u’ n’est autre que le potentiel balayé car u’ satis-

f ait auX propriétés caractéristiques de G (voir énoncé du théorème 5) . Si enfin

e est relativement compact, ou plus généralement si Ru appartient au domaine

de G , u’ est, d’après 1~ expression (3)~ majorée par le potentiel engendré par
la mesure Ru ; c’ est donc un potentiel (corollaire 2 du théorème 2) .

REMARQUE. - La mesure ’ = (I - T) u’ associée à la mesure "extrémisée" u’

est donnée par

~ (I - T) u est la mesure associée à u ~ et h la partie harmonique de u ~

Voici le principe de la démonstration : d’après (3) on peut écrire (en prenant
quelques précautions à cause du symbolisme employé) : 

°

d’ où facilement

(5) Les symboles s (T (1 - R))~ ~ § et (T (1 - h ne signifient pas 
rement que les itéréles de la diffusion T(I - R) existent 3 ils représentent des 

"

mesures définies d’une manière évidente (voir la note précédente) $
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Si h et v sont les parties harmonique et surharmonique pure de u ~ on a

car

La formule (4) se déduit alors très facilement de la relation précédente et de

la définition )~ t = (I - T) u’ .

Observons pour finir que si le noyau élémentaire G == ET existe , et si u

est un potentiel la mesure p’ associée à u’ n’est autre que la balayée
de J.! sur e ~ et on vérifie bien que la formule (4) se réduit alors à la for-

mule (2).

II. Potentiels de fonctions.

On supposera désormais que l’espace localement compact E est dénombrable à

l’infini. On notera B~ l’ensemble des fonctions numériques ~ 0 intégrables

par rapport à toute mesure de Radon à support compact (ce sont donc les fonctions

~ 0 universellement mesurables bornées sur tout compact) ; Br. désignera l’en-

semble des fonctions de B~ qui sont nulles en dehors d’un compact.

DEFINITION 4. - On appellera noyau transposé de diffusion toute a plication S .

dans B+ satisfaisant aux axiomes suivants :

Le domaine de l’opérateur S peut être étendu à certaines fonctions f E B+

qui ne sont pas nulles hors d’un compact : si la fonction F (mesurable en vertu
de l’hypothèse de dénombrabilité à l’infini) définie par F(x) = sup Sg(x) , g

parcourant l’ensemble des fonctions de B~ majorées par f ~ est dans B+, on
posera Sf = F . Les axiomes (a’) et (fi’) sont encore vérifiés lorsqu’on y consi-

dère des fonctions de ce domaine.
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EXEMPLES.

1 ° La restriction à B~ d’une application linéaire positive de B~ dans B ,
continue pour les topologies M) et 6~B f~- ) ~ est une transposée de
diffusion. Un tel opérateur est le transposé, au sens de la dualité dans les

espaces vectoriels topologiques, d’une diffusion mesurable définie dans la pre-
mière partie (exemple 1) ; ce cas est le plus important dans la pratique et jus-
tif ie la terminologie.

2° Si p est une fonction de B+ 9 l’application est un noyau trans-

posé de diffusion, dont le domaine est B~ o

3° Si N est une mesure % 0 sur un groupe abélien localement compact E ,

l’application f ~ f * N définit un noyau transposé de diffusion, le transposé
v v

de la diffusion continue ~, .~ ]~ ~ où N désigne la mesure symétrique de

N par rapport à l’origine.

On définit aisément la somme, le produit (dans certains cas) et la notion de

série convergente de noyaux transposés de diffusions. Si S est un noyau trans-

posé de diffusion, toute fonction u e B appartenant au domaine de S et telle

que Su  u (resp. Su = u) est dite S-surharmonique (resp. harmonique). Par

analogie avec ce qui a été fait pour les mesures surharmoinques, on définit, pour
toute fonction S.-surharmonique, une partie harmonique et une partie surharmoni-

que pure.

Un noyau transposé de diffusion est dit élémentaire s’il est de la forme

G = JL S ; si la fonction f appartient au domaine de G , on dit que Gf est
n-0

le G-potentiel engendré par la fonction f. Les énoncés et démonstrations de la

première partie ~ concernant la théorie du potentiel par rapport à un noyau-diffu-
sion élémentaire, s’adaptent immédiatement au cas des noyaux transposés de diffu-

sion, à quelques détails près qu’on va signaler.

Aucune modification pour l’adaptation du théorème 1 (principe d’unicité de la
fonction engendrant un potentiel donné) et du théorème 2 et ses corollaires (dé-
composition unique d’une fonction surharmonique en la somme d’un potentiel de

fonction et d’une fonction harmonique). A noter toutefois qu’il s’agit là d’un
résultat très particulier aux noyaux élémentaires, et qu’il n’existe aucun énoncé

analogue en théorie newtonienne, par exemple : en effet la partie surharmonique

pure d’une fonction sur harmonique (au sens classique) positive n’est pas en géné-
ral le potentiel d’une fonction, mais celui d’une mesure.
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L’analogue du théorème 3 (principe de l’enveloppe inférieure) ne peut être énon-
c é que dans le cas des familles dénombrables, afin que cette enveloppe inférieure
soit mesurable ; on en déduit l’analogue du théorème 4 (principe de domination
pour fonctions) : si u = Gf est le potentiel engendré par la fonction f , et

si v est une fonction S-surharmonique telle que u(x) ~ v(x) en tout point
x tel que u  v .

On peut encore énoncer un principe du balayage pour les potentiels de fonctions

(analogue au théorème 5) , mais la première des démonstrations données dans la
première partie ne convient pas, car on y avait considéré l’enveloppe inférieure
d’une famille quelconque (pas nécessairement dénombrable) de mesures surharmoni-

ques ; par contre La seconde démonstration s’adapte mot à mot. La fonction fi ,
balayée de la fonction f sur l’ensemble universellement mesurable e s est la

fonction

où R est l’opérateur de restriction à e (i. e. la multiplication par la fonc-
tion caractéristique de e ).

On énoncera l’adaptation du théorème 6 dans un cas particulier intéressant. Di-

sons que S est sous-markovien (respo markovien) si la constante 1 est S-surhar-

monique (resp. harmonique) . Alors :

THEOREME 7 ( Principe de l’ équilibre). - Soit S un transsposé de
diffusion, sous-markovien ; soit e un ensemble universellement mesurable ; par-
mi le s f onctions S-surharmonique s prenant la valeur 1 en tout point de e , il
en existe une plus petite que toutes les autres~ fonction

où ~ est la f onction caractéristique de e ; la fonction associée u ~ Su

est nulle hors de e .Si le noyau élémentaire G=ZS existe et si e est re-

lativement compact, u est un G-potentiel (potentiel d’équilibre de e ) .

REMARQUE. - Une diffusion T est dite sous-markovienne si, pour toute mesure

J.L e 1B ’ la masse totale de est au plus égale à celle de , Un résultat qui
est, d’un certain point de vue, dual du principe d’équilibre est le principe
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d’abaissement des masses par balayage ~ si G == X est le noyau élémentaire

construit à partir d’ une difîusion sous-markovienne T , la masse totale de la

balayée de toute jj. E r * sur n’importe quel ensemble universellement mesurable

e est au plus égale à la masse totale de p .

Interprétations probabilistes. - Supposons l’espace E à base dénombrable;

appelons U la tribu des ensembles universellement mesurables sur E. Soit p

une application de E x U dans R ’ telle que

- 11 application x - p(x , e) E B+ ’ V e E U relativement compact ;

- l’application e ~ p(x 9 e) E 1vl+, V x E E .

Une telle application p sera appelée fonction de transition sur E ; on peut

lui associer biunivoquement une diffusion mesurable T (T}l(e) = ,~ p(x , e) 
et une transposée de diffusion S (Sf (x) = / p(x , dy) f (y) ) ; p est dite sous-

markovienne si p(x , E)  1 , V x E E (i. e. si la diffusion associée T ou

sa transposée S est sous-markovienne).

Etant donnée une fonction de transition sous-markovienne p et une mesure

Il &#x3E;0 de masse totale 1 sur E ~ on sait qu’il existe un processus de Markov

discret X 
n 

(n ~0) à valeurs dans E ~ admettant )~ comme loi initiale et p

comme probabilité de transition. Un tel processus est à durée de vie oo .

La considération de tels processus permet de donner, dans le cas des opérateurs
sous-markoviens, des interprétations probabilistes simples de la plupart des ré-

sultats obtenus ; par exemple, il est à peu près évident que la. valeur en x de

la fonction u 
e 

définie par la formule (6) est la probabilité pour qu’un proces-
sus partant de x (io e o ayant pour loi initiale la mesure e ) rencontre l’en-
semble e 0

Nous renvoyons à l’article déjà cité de J. L. DOOB [3J pour ces interprétations
et pour des démonstrations probabilistes des r ésulta ts de cet exposé (dans le cas

sous-markovien). Pour une étude plus générale (cas des processus dépendant d’un

paramètre continu) nous renvoyons aux mémoires fondamentaux de G. HUNT [4].
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