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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 3-01
(Théorie du Potenticl)
4e année, 1959/60, n°3 . 15 février 1960

LE THEOREME DE REPRESENTATION INTEGRALE
DANS LES ENSEMBLES CONVEIES COMPACTS

par Gustave CHOQUET

Dans un travail antérieur [2], nous avons démontré le théoréme suivant :

Soit ¥ un espace vectoriel localement convexe séparé, & une partie convexe
compacte de ¥ , et & 1l'ensemble des points extrémsux de ® . Alors si B est mé-
trisable; & est un G_ de B , et tout point de & est barycentre d'au moins une

mesure de Radon positive portée par & .

Récemment, Errett BISHOP et Karel de LEEUW [1], en utilisant une idée nouvelle fort
intéressante, ont pu simplifier notre démonstration et étendre le théoréme sous une

forme atténude au cas ol B n'est pas métrisable.

Tout point de & est alors barycentre d'une mesure de Radon positive sur &,
. . 1 .
pseudo-portée par & en ce sens qu'elle ne charge aucun compact de Baire (~) dis-
joint de & ; et il existe des cas ou 1l'expression 'pseudo-portée’ ne peut étre rem-

placée par iportée'.

L'utilisation fréquente, en analvse, du théoréme de représentation intégrale, en

rend souhaitable pour 1'enseignement une démonstration simple.

Nous allons ici reprendre la méthode de Bishop et de Leeuw ; nous la simplifierons,
notamment en supposant dé&s le départ que @& est métrisable ; d'autre part, nous
n'utiliserons pas comme eux 1'iﬁégalité de Schwarz ; pour cela, nous remplacerons
leurs fonctions f2 (o f est linéaire) par des fonctions convexes quelconques,

plus maniables.

Dans une seconde et une troisiéme partie, nous reviendrons sur quelques points de
leur travail, pour en préciser la portée ; cet examen nous amdnera & poser quelques

problémes.

(1) Un compact de Baire de ®& est un compact qui a, dans ® , une base dénombrable
de voisinages, autrement dit qui est un G6 .



1. Le théoréme de représentation intégrale.

Les outils que nous utiliserons sont :

1° Lemme de Zorn.

2° Théoréme é1émentaire des sections (2) : Soit E +topologique séparé et réu-

nion dénombrable de compacts métrisables, et f wune application continue de E
sur F topologique séparé ; alors il existe une application g de premiere

classe borélienne (3) de F dans E telle que f o g = identité.

3° Intégration des mesures : Soient A et B deux espaces compacts, et ¢ une

. . . + s
application continue de A dans 1l'espace 70 (B) des mesures de Radon positives
sur B . Nous supposerons connues la définition et les propriétés élémentaires

de _/¢ﬂ+L, oli p est une mesure de Radon positive sur A .

NOTATIONS. - ¥ , espace vectoriel topologique (sur R ), séparé et localement
convexe.

@. une partie convexe compacte de V¥

& 1'ensemble des éléments extrémaux de & .

il (resp. T ) 1l'ensemble des mesures de Radon positives sur ® (resp. posi-

1
tives et de norme 1 ).
&, ensemble des fonctions affines continues sur V¥ (lindaire + constante).
C, ensemble des fonctions convexes continues positives sur ®.

Nous noterons partout X\ 1'ensemble Xn CY .

Relation d'ordre sur %Y . - Soient By ,p;263l+ 3 on dira que Ho majore

uli se noter . < i
p1 s ce qul s a p2 si

1° /s dpl =/f du, pour toute f € 4 (cette cordition dquivaut 2 dirc .-

)
\

) En vue de 1'enseignement, en voici une démonstration simple 3 1'ensemble tri-

adique de Cantor A& est homéomorphe & {0, 1} , donc aussi 2 ({o, 1} ; done

A

est homéomorphe & A .
Comme [0 , 1] est image continue de A , il en est alors de méme de [0, 1]

comme tout compact métrisable est plongeable dans [0, 1], un tel espace est donc
image continue d'une partie fermée de 4 -

. ~ ,’ . . ' -
T1 en résulte aussitdt que l'espace E de 1'énoncé est image continue d'un fer

mé de R*: E = ¢(B) avec ¢ continue, et B fermé CR'. -

T .
Posons h=1f o ¢ et, pour tout x € F , posons k(x) = inf(h” (x)) ; 1'aopli-

cation k de F dans R* est semi-cdntinue inférieurcment, donc de oremiéqe classe
borélienne. L'application g= ¢ ok de F dans E est la section cherchee

(3

) c'est-a~dire que g“l(w) est une F_ pour tout ouvert w de F .,
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que et o ont méme masse totale et méme barycentre).
e ff dpy < /£ dy, pour toute f e c,

La réflexivité et la transitivité de la relation sont évidentes ; d'autre part
si By<Ko et Po<py s Oma [t dplsz di, pour toute £ € C , d'ol (4)

Py = py « Done cette relation est bien une relation d'ordre.

. L+ . . , . .
LEMMT 1. - L'ensemble J  ainsi ordonné est inductif.
+

En effet, soit X une partie totalement ordonnée de M ; toutes les p€ X

ont méme masse totale; donc X est relativement compact.

Soit po une valeur d'adhérence de X sulvant le filtre des sections finis-
santes de X . Evidemment /T dp = /t dpd pour toute f ¢® et toute pPE X .

D'autre part, pour toute f e C , les /f dy convergent en croissant vers
/T dpo , dlou

[f ap Sﬁ(ﬁo pour toute fe C et toute p e X .
Done Ho majore bien X .

La démonstration montre en outre l'unicité de la valsur d'adhérence }10 .

+ . . .
COROLLAIRE 1. - Toute vy e Ji cst majorée par une mesure maximale.

Ce corollaire s'applique en particulier aux mesures ponctuelles e (o x€ ®),

d'oli 1e corollaire suivant :

COROLLAIRE 2. - Tout point x de ® gest barycentre d'une mesure positive ma-

ximale de masse totale 1 .

LEMME 2. - La relation < sur rt st compatible avec 1l'addition.

C'est évident pour 1'addition d'un nombre fini de termes. On en déduit nlus gé-

néralement que :

(va <! pour tout a e K)=(/v(a) e, < vt (a) dﬂa)
ot a-v(a) et a - Vv'(a) sont des applications continues (ce qui suffira ici)
d'un espace compact K dans it , eb ou M est une mesure positive sur K .

LEMME 3. - Soient p et v e’ avec pgv .81 Vv oest meximale, M est

aussi maximale.

(4) @ sépare les points de B donc (STONE-VEIZRSTRASS) les polyndmes par rap-
port aux éléments de & forment un ensemble total dans C(B) ; or, un tel poly-
ndéme est différence de deux polyndmes convexes positifs, donc € est total dans

c(®) .
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Posons v = p+ m . S'il existait ' # p telle que p < p' , on aurait

v # uw +n et v <p' + m, donc v ne serait pas maximale.

LEMME 4. - Pour tout x € 8, et toute p € J.’l de barycentre x , on a
e < p.

On sait déjz que /£ dex =/f dp  pour toute f e & . D'autre part; on a
Jr dex < Jf dp pour toute f convexe et continue; car cette inégalité s'éerit :
f(x) \<ff dp 5 elle est évidente si p est discrete ; le cas général s'en dé-
duit; puiscue toute p e J‘all est limite faible de mesures discrétes de B'i"ul s de
méme barycentre.

LEMME 5. - Lorsque @ est métrisable; & est un G(5 et toutc mesure maxi-

male de T cst portéc par & .

DEMONSTRATION, .
1° Soit A 1la diagonale de Bx B et soit ¢ 1'application
(Xl s xz)-a ™ ;—ji% de B8xB dans &.
Comme ® est métrisable, ((BZ\A) est un KO; donc Lp(632\{l) aussi ; or; ce

n'est autre que 1'ensenble des points non extrémaux de & . Sop complément &

est done un Gé .

20 Soit Yy rclévement de premiére classe de l'application ¢ de (@Z\A)
sur (g\s) ; son existence résulte du théordmec des scctions rappelé au début de 1.
* e, ) de 8° dans T ost une homdo-

1 2
morphie. Donc 1§ = h oy, est une application de vremiére classe de (®\5) dans

. . 1,
L'application h (x1 s X2) ->72-(8X

5l telle que pour tout x € (B\E) on ait :

Y(x) # €, et X = barycentre de Y(x) .

as .1 . ;
3° Soit ped” 5 p n'étant pmas portée par & ; on va montrer quec M n'est.

pas maximale ; il suffira dec montrer pour acla qu'il existe une vV € P qui n'cst

pas maximale (lemmo 3). Commic & est H-mesurable, il existe (thioréme de Lusin)

un compact K de @\5) tel que p(¥) # 0 ot tol que la restriction de ¢ &

K soit continuc. DAsignons par v la partie de p portée par K .
Pour toute fe€ C, et tout a € K on sait (lemme 4) que

/£ de, < /£ ay(a) .

S50it Xy un point du support fermé de Vv ; comme qJ(XO) £ € s il cxiste
fo € C pour laquelle 0
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/fo de <:/fo dy(a) pour a = X, .
Comme les deux membres de cettec inégalité sont des fonctions continues de a
sur ¥ ; on a la 78me inégalité nour tout point a de K assez voisin de Xy

On a donc

/(/fo dsa) dv, </(/fo ay(a)) dv_ s

ou encore -

J5y av < J£ av! ou v = fy(a) av_ .

On a donc v # V' ; et conmme v< ' (lemme 2), v n'est pas maximale.

THEORMME. - Soit ® convexe compact métrisable < ¥ (cspace vectoriel topologique

localement convexe séparé). L'ensemble & des points extrémeux de @ est un
%

portée par & .

et tout point de B cst barycentre dau moins une mesure de Radon =0

C'est la conséquence immédiate du corollaire 2 du lemme 1, et du lemme 5.

Résultats auxiliaires.

- ol . .
1° Le lemme montre que toute P ¢ & est majorde par unc mesure maximale ; nous

pouvons préciser la nature de cette relation lorsque B est métrisable (donc

ﬂé aussi) : soient X1 ct X2 deux espaces identiques a mﬁ et soit 4 1la
diagonale de X1 X X2 . Dans Xl x X5 s 1'ansemble A des couples (Hl s HZ) tols
que L4 <p,. ost évidemment fermé ; la projection de  (A\Y) sur Xl n'est au-
tre que 1l'ensemble des | non maximales de i 3 ceﬁlensemble est donc un K _ 5

b

autrement dit, 1'ensemble des é1léments maximaux de
tat dans ﬁf )

est un Gy (méme résul-

I1 en résulte que dans X; x X, ;, 1l'ensemble B des QAl 5 “2) €A avec M,
extrémale est un G6 s or, d'aprés le lemme 1; la projection de B dans X, est
Xl 3 on peut donc relever cette projection en une application analytique (5)

g ->(p1 s 92) de X1 dans X1 x X2 ¢ en la composant avec la projcction sur
X

2
poo ol de m' dans lui-mdme telle que p <o) 5 avee (W) maximale.

, on obticnt une application analytique (donc universellemont mesurable)

2° Supposons encore B métrisable ; soit f une application universcllement

(5) Une application, f de E dans F cst dite ici analytique si pour tout ou-
vert w do F, f'(w) apparticnt au corps borélicn ongondré par los cnscmblos
analytiques de B .
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mesurable de (6 dans 371 telle que pour tout x e B, f(x) ait pour barycentre
x 3 s0oit T 1'application de I} dans lui-méme définie par p.—{/f(x) d;.l.X . On
dit que T est la diffusion associée & f ; on a évidemment u <Tp . Si, en
outre, f(x) # e, pour tout x ¢ &, le méme raisonnement que celui du lemme 5

montre que
(b = Tp)ess( p est portée par &) .
. + . _m.n . .

Or, soit Bo € ;3 la suite Hy = ﬂlo est croissante pour la relation <

et converge vers une mesure Py e Des exemples simples montrent quc 1l'on peut
. / 6

avoir p = 7 Tp ).

Pour tout ordinal a de deuxiéme classe, on définit alors Mo bar les rela-

tions : Hosr = Tp, et ”B = lim Hﬁ si p = lim. croissantc dcs ﬁn.'
n

Comme @ est métrisable, il existe une partie dénombrable de C qui est tota-
le dans C(®) 3 il en résulte que toute partie totalement ordonnée de il (pour
l'ordre < ) est cofinale & une suite finie ou dénombrable. En particulier, il
existe un ordinal o de deuxiéme classe tel que Ho = Ty s clest-3-dire tel

que K, soit portée par & .

PROBLEMES,

1° Supposons B métrisable. Est-ce que la relation By < by entraine que Py

soit 1l'image de Ky par une diffusion du type défini plus haut ?

2° Supposons encore ® métrisable. Est-cc que toute | positive portée par
& est maximale ? (se ramener au cas suivant : Hy et H, étrangéres ct portées

par & ; montrer alors que (p1-< 92) = Qil = ”2) ).

3° Soit @ convexe compact quelconque. La somme de deux mesures maximales est-
elle maximale ? Plus généralement, est-ce qu'une intégrale_/p(a) dva de mesures

. . as +
maximales est maximale ( v mesure positive sur M ) ?

Les relations entre ces trois problimes sont évidentes.

2. Sur 1l'espace dual d'un espace vectoriel de fonctions continues sur X compact.

Le point de départ de BISHOP et de LEEUW ecst 1'étude du dual d'un espace vecto-
riel de fonctions continucs sur un espace X compact. fous allons montrer, plus

explicitement qu'ils ne le font, 1l'équivalence entre cette étude et celle des

6) Prendre 6= [0 , 2] et T tel que : support dec Te, c 10, 1[ pour tout
5

(
x e€Jo, 1] .
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ensembles convexes compacts.

Soit X un cspace compact ; soit Cr(X) 1'espace vectoriel des fonctions nu-
mériques réelles continues sur X , muni de la topologie de la convergence uni-

forme ; soit W(X) son dual, muni de la topologie faible.

Soit B un sous-cspace vectoriel de Cr(X) qui sépare les points de X et

contient les constantes ; et soit B* 1le dual de B , muni de la topologic faible.

Soit ¢ 1'application canonique de W(X) dans B* ; comme, en vertu du théo-
réme de Hahn-Banach toute forme linéaire continue sur 6 c¢st la trace d'une

forme lindaire continue sur Cr(X) , ona B¥ = o(ix)) .

On peut évidemment identifier B* 3 1'espace quotient de 5(X) par la rela-

tion d'équivalence

BN o si /gﬂil = /giiz pour toute g € B .

(Notons que (Hlf\l HZ)# (}il(X) =H2(X)) )
Posons :

@) = e (x) et @9 = ety .

Comme ' (X) engendre W(X) , (3*)" cngendre B® ot (B*)l est une base
+

. *
affinc compacte du cdne convexe (B') .

Soit f 1'application x - e, de X dans Ti(X) ; l'application ¢o f de
%k ’ .
X dans (B )1 est continue, ot biunivoquc puisgue B sépare les points de X ;

comme X est compact, c'est donc une homéomorphic.

Disons, avcc BISHOP et de LEEUW, qu'un point x de X est frontiére si pour
toute M € G (X) telle que p N e, (ce qui entralnec p € 7 () ), ona P = €, -
On désignera par M(B) 1'ensemble des points frontiére de X et par & 1'ensem-

ble des points extrémaux de B9 .

THIORME. - On a £(M(R)) = 3" n GL(8) .

Autrement dit, les mesures positives p sur X ; dont 1l'image ¢(p) est ex-
trémale dans (B*)l sont lcs mesurcs e s ot x est frontiére. En effct :

a. (pe it o(p) e &) = (p = e, s O4 x ost frontidre). D'abord p est
dans ml(x) ; puis 1'image p' de P par l'homéomorphie f o ¢ de X sur
f o ¢(X) ost une mesure positive sur (3% de barvcentre o(p) 3 or (p) est
extrémale, donc M' a un support ponctuel ; les supports de p ot p'  sont

homéomorphes, donc K est de la forme € - Ce point x est frontiére ; sinon
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il existerait une seconde mesure » ¢lle aussi de la forme ay s telle que

&y

X — ¢ &, ce qui est impossible d'apres

>0
g
m(ex) o(e) ; on aurait alors ¢ 5

ce qu'on Vlent de voir.

b. Inverscment, soit x un point frontizre ; je dis que @(ex) e &, Sinon
@(ex) serait milieu de deux points distincts dc (B*)1 , donc @(ex) =) ol
1

(

poe 1) et H # e, 5 O ceci est exclu puisque x est frontiére.

Conséquence : L'application f o plonge homéomorphiquement X dans le con-
vexe compact (B*)l et transforme M(B) en &,
On se pose alors le probléme suivant :

a. Pour toute FLEJKl(X) , existe-t-il une mesurc \)elnl(X) telle que p vV

(ou_encore () =¢@()et tclle que v soit portée par M(B) , ct par M(B) en

un sens plus ou moins strict.

Remarquons que la condition @(p) = @(v) ge traduit par : @(H) est barycentre
de V', image de v par 1'homéomorphie f o ¢ . La réponse au probleme o scra
donc positive si la réponsc au problémec P sulvant est positive :

B. Soit @ un ensemble convexe compact d'un cspace vectorieltopologique:locale=-

mont convexe séparé, ot soit & l'ensemble de scs points extrémaux. Est-ce que

tout point de ® est barvcentrc d'une mesure positive v de masse totale 1,

portée mar & , et par & en un scns plus ou moins strict ?

Inversement, unc réponse positive au probléme § entralne une réponse positive
au probléme o . En cffct, soit B 1le sous-cspace de Cr(ﬁ) constitué par les
frontidres affinecs continues ; on a iei &= M(B) , donc le¢ probléme B apparalt

comme un cas particulier du nrobléme ¢ .

3. Etude d'un excemple.

BISHOP et de LEEUW démontrent que les probléles équivalents o et B ont une ré-
ponse positive, mime si X n'cst pas métrisable; 2 condition de définir 1'ox-
pression mesure portée par &' dans un scns trés large; que nous traduirons ici

dans le langcge des mesurcs de Radon

DEFINITION. - Soit X un cspace compact, soit A € X , ot soit P une mesurc

de Radon positive sur X . On dit que p est pscudo-portée par A si W(E) =0-

pour tout compact X do X tol que @
1oAnx\: 5

2° K est un Cr(5 de X (7)

( ) Si X est tol que tout compact de X soit un Gg de X , on pcut alors af-
firmer que K, (Ca) =0 . '
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Cette condition est plus large encore quec la condition pw(CA) =0 ; clle est

mbme compatible avec la relation (&) =0 .

On pourrait donc 8tre tenté de croire que le résultat de BISHOP et de LEEUW n'est
pas le meilleur possible. Nous allons montrer qu'il n'on sst rien; en utilisant
1'un des exemples constrults par ccs auteurs :

Soit X =[0, 1] x {a, b, c}; 1'cnsemble des (t , a) scra désigné var X 3
on définit de méme X, et X . lLa topologie de X est définie comme la moins
fine des topologies telles que

1° Toute partie de (Xa U Xc) est ouverte ;

29 Pour toute partic ouvertc w de [0, 1], wx {fa, b, c} est ouvert
dans X

3% Pour tout x € X , {x} cst fermé.

On vérifie que X cst compact, ot quc tout compact de (Xa (] Xc) gst fini.
B cst l'cnsemble des fonctions numériques continues g sur X telles que,

pour tout t e [0 , 1] on ait :

g(t) =3lelt) + et ) -

On vérific que M(B) = X, uX,, et que les mesurcs positives pseudo-portées
par M(B) sont les mesures qui ne chargent aucun point de Xb ;3 une telle mesure
pcut donc charger Xb ; ce paradoxe apparcnt résulte de ce que tout compact K
de Xb qui cst un G& s ocst au plus dénombrable.

I1 est immédiat que pour toute ;le’ﬂl(X) il cxistc unc mesure unique v 3 O
pseudo-portée par M(B) ot tclle que v v p (il résulte dec 12 que (B*)1 est
un simplexe) : or, la mcsure dc Lebesguc, par cxemplc, cst portée par Xb et
pseudo-portée par M(B) = X, u X . On nc peut donc pas améliorer le résultat de
BISHOP ot dc LEEUW malgré la circonstance a priori favorable que M(R) ocst ici

ouvert, donc universellcment mesurable.

PROBLIMZS .

4° a. Soit X wun espace compact métrisable ct £ C€X tcl que A soit un G
infini de X . Zxiste-t-il un sous-espace B dec Cr(X) tcl que A = M(B) ? (Lors-
que A est fini, X doit 3tre de dimension finie ; lecs conditions de possibilité
reldvent alors de la tonologic algébrique). .

Peut-on en outre choisir B de tcllc sorte quec (B*)l soit un simplexe, cc qui

e

Py . g > g+ . £y e 2’
revient » dirc que B , ordonné par (B') , soit réticulé ?

b. Que dire des M(B) lorsque X n'est plus métrisablc ?
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59 Avec les notations initialcs, désignons par BY 1 cne convexe des g $ O
de B . Pour tout lément b de B* qui cst >0 sur B  ,ona: b e(B)".
Sinon, en effet, il existerait unc formc linéaire £ faiblement continuc dans
B , tello que £(b) <0 ot 230 sur (B)' . o0r, £ ost identifiable &
élément de B ; dirc qu'il est >0 sur (B*)+ signific cncore que [Ldu >
pour toute mesure p >0 sur X , d'ou 2 € B* . I1 cst donc impossible g
2(p) <O .

uc

B

oyt o ’ ;!: +
Ordonnons B par le cbne convexe B ; cc qui précéde montrec que (B™) n'est
autre quc 1l'ensemble des formes linéairus continucs ot positives sur 1'cspace

normé et ordonné B .

I1 on résulte, en répétant unc démonstration connuec dans 1: cas o B est de
la forme Cr(K) , que si B, (ordonné par B ) cst réticulé, B™ (ordonné

par B")* ) 1test aussi.

La réciproque cst incxactc ; cn ¢ffot,; quand B ot X sont définis comme dans
1'oxemple précédent (X = [0, 1] x {a , b, c}) B® ost réticulé, tandis que
B nec 1l'est pas.

Peut-on mettre la condition " B® st réticuld® sous la forme " B' est réti-
culé', ou B' scrait un espace voctoricl contcnant B et associé & B ? (C'est

le cas dans 1'excmple précédent).

6° Soit ® wun convexe compact non métrisable d'un espacc vectoricl topologlque
localement séparé, ct soit & 1'enscmblc de scs points cxtrémaux. L'cnscmble
des M e 7 (8) qui sont pscudo-portécs par & cst un cdnc convexe réticulé pour
son ordre proprc. Donc si tout voint de @ est barycentre d'au plus unc
B szl(ﬁ) pscudo-portée par & , @ ost un simplexc.

La réciproquc cst-ellec vraie ?

Dane cct ordre d'idées, on peut montrer que si B cst un simplexce, tout point

de ® cst baryccntre d'au plus une p eaﬁl(B) qui soit quasi-portée par & en

ce sens que p(K) = 0 pour tout compact X disjoint de & .

La démonstration cst presquec la méme quc celle donnde antéricurement pour lcs
mesures portées par & (CHOQUET [2]).

Ce résultat s'étend d'aillcurs, avec unc formulation adaptée auc cbnos convexes
quelconquecs, & tout cone convexc saillant ¢ teol que
a. Toute suite décroissantc d'éléments de¢ € converge vers un é1ément de @

S

’
é
(1'ordre étant celui associé & € canoniqucment).
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b. Pour tout ensemble totalement ordonné A C G, il cxiste un sous-ensemble
dénombrable de A ; co-initial 2 A .
c. Pour tout élément cxtrémal & de ¢, et tout sous-cbne fermé d ¢ C nc

contenant pas & ; l'enveloppe convexe fermée de J ne conticnt pas O .
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