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SUR LE ROLE DES POTENTIELS CONTINUS DANS LES FONDEMENTS

DE LA THÉORIE DU POTENTIEL (1)
Gottfried ANGER

Faculté des Sciences de Paris

Séminaire de
THÉORIE DU POTENTIEL

Anné e 1957/58

23 juin 1958

1. Introduction.

Dans cet exposé nous développons une méthode en partie nouvelle pour la théorie
du potentiel. La considération des potentiels continus est fondamentale. A l’ aide

d’une transformation appropriée il est possible de transformer des problèmes de la
théorie du potentiel en des problèmes relatifs à des espaces vectoriels topologiques
Nous trouvons sur l’ensemble des potentiels continus et sur l’ensemble des mesures

une forme bilinéaire. Cela permet d’introduire des topologies adaptées à la théorie
du potentiel. Nous appliquons, par exemple, les théorèmes de Hahn-Banach et

Banach-Steinhaus. En se limitant aux mesures avec une norme finie, les considérations

deviennent très simpleso Dans ce cas les problèmes de la théorie du potentiel sont
. 

transformés en des problèmes de l’espace des fonctions continues. Nous y avons été a.

menés par des problèmes de mathématiques appliquées.
’ 

I. Considérations sur le noyau newtonien.

2. D’abord nous nous occupons de l’espace Rn et du noyau newtonien. Plus tard les

théorèmes obtenus seront employés pour une axiomatique générale.

Soit E = Rn l’espace euclidien à n dimensions, 03A6 le noyau newtonien,

= 1 |x - y|n - 2 pour x ~ y et 16 x , &#x3E;-&#x3E; =+ ce pour n  3 ,

KCE un ensemble compacta B C E un ensemble borélien, l’espace vectoriel

~ ) Ce travail oui développe la conférence faite au Séminaire a été particulièrement
favorisé par une bourse accordée par le Centre National de la Recherche Scientifique
et c’est à Monsieur le Professeur M. BRELOT que j’adresse l’expression de ma gratitu-
de la plus sincère pour l’intérêt et l’assistance qu’il a apportés à mes études.
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des fonctions numériques finies continues dans E et à support compact; ’ fi. ~ une

mesure de le support de j.1 ,

Nous employons l’intégrale selon N. POURBAKI [4].

, 
Nous indiquons d’abord les théorèmes les plus importants pour le noyau newtonien.

Ensuite nous étudierons une axiomatique générale.

THÉORÈME A1. - II existe une mesure positive 03BB~ 0 à support compact 
telle X ( x ) soit (finie) continue dans E .

Cette propriété est triviale pour le noyau newtonien. Nous considérons par exem-
ple lo potentiel ,

. 

L’intégration doit être considérée sur la sphère Kn = ,( jr t 1 Xo - yi = R ) .
Nous avons pr exemple dans R3 °

Tr’-(x) = 4 03C0 R2 |x - x0| pour 1 &#x3E;: - x0|l i R et TP.(x) = 403C0R pour |x - x0|  R .

0n introduit les notions suivantes

F et D sont des espaces vectoriels.

Soit B C 11 .un ensemble borélien, .f. l qu’ il existe une À ~ F+THÉORÈME , - - enseml ’3 
." -...-.-.. qu il existe une A ,-.

avec ’À(B) / 0 . *aoi-°s. il existe une Ào él F+ ,telle que S, ,£ B et ÀO(}3) -1 0 .----- - 
~ 

A ()
ce théorème résulte du théorème A’2. Nous désignons par 5k la restriction da la

mesure À Jur E , 

où 03C6K est la fonction caractéristique de K .

A’2’ - Soit 03BB ~ F+ et K un ensemble compact. Alors on a B.C F+ .
Pour démontrer ce théorème; nous nous basons sur le fait toute  posi-
tive le potentiel T., , est une fonction semi-continue inférieurement (s. c. i.).
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Soit 03BB1 la restriction de 03BB ~ F+ sur K, :B2 la restriction de 03BB sur

E - K ou CK . Alors Ma :

Donc T 03BB1 = T 03BB + (- est une fonction semi-continue supérieurement et

puisqu’elle est également s. c. i.y T/B. continue, c’est-à-dire

~~ F" ( et ~~~F~) .
Nous démontrons maintenait encore le théorème A2. Soit B C E un ensemble bore-

lien et 03BB 6 F+ une mesure à 03BB(B) ~ 0 . Alors il existe un sous-ensemble
K ~ B (N. BOURBAKI f4] ), tel que 03BB(K) ~ 0 . Soit 03BBK la restriction de

À sur K . Nous avons ~.6 F~ S’B C B et ~(B) ~ 0 .i~ ~ ~

Les théorèmes A1 et las théorèmes A1 et la base de l’axiomatique

ulterioure. A l’aide do deux théorèmes servant d’axiomes on déjà établir

une axiomatique large de la théorie du potentiel. Los autres axiomas, les théorèmes

suivants A3, A4 et A5 n’ont pas la importance.

d’expliciter théorèmes A3, A. et A5 nous nous occupons des théorèmes
suivants.

THÉORÈME B.. - Soit   0 . Pou: qu’un potentiel T  ne soit pas identique -
ment infinie il faut et il suffit que T  soit intégrable pour toute "X ~. F .

Nous avons JT/B d  == d03BB .

THÉORÈME B2. - Si deux masures positives 1 et 2 sont telles que

(T~. == (T~.p d~ pour toute ~B~r ~ mesures u~. sont iden-

tiques. 
" 

&#x3E; &#x3E;-

Ces deux théorèmes ont été démontres par II. CARTAN eu supposant même seulement

que les BB sont les distributions uniformes sur les sphères. Les distributions

sphériques sont un sous-ensemble de F . La démonstration du théorème B. corres-

pond alors exactement à la démonstration de H. CL-iRTAN. T  dB = (T03BB d
résulte du théorème de Fubini. Le théorème B2 peut déjà être démontre à l’aide des
distributions sphériques. lien résulte le théorème pour toute 03BB ~ F.

De plus on introduit les notations suivantes
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Soit C l’espace formé des fonctions continues sur E = R" tendant vers 0

lorsque x tend vers le point à (avec la norme )!f !) Î == sup )f(x))).
On a le théorème suivant.

que soit ~.. ~ 0 dans G p il existe T ~ ~ D tel que

~ TA. d ~. ~ 0 ~ quel que soit 0 dans D ~ il existe ~~ ~ G 3 telle, ~que
" 

’

Supposons n’existe pas de T 03BB1 ~ D avec T03BB1 d 1 ~ 0 pour une

k ~ G . Alors on a .T~ = 0 pour toute T~ &#x26; D ou f TA d~ = 
pour tout ~ D . En vertu du théorème B2 nous avons immédiatement +1 = -1
ou 1 = 0 . Donc il existe au moins une T X. avec T03BB1 d 1 ~ 0 . Soit main-
tenant T 03BB2 ~ 0 . Alors il y a un point x0 avec T 03BB2(x0) ~ 0 . Soit ~x0 la

masse unité placée au point 0 Pour elle on a

( T03BB 2 d ~x0 = T03BB 2(x0) / 0 . On a cependant ~x0 &#x26; G . Ainsi le théorème est com-

platement démontré.

THÉORÈME A.. - Pour tout T 03BB ~ D , nous avons T 03BB ~ 0 pour x ~03C9.

Puisque :

on a

THÉORÈME A5. - Soit K un ensemble compact avant la propriété qu’il existe une

À E F avec S03BB ~ K et Â F 0 . Alors il existe pour tout a&#x3E;0 

avec et T03BB0(x)  a sur K.

En prenant pour /B1; l’un non nul de 03BB+ ou ’" on voit que est

fini continu &#x3E; 0 , d’où 1 a cause de le. compacité de K, l’existence d’un nombre

0 5 tel que

En multipliant par un nombre convenable, nous obtenons une 1,~ répondant à la

question.

Maintenant nous démontrerons encore trois théorèmes importants.
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B3. - (T"B , ) 2014&#x3E;)T/B est une forme bilinéaire sur D - G.. Les

espaces vectoriels D et G sont en dualité.

De propriétés de il résulte immédiatement, que ) ~ T03BB d
sur D  G est une forme bilinéaire. Par suite du théorème A3 les espaces D et G

sont en dualité. Ainsi on obtient une connexion avec les espaces vectoriels topolo-
Maintanant on peut appliquer les théorèmes des espaces on dualité à la thée-

rie du potentiel.

Désignons ,a; E 
- 

l’ensemble de toutes .G’ avec l’énergie finie ) T  d  G!j

Alors on a 
’

3 j. - J..ou.t potential T Ll., t’- ’.::, E , est limite croissante potentiels
q...... r"’" -~-. «.r ù 

- 

.- 
.. 

" - - .. - ..v , &#x3E; - -- .- ... , ..- .... - T"fl--- --

continus T V K. D . 
’

-- -..- 1’1

Soit t’ E E+ et S t"- compa,ct . Le potentiel lIl po. est s. c . i . , donc mesurable

pour p... Nous pouvons appliquer le théorème de Lusin. Il existe pour tout Il &#x3E; 0

un Kn C S t..... avec

tel que 1~, restriction de à Kn soit continue. On a alors

avec  0 et  - 03B3
n 
 0 . T  = T03B3

;  T(  - 03B3n) est la somme de deux

fonctions s. c. i. ; chacune do ces dernières fonctions est donc continue sur Kn .
Selon le théorème do Evans-Vasilesco T n est continue dans tout l’espace

E , n ~. F+ (le no-;au newtonien est un. oyau replier). Soit de plus

Introduisons la restriction X.. sur Mn. Nous avons évidemment

Par construction 03BDn croît et n  - V 1:..

Donc = lim T vn =  T03BBi

(2) Pour ensembles A, B nous notons ABB l’ensemble noté souvent

A - B , surtout si 



3-06

Grâce au théorème B. il est maintenant possible d’établir la connexion avec

les méthodes précédentes de la théorie du potentiel. On a le théorème fondamental
Pour qu’un ensemble borélien BCE soit de capacité (intérieure)

nulle ( ) il faut et il suffit qu’il soit de mesure nulle pour toute ~B 

On connaît le critère CARTAN [8J que E soit de mesure nulle pour toute

~ 6 E~ .

Démontrer: . maintenant que cette condition est équivalente à ~ (B) == 0 pour

toute ; ’-&#x26; Soit donc

~(B) = 0 pour toute ~B ? F’ .

Alors ou a rour toute ;B ~E en vertu de (B) == B.(B) ? A. 
aussi -= 0 . De ~(B) == 0 pour toute )’ &#x26;E + ~=1

il résulte à cause de ? ’!- C E ~ + inversera .1 . 

’

~.(F.) == 0 pour toute A 6: 

C’est H. [8], qui a le premier employé potentiels continus et plus

tard aussi M. G. ARSOVE [2] pour démontrer un théorème de convergence général sur

les fonctions sous-harmoniques. Le. caractérisation des ensembles de capacité nulle

suivant le théorème B5 a été indiquée indépendamment du travail de l’auteur [l]
G. CHOQUET [5] et [l0], ’.. , CHOQUAT et J. [il] et [12 ] s’occupent également

d’une axiomatique du princire du balayage. Des idées importantes pour le présent

article pe trouvent la thèse de l’auteur [1 ]

Tous les théorèmes 3 démontrés dans le deuxième chapitre de cet article~ sont

valables également noyau newtcni0153":-.

II. Une axiomatique pour la théorie du potentiels

3. Soit E un espace localement, compact. Par un noyau positif sur E on com-

prend une application .~ de dans R~~~:0~x~+ en

x et en v pour toute mesure de Radon et en (x y y) pour tout produit de

(3) La capacité d’un ensemble compact est la borne supérieure dos 

toutes les mesures portées par K et de potentiel T   1 partout. La

capacité (intérieure) d’un ensemble B .~R~’ est la borne supérieure des capaci-

tés des ensembles compacts contenus dans E .
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mesures. Le potentiel d~une mesura positive dans E est définie par

où J ’ f ~ fdu est l’intégrale supérieure de f relative à p... On a

0 ~Tj~(x) ~ + m . Nous considérons on outre le noyau ~ 1 , adjoint à
~ : 2J:’ (x , y) = j&#x3E; (V , x) .Le potentiel de 4" t relatif à une mesure

positive est défini par . 

’

Nous exigeons de 03A6 les axiomes suivants ? i

’Il existe une mesure positive ~ ~ 0 à support compact S,-, , telle que
soit continue dans E.

Nous introduisons les ensembles suivants :
/ ~

F et D sont des espaces vectoriels. 
’

A2 : i Soit B ~ E un ensemble universellement mesurable c’est-à-dire mesurable

pour toute mesure~ tel qu’il existe une 
~~_ 

avec 

. 

~X(B) ~0 . Alors il exis-
te une ~ 6 F’~ colloque et ~~(B) ~ 0 .

Soit ,

0n a maintenant la proposition suivante ;

PROPOSITION" 1 . - Toute mesure positive p- à support compact S appartient
U’ .

est continu sur le Il en résulte en vertu de la compacité
de S , 

.

1 ç. T’À f 11 %1Î( (x)1  0152&#x3E; .

, 

Pour tout compact Il de K est borne
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supérieure de A (K) pour toutes les mesures p telles que

_ 

/B.

(intérieure) d’un ensemble B " E est la borne supérieure des

capacités des ensembles compacts contenus dans B.

A l’aide de l’axiome A2 on a immédiatement 
’

1 - Pour qu’un ensemble mesurable B soit de ça-"

faut et il Suffit qu’il de mesure nulle pour toute 

Soit de capacité nulle. Supposons qu’il eXiste .Une ~B~ F+ avec

À.(B) ~ 0 . Alors on a suivant l’axiome A2 une F avec et
" 

" 0

’"/B’0(13) f:. 0 . On a alors pour tout ou T~B~(x) ~1 sur B ,

eu on a pris ~. =: ?r Il en résulterait que B est de capacité positive. In-

versement il résulte de X. (B) ::: 0 pour toute À F ~ que B est de capaci-
té nulle.

DÉFINITION. - "A peu près partout" (a. p. p.) signifie "sauf sur un ensemble universel
lement mesurable démesure nulle pour coûte 03BB~F+ .

~ 

Par c~la nous pouvons démontrer les théorèmes, connus pour le noyau iaextonien.

THÉORÈME 2. - Toute réunion finie ou dénombrable d’ensembles universellement

mesurables de capacité capacité nulle.

Soit une telle réunion :

résulte immédiatement ... 

que l’hypothèse À(B) = 0 pour . = 1 2 , ... entraîne

;B (B) =0 .

Soit On a T t’ (x)  ID à peu près partout.

D’après l’hypothèse on a pour toute 03BB ~ F+ la relation d  : CI) . Il

en résulte selon le théorème de Fubini

Supposons sur un ensemble de capacité positive. Alors on a suivant
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l’axione A2 une ’B 
0 
" F avec

On en déduit T  d’" 0 = a 9 ce est contradictoire.

La proposition suivante se démontre également en employant 11 axiome £ :
PROPOSITION 2. - Soit U £onction mesurable pour toute mesure. Si l’on a

! U ~0 pour toute .À ;2,. F ? il s’ ensuit
U = 0 à peu près partout.

Nous démontrons la proposition indirectement. .

Supposons U~x~ ~ 0 sur un ensemble de capacité positive. Alors il faut que l’un
des ensembles .

"’ " . 
o- 

+
soit de capacité positive. Nous le supposerons pour B . Il existe alors selon
i ’ axiome ih une 2..o #. F+ avec S 

J C 
B+ et 03BB0 (B+) = 0 . Ii x ’ ensuit

BU dÂ ~ 0 . Cela représente une contradiction avec l’hypothèse.
’ 

Nous introduisons encore l’axiome suivant :

A~ . Quelle soit ~ ~ 0 il existe T’ ~..6. D que

T’~ d~ ~ 0 ~ quel que soit T’ A ~ 0 il existe ~ ~.G ~ telle que
d~ / 0 .

L’axiome A.. n’est pas nécessaire pour notre expose. Il facilite la démonstration
et assure l’unicité des problèmes tra,ités. La deuxième exigence de l’axiome A3 est
réalisée. Pour tout T’À~~O il existe une G ~ telle qu’on ait

f T’ A d~ ~ 0 . Nous considérons un point x~ avec T ~0 et la masse

unité C_ 
x0 

= 2 ~ G placée en point x0 . 6n a alors

Si l’axiome A3 n-’est pas réalise . i-.Y- existe alors sur G la relation d’équivalen-
ce entre ~ , ~~~fG ~ J T l ,B d t.. 1 = f~ ~ "’ ~ b 2 Par

l’introduction d’un espace quotient il est possible d’employer les théorèmes relatifs
aux espaces en dualité également dans ce cas (N. BOURBAKI [6], p. 53).
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Remarquons que A.~ est équivalent à.

Aj : Considérons la forme bilinéaire (T~~.)’2014S~T’Â d~.... sur D x G ; les

espaces D et G sont en dualité (voir BOURBAKI [6], p. 48).

DÉFINITION. - On appelle topologie faible sur D la topologie la poins fine sur
D rendant continues toutes les formes linéaires (T’ ;B l ) ~ T’03BB el 1-’- sur D

lorsque  parcourt G . On note cette topologie o-(D, G) . On définit de la mêml
manière la topologie faible r(G ~ D) sur G.

On a le suivant, qui est important pour la. suite (N. BOURBAKI [6], p. 50)

71-1É9J$;iB0152 4. - Toute linéaire sur D , continue pour peut s’écrir

seule manière T J ,B ~ T’A d r pour une tl .::: G .
Nous voulons étudier ici le sous-ensemble H qui se compose des élé.ments

~. E. G avec Il p.!I .¿: ID 

,"’,

H contient selon la proposition 1 toutes les mesures ~ à support compact. Il

peut arriver qu’on ait li = G .

Nous considérons encore l’espace de Banach C( Il f Il = sup 1 f (x) ,) des fonctions
x~E

continues f sur E J pour lesquelles on a pour x -7B..) ; où (~) est

le point Gxandrov.

PROPOSITION 3. - Toute forme linéaire f -&#x3E;L,(;1) continue sur C peut s’écrire à

l’aide d’une mesure avec I : f2014-yL(f) == t~ d . Inversement toute
rnesure produit une forme linéaire continue sur C .

L’ ensemble (E) , ensemble de toutes fonctions continues dans E et à support

compact, est dense dans C (If. BOURBAKI [4 ], p. 60). Soit une forme

linéaire continue sur C . Pour elle on a

est également sur .)’1. ~~) une forme linéaire pour laquelle on a

1 L  f &#x3E; 1 Il f Il l . À ~E ~ ’ 

.

est unR mesure. Toute est limite uniforme d’une suite (f ) , oi~

Il en résulte L(r) = lim L(fn) = lim d  = d =fd .
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Soit f2014~ avec  0153 . On a alors selon les théorèmes de Pinté..

gration 
’ .

f --&#x3E;- J rd -B est une forme linéaire sur C .

Nous considérons dans cet exposé également des noyaux .f. qui satisfont non seù-

lement aux axiomes Al et ~ mais aussi à l’axiome A4

A4 ; Pour D on a T’À (x)~ 0 pour x --:&#x3E;Ü) . Dans ce cas D est

alors un sous-espace de c. Il est intéressant de savoir, si D’ = C (l’adhérence
de D relative à la topologie forte de C) ou si D ~ C . Dans le cas D = C , les

problèmes considérés uniques, dans le cas D 1= C en générale ils sont pas

uniques. On trouvera plus de détails plus loin.

4. Pour un noyau 1: satisfaisant aux axiomes A, ~ et A3’ nous pouvons déjà dé-
montrer un théorème de convergence très général. Comme on l’a déjà indiqué pour l’a-

xiome A3, l’axieme A3 n’est pas nécessaire pour la méthode. D’
f abord nous voulons démon"

trerune proposition. Les éléments .onB. éléments de G.

PROPOSITION ;1.. - Soit une suite de potentiels telle que converge

vers g à peu près partout. De 1 ’hypothèse |T n| :!- V pour tous les n = 1 , 2. ,..

’à peu près partout, où V est intégrable par toute 03BB ~ F , il résulte
lim (g dlB. pour toutes 03BB ~ F . De T n ~ T n+1(T n+1  T n)

n --) CD . 1 
~ 

n ) ,tl ’ r . n.. ~ - rl ...... 1 
- 

n

à peu près partout n 
d À 1 ~ pour tous 11 = 1 , 2 , .... il résulte

lim = {g d;B pour toutes les A~. F .
n 20140153 ) ’ ~ ~ 

;

Soit 7B un élément déterminé de F . De 1 V à peu près partout il résul-

te ni 6:. V preque partout relativement à ?-... Puisque V diaprés l’hypothèse
est inté arable pour 03BB , on à sel.on un théorème de convergence de la théorie de l’il

tégration(N. BOURBE! [4J, p. 149) :

En vertu de A= A. - ~ ~ où B~ ~ A~~F ~ on a

lim d/B= pour 
~ 

. 

’

De la même manière on a démontre l’autre partie du théorème. De
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T~ ~ ~~-n+l~ssp.T~~~ ~ T~~) à près partout ~T~ d’Bj ~ M(~) il

résulte suivant un autre théorème de convergence (N. BOURBAKI [4], p. 149)

Maintenant nous démontrons le théorème de convergence général.

THÉORÈME 5. - Soit une suite de potentiels, [4 ~ G pour tous
2014 ’" ! H ...,.~n -.~.................... ; ]~ .,,.,..!, ~"""

n=l y 2 y ~’J~ ~!~~~ est convergent à peu près partout E vers une fonc-

tion g , et si 
’

1~ ~~ fg pour toute À ~ F ~

2° les applications T’03BB dk sont équicontinues relativement à

(D. y G) y il existe une  ~ G , telle que
a. fï~. dn pour D 

’

j ’ ~ ~

b. -~T~ à peu près partout.

Dans la proposition 4 nous avons indiqué des conditions suffisantes 3 quand l’hypo-
thèse 1~ résult,e de . Tu. /2014~g à peu près partout. Considérons maintenant les appli-

cations

D’après l’hypothèse 1 0 il existe pour A 6:. F

en outre, selon ~°~ les applications

sont relativement à ~(D y G) . Il en résulte suivant le théorème de

Banach-Steinhaus (N. [6 ], p. 31) l’existence d’une application continue

T’ À À) , telle qu’on ait

Selon le théorème 4 on peut écrire T’03BB ~ L(T’03BB) sous la forme de

ou  ~ G . Il s’ensuit
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1°

De plus nous considérons

on a

ou AI ’ lt. proposition 2

jj = T r à peu près partout.

De Ti!".::: rz à peu près partout et g =: T  à peu près partout il 

sulte .

20 Tl.Bw -? ’1’ ji L °q e&#x3E;a partout.

Nous considérons ;naintenant. le cas où le noyau 03A6 satiafait awx axiomes A1, A2
et A4. En vertu de A4 le s potentiels T’ i. sont des éléments de C, c’est--à-dire

on a

T t ’)~ (x) ._~~ 0 çJour. x --} io .

Dans ce cas iI représente tous les éléments pL avec ll t.{" . G) . En général on
a

Par ce fait nous po’uvons formuler le théorème de convergence (théorème 5) de la
manière suivante:

THÉORÈME 6. - Soit (T p ) une sui te de potentiels, l.’ é H peUl’ tous, 

-.- t-n f ri ~

n = 1 , 2 , ......2!. (T n) est convergent à p?u près partout sur E vers une

fonction g et si 
’

1 0 (T "’--’1 dA -4 ( g d À. pour toute ).. E F ,

2° les applications f -u jf àLA n s f É fi $ sont équicontinues relativement à la

t,opologie forte de D CC, il existe au moins U!le jx C. H , tell,e que

a.. J f d , l-A. 11 ,-.%. , j (î d  p0l1T ., tout f él D ,

b. Tu n~ T  à pou près partout.
..

La démonstration correspond à la démonstration du théorème 5. est
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convergent sur l’ensemble D, dense dans D, et les applications sont équicon-
tinues relativement à la forte (tA D . Il en d’après le théorè-

me de Banach-Steinhaus (N. BOURBAKI [6 J, p. 31) la convergence de d n) sur

tout D vers une forme linéaire continue f-~L(f) . Pour D = C il y a d’après
la pro po si tion 3 telle qu’on ait .

L(f) = f d 1-’ pour toute 

Egalement dans le cas C on a une tot 6; H avec L(f == J f d  , parce que
toute forme linéaire f ~L(f) continue sur 15 peut être prolongée selon le théo-
rème de Hahn-Banach (u. [5J, p. 101) à une forme linéaire f ~ f df con-
tinue sur C, telle qu’on ait 

~ ~ = t!L)! et L(f) = f d  pour tout f ~ D .

Donc nous avons maintenant la connexion avec le théorème 5.

On peut encore indiquer une condition simple, sous laquelle les applications

f --)) f n 
sont équicontinues sur 15 .

PROPOSITION 5.-Supposons les n éléments de H..Si l’on a Il . M pour tous

n = 1 ,2 , ... les applications sont équicontinues relativement

à la topologie forte sur D (4)..
Par suite de la continuité on a

En vertu de !) , )1. n Il ~ M il en résulte

ou l’égale continuité des applications

donc aussi sur D ~L 

C .
.( ) L’espace D en gênerai n’est pas tonr’elé. Pour ce tels espaces~ on a plu-
sieurs théorèmes importants.~ en particulier sur l’espace en dualité de D .

Voir N. BOURBAKI [6], spécialement l’exercice 9, chapitre 4, paragraphe 2.
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Les théorèmes de convergence ici démontrés existent également pour

des ensembles compacts E . Dans ce cas on exige seulement du noyau 03A6 qu’il
satisfasse aux axiomes Al et A2° Le noyau ne satisfera en général pas à l’axiome
A,... Il existe alors sur G la relation d’équivalence entre 1 et 2

( f 1 - /-(.2 = ) :

Prenons exemple le noyau newtonien et comme ensemble compact li C 119 la

sphère et ur. :."Oint isolé placé dans la sphère. Alors il y a deux mesures

(niasse unité placée dans le point et x0 (située sur la Sphère),

telles qu’on a

avec S03BB~ E . Par l’introduction d’un espace quotient on peut adapter la méthode

ici développée à ce cas (compares aussi les expositions sur le "principe
de balayage’~). Si E est compacta G est constitue par les mesures sur E ~ parce

qu’on a en vertu de la compacité de E pour tout T’ 03BB 6:. D la relation

5. Nous nous occupons maintenant détail du principe de balayage.

On dit que principe de balayage faible, si, pour

toute mesure  ~ G et tout ensemble compact Jl C. E il existe au moins une me-

sure  telle que

1" .

2° Tr (x) = l’ 9 (x) peu près vartout sur K (5).
Pour u:. noyau satisfaisant a’x axiomes A. et ~, les ensembles de capacité

intérieure nulle ont été caractérisés suivant le théorème 1 de le. manière suivante :

Pour qu’un ensemble universellement mesurable B C. E soit de capacité intérieure

nulle, il faut et il suffit eu’il soit de mesure nulle pour toute Â.~F . Nous
voulons caractériser un ensemble B c:. qui est de capacité intérieure de lç

manière suivante : 
’

Pour ensemble universellement B’C K soit de capacité nulle, il

( 5) Voir CHOQUET et cette dénomination est introduite.
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et il suffit qu’il soit de mesure mille pour toute 03BB ~ F avec S03BB C K ..

Cela implique du noyau 03A6 d’autres propriétés. Soit 03BBK la restriction de 03BB
sur K . Alors nous introduisons l’axiome suivant :

i Soit et KCE un ensemble arbitraire.

Alors on a F r.

On a maintenant la proposition suivante.

PROPOSITION 6. - De l’axiome A’2 il résulte A2.
S;’it B un ensemble universellement mesurable. Si l’on a pour une 03BB ~ F

la relation A(B) ~ 0 ~ il existe un. ensemble compact K ~B avec également

~.(K) ~ 0 . Soit ’~ 1~ restriction K . Alors S~ /’;: K se-

lon l’axiome M toujours avec 03BBK(B) ~ 0 . De cette façon A2 est satis-
fait.

Nous pouvons immédiatement indiquer une classe de noyaux pour lesquels A’2 est
satisfait.

PROPOSITION 7. - Pour tout noyau, qui satisfait à l’axiome A1 et qui est s. c. i.,

~ est satisfait.
De la semi-continuité inférieure il résulte immédiatement que pour toute mesure

positive  le potentiel est une fonction s. c. i. (M. BRELOT et

G. CHOQUET [?!! )* Soit À ~ F . Nous décomposons /B en =- 03BB1 + 03BB2 , où

03BB1 est la restriction de X sur K et 03BB2 la restriction de 03BB sur EBK .
Alors on a

’£’)B1 et sont des fonctions s. c. i ... ’ &#x3E;~ +  -" ’ B2) =- ’.r’} 1 est

alors s. c. s. (étant donné que - est s. c. s. et T’À est s. c. i. et

s. c. s.). Il en résulte que T’03BB1 (et respectivement T’ &#x3E;"2) sont des fonctions

continues. On a donc ""B :-:..., 1i’ 
+ 

et S. selon ."B -"- 4’+ *

A l’aide de i’ axiomp jJ’ on peut caractériser les ensembles de capacité nulle de

la manière suivante : 1

PROPOSITION 8. - Soit (1’ un noyau, qui satisfait aux axiomes Al et A;2. Pour

qu’un ensemble universellement mesurable B C KCE soit de capacité nulle? il

f..ut et il suffit qu’il soit de mesure nulle pour toute À avec S .C K ~
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Nous décomposons ~ == ~. + où À ~ A 6rF’ ~ Â~ = ~~~y~F ~
On 03BB2(K) =’ 0 . De 03BB (B) = 0 il résulte on vertu do B C K immédiatement

/B .(B) =" 0 et inversement.

De plus on introduit les notations suivantes

,a principe du balayage faible relatif à un ensemble com-

&#x3E;;;..t K £ E /,y &#x3E; G Jn du novau 03A6 , qu’il satisfasse aux exio-
;1 

P ;il , t ~~ P ~,,~ , ~ ._..:~ ~ ~~ 1 ’~ ~ , ~..~ 4 
.~ ~ &#x3E; 

’ 

., ’Q ,’ ’ " 

. 

i n.;; sur D X 4"= e D ~ l.,"’ .I. ’1 DK ~ D , c’est-à-di-

f: toute ü r^t l!’ :  ~ i, ..T v n .w 
. 

:t" 

 03BB à  ’." ° pour tou t a. ’ f’ ~ DK ?’ n 
1 Pi et

so 
n t deux é 1 émen

’ 

s de G T con grus mad D, $ on a ‘ 
r 

‘_’’ . 03BB d1 
, = T’03BB d 2

tout T’ 03BB ~ DK . Pour toute classe  mod D (éléme nts de °1- ’ tv spaac e 

G/Do), désignons par  T’ 03BB , &#x3E; la valeur commune des élments T’ 03BB c : 

sque j-... parc , , ! es.i l’i I ( T’ ) ~ £ T ’ , , &#x3E; ,,st une

sur DK  (G/Do) . 0n a le théorème suivant (;:Y, ],
p. 54) o 

,

Î. . t r’ (DK , G/DK) sur DK est identique ï:â. la topologie

induite sur DK par la topologie fai ble (D $ 0

Gn ~w (i~ , , 1/"D*) t~. de 

~ ~ ~ ....~ P (T’ re ) ~ ~ Î .~ ’! ‘~ ~ ~ r ~ . ~vous s i cotte ~’... !..

De plus nous considérons sur DK x GK la forme bilinéaire
_~ 

- 

’ ’ 

~ ~ 

’ 

I~ g

(T’ 03BB ,  ) ~ T’03BB d  . Sur G ne,at er une relation d’ 

T’ 03BB d O ,  ~ G , poux tout T’03BB~ DK n’entrîne pas forcément c. _ 0 . Ce-
J 

" / , 0 ’ ,j - - ~i ..0 
’ ’ ~ 

À 
~’~ 

’

la se au si Il de positive et. u,~ 
: 

~.~c=n ~~. 
". ’O

point isolé. Considérons alors 1-’ GK/D et

% ^ forme biliaire (T’ &#x3E; , Y. - T’ 03BB, T &#x3E; sur DK s x (GK/D) . 1 .ï.J’ 

de ces semi- n ormes définit sur DK une topologie %?£ .

Nous avons maintenant théorème suivant:
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8. - le principe du balayage faible relatif à K soi t possible,
il faut et il suffit que les topologies ’K soient identiques.

Cette condition est nécessaire. Si le principe de balayage faible relatif à K

est il existe pour toute ~. au moins une v6.G ~ telle que

d = v pour tout T’ 03BB ~ D K .

Il en résulte

 
~ ~ 

-

les de ~ et sont identiques.

Cette condition est suffisante. T’03BB~L(T’03BB) = (ï’X d  est continu

sur D (relatif à la topologie (D , G)) et donc aussi continu sur le sous-espace

D.. CD (relatif à la topologie K). D’après l’hypothèse les topologies et

sont identiques, donc T’03BB~L(T’ 03BB) est également continu relatif à ’K .
Toute forme li,néaire continue sur D., T’03BB ~ L(T’03BB) (relatif à ’K) s’ecrit

selon le théorème 5 de la manière suivante 
’

où 1~ est un élément de ~i ~ il en résulte pour T’ ~~ ~; 

ou

De la proposition 8 il résulte alors

T)JL(x) = T» (x) à peu près partout sur K.

L’équivalence, indiquée dans théorème S, est très générée pour le principe de

balayage faible. Il n’est pas nécessaire de se Imiter a un noyau positif. Ici se pos

encore le problème de chercher pour quels noyaux 03A6 les topologies ÚK et ’K
sont identiques.

6. Nous continuons de nous occuper du principe du balayage faible. Pour ces recherche

rous employons seulement les théorèmes de 1~analyse fonctionnelle élémentaire.

Par C(K) o" désigne l’espace de Banach (II h" = sup Î Îa(x) Î ) des fonctions défi

nies et continues sur K. En outre on 2.
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D+(K) = {h ~ h (; C(K) et h(x) = TI À(x): 

Toute mesure  avec Sp C- K correspond d’unie manière biunivoque à une forme

linéaire * continue sur G(K) . Soit  donnée, nous définissons la forme li-

néaire 
" 

pour h par *(h) = (f) , où f ~ (E) est un prolongement
de h . Si inversement * est donnée nous définissons  pour f (E)’ par

~ (f) = ~(h)’~ où h est la restriction de f sur K . On écrit pour ~ (h)
aussi f h d ~ .

Nous introduisons l’axiome suivant qui permettra de donner d’autres indications

sur le principe de f cible.

A5 : Pour tout a ;&#x3E; 0 il existe au moins un T’ 03BB ~ DK , tel que T’03BB(x)  a

pour tout x K .

Par cet axiome nous pouvons démontrer une proposition pour des linéaires

positives.

PROPOSITION 9. - Soit ~’ un qui satisfait aux- axiomes A~ ~ ~ et A~. Alors
on peut prolonger toute tonne linéaire positive sur D(K) à une forme
linéaire positive sur C(K) .

Donc il existe pour tout a &#x3E; 0 une À 6. F~ avec T ’ ~. ~ a sur K , Pour tout

h 6-V = ~f : ! ttf t! ~ a , f (, il existe ~lors ur D(K) p tel qu’on a ~’
!t  a ~ h0 . Il on resuite - h,.  Soit P = { f : i f ~ 0(K) et f  0;-.

Alors on a peur tout h=- D(K) F-’ (V + P) () la relation - h0  h . 
étant une forme lin.éaire positive sur C(K) ~ il 3j’i recuite pour

(V + P) la relation

Selon un théorème de H. BAUER [3] (7) il est possible de la prolonger en une forme

( ) V + P représente l’ensemble de tous r + y , où et y ~ P .
" 

E un espace localement P cône convexe point,é saillant dans

E . Soit L une forme linéaire, définie dans un sous-espace vectoriel M de E *

Pour que L puisse être prolongée en une forme linéaire continue L positive, défi

nie dans E , il et il suffit que l’ensemble (V - P) soit borne infé-
rieurement pour au moins un voisi-.ase V de 0 dans E .
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linéaire L’ continue et positive sur C(K) .

Nous ne-s limitons dans ce qui suit au principe du balayage su" des mesures

G à support compact S  . Pour le du balayage faible il est possible

d’indiquer une autre condition nécessaire et suffisante.

THÉORÈME 9. - Soit G une mesure à support compact K un ensemble

compact de capacité positive. Pour que le principe du balayage faible relatif à K

possible y il faut et il suffit qu’ il existe pour tout ensemble compact S C. E

un nombre tel que l’on ait pour tout 1 ’ ,À C Dig et tout x ~ S .

IT’), (x1’ ~ M(S) sup 1 T ’ X., X&#x3E; 1
. x ~ K

Soit  une mesure à support compact S p. C S . Pour faciliter la démonstration
nous admettons qu’il existe entre h D(K) et Xe F~ une relation biunivoque.
Soit h ==B-1 ( ),) 6 D (K) ..Alors À = (h) est une application linéaire unique. Consi-

dérons maintenant sur Fy la forme linéaire

Avec /B==M" (h) o~a

h +L(h) est aussi une application linéaire.

Nous montrons maintenant que 1,a condition indiquée est nécessaire. Supposons que le

principe du balayage faible soit possible. Alors 0:1 a pour toute  à support 
pact no sure 03B3 située sur K, telle que

pour toute À 6 Il en résulte

On a

où 
* 

est la forme linéaire continue produit par 03B3 sur ’C(K) et h

L restriction de la fonction T’A sur K . Donc . = (h d Y est une

forme linéaire continue sur D(K) . Il on résulte pour toute 

Cette relation -vaiil:. pour toute  = Év . Soit y



3-21

la mesure déterminée par le principe de balayage faible

T ~y (x) = T j 1.° (x) à peu près partout K 0-

Alors nous avons

ou

on a

où est un élément approprié de DJB,’ pour lequel on 1

pour tout 

Puisque 1 T’ ÀO 1 est continu sur l’Gnsesrble compact S par conséquent également

bornée on a

M((.Ly) 14(S) pour tous y ~ S .

En vertu de cette relation résulte pour tout 6 DK

ou 

sur )T’À (x) 1 pour tout x ~ S .
~ 

La condition indiquée est e.ussi suffisante. Soit

sup sup |T’03BB(x)|
x=S 

~ 

Alors nous considérons la relation

ou

1

L’application linéaire bornée sur D(K) . Il en résulte la



3-22

continuité de h -~L(h) relativement à la topologie forte de D(K) 0

D’abord nous considérons le cas D(K) = C(K) . Alors

est une mesure sur C(K) et par suite d v avec ff où

se présente un prolongement de 1:1 &#x3E;£’ C(K) , est une mesure sur (E) . Par
cela nous obtenons pour T’À ~. D(Il)

ou

En vertu :le ia proposition 8, on a

= à peu près partout sur K 8

Dans le cas D(K) / C(K) toute forne linéaire h--&#x3E;L(h) continue sur D(K)
peut être prolongée selon le théorème de Hahn-Banach (N. BOHRBAKI [5 ], p. 69) à une

forme linéaire h -+L’ (h) continue sur C(11) , telle que

L(h)=L’(h) pour tout et ÎÎ L /1= Îj L’ 1) .

Par cela nous avons réalisé la connexion avec les expositions précédentes.

Dans le cas C(K) la mesure V n’est en gênerai pas déterminée d’une
manière unique. Il existe sur 0(1B) une forme linéaire continue h2014~(h) ~ telle
que = 0 pour tout Il ëJ5(K) (N. BOURB.KI [5], p. 70). On a cette relation

spécialement aussi pour tout h E D(K) ou

Nous ajoutons cette relation à ~.’ équation

et obtenons

S(T~" T(Y + ~)) dA = 0 pour toute 

03B3  0( est dans ce cas également une solution de ce problème.

Par exemple on peut exiger en plue du principe de balayage faible ~ que pour toute

  0 il faut déterminer une 03B3  0 . Dans ces considérations le problème en

question peut être unique également D(K) ~ C(K) .

Nous exigeons en outre du qu’il satisfasse à l’axiome A5. IJ. satisfait
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donc aux axiomes A.~ ~ et A~. Pour le principe de balayage faible
(positif) nous exigeons pour toute p- soit déterminée une 03B3  0 , placée
sur telle que sur K on ait

Tjj (x) == TU (x) à peu près partout.

Noue obtenons le théorème suivant.

THÉORÈME 10. - Pour que le crincipe de balayage faible (positif) soit possible,
il faut et " 

... suffit que T’~(x) ~ 0 (T’~6D~) pour tort xc K entraîne .

T~ (x) ~0 dans tout 3 . 
~’

D’abord nous supposons que le principe de balayage faible (positif) soit satisfaite

Alors on a po,u-r toute ~ ~ 0 ui;,c ~ ~ 0 y placée sur K 3 telle quo

T j~’ (x) == (x) à peu près partout sur K .

Cette relation est équivalente à

~(T~ dÂ =0 pour ou = 

On a cette relation spécialement pour L, == ~ . Il en résulte

En vertu de &#x3E;, 0 et T’)B(x) ~ 0 sur K nous obtenons forcement

La condition indiquée est également suffisante. Comme pour la démonstration du

théorie 9 nous considérons sur D(K) la forme linéaire

Soit S un ensemble compacta T’A ë: Dy avec sup Î  1 sur K

’ 

~ 
x~K 

’

Selon l’ axiome A5 il existe pour tout nombre a &#x3E; 1 une T’03BB
0 ~DK , 

telle qu’on
a sur K ~ Considérons T’~.. -T’A . Sur K nous avons 

,

D’après l’hypothèse il s’ensuit

ou
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,..... 
r, rm 1 ..., ( ) 1 - /. ’&#x3E; 0 

. 

dl’ -..... l t t. l T’ 03BB1 ,

Si sup l /B X -...’"1. , nous considérons le potentiel 
xéK 

. "

À 1 =~. A Pour T ’ &#x3E;B 1 on a

Il en résulte

ou

Haintenant les conditions du théorème 9 sont réalisées. lli;. a pour tout

Donc on a pour toute   0 au moins une mesure de support dans K telle que

T ~ (x) = T ~ (x) à pou près partout sur K .

Il faut encore démontrer qu’il existe au moins une y &#x3E;, 0 . D’après l’hypothèse
il résulte .çn«ir t,;oei.;t î" h, £E DK àu 5l ’ A(;;) z 0 sur K toujours T’ &#x3E; (x) # 0
dans tout l’espace E . On on déduit pour h ~ DK avec h  0 toujours

~ ’

La forme linéaire h~L(h’) est positive. Dans le D(K) = C(K) tout est

démontre. = est alors une forme linéaire positive (continue) sur

C(K) . Dérignonc V la mesure appartenant à 03B3* , nous obtenons, comme dans

le théorème 9~ la relation

où. ’’1 est positive.

Egalement dans ln c;as D(K) F C(K.) il possible de prolonger toute forme

linéaire positive la -% L(h) sur D(K) selon la proposition 9 à une forme linéaire

positive 11 ~ (h d -y. sur C(K) .
~ 

, } ,

Employant le:; ti1=.éor. 9 il résulte une autre condition nécessaire et suffisante

pour le principe de faible. Pour démontrer que 1a condition est suffisante,

on empl-oie ui  sur les vectoriels topologiques, qui résulte: .du
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théorème de Ce théorème est le suivant (N. [’5]~ p. 70) :
Soit X un espaee localement convexe, Y un sous-espace ferme de X y ot soit

Y 7~ X ~ Alors il existe pour tout x~ une forme linéaire L /~ 0 continue

sur X ~ pour lequel on a

L(x) = 0 pour x ~ Y et L(x.) = 1 .

Le théorème de Hahn-Banach est fondamental pour la méthode développée 3 particuliè-
rement pour le principe de balayage faible. L’auteur pense l’aide de la "forme

géométrique" J"’i théorème de (N. BOURBE! [’5D? p. 69) il est possible
d’interpréter " éométriquement" le principe de balayage faible sur un espace locale-"
mont convexe convenable.

Nous nous bornons les considérations suivantes au b&#x26;l yage d’une masse ponc-
Soit la masse unité placée au point x0 , K CE un ensemble compact

~0 
~ ~

de capacité positive~ K~ == K L~ ~x~~ ~

11. - Soit Jl C E uii E&#x3E;nsemble éfi un no-

yau possédant la. propriété gue pour tout &#x3E;i, ;é=_ E B IT l’ensemble B- est fie capacité
’ ’ " "’ ’"" ’"’ " ’ " ’ ’ " " ’"" " °’ °° "’ " ~’ ""~ " 

." 
" " " "’ """ " ’ ° ’ ~ ... -.. 

~0

positive. Pour que le principe de balayage faible _pour 1, :, m£sj,e,, ,lac,é,e )£ 
x0 É lll ’Il soit possible, il fa.ut et il suffit qi&#x3E;.e la fonction ho ne soit pas un

élément de D0(K0) , c’est-à-dire j)"(KO) # 
Nous démontrons,d’abord, que la condition mentionnée est né c e ss aire . Sà.pposons pas..

sible le principe de be.le.;{age faible pour le; noyJ.u §5&#x3E; , Alors on pour toute ~x
lme mesure U. ..t 81. use #’ sur K t el. "’Il e Que 

-- 

’-0

frit 1) d ~x0 = (T 1,:’ pour ;B 2. FK .

l’Tous démontrons que, dans ce cas, hO ia’ est pas un élément de DO (Ra) . Supposons
ho e DO (K0) . Alors il existe une suite (hn) de DO (KO) convergente uni.formément
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vers h~ . On a selon la définition h (x) = il’ (x) pour tout x ~ IL ,

De

~hh - h0~ = ,&#x3E; n(x) - h0(x)| ~ 0 pour n2014&#x3E;GD

on c. en vertu de h~(x) = 0 pour x ~ K

Nous condition néccssaire et indiQ.uée dans le théorème 9

Posons S = { x0} et nous obtenons

Il en résulte T’A (x) ~ 0 ou
n u

Cela représente cependant contradiction avec = 1 ~ donc on a

Cette condition est également suffisante. Pour la démonstration nous employons un
théorème résultant du théorème de (Voir remarques avant le théorème)

D’après l’hypothèse la fonction h0 ~ C(K0) n’est pas un élément de D0(K0)
Donc D0(K0) ~ C(K0) . On a alors une forme linéaire cB 

* 

/ 0 continue sur 
(K. BOURBAKI [5], p 70), telle que ,

0(~’(h) = 0 pour h ~ et ~’(h~) == 1 .

Soit la mesure correspondante 03B1* , 03B1(h) = 03B1(f) = {fd 03B1 , où h est

la restriction de f ~ (E) . De 03B1*(h0) = (f0 dx =1 il résulte x0 ~ S03B1 .
La démonstration se fait indirectement. Supposons x0 ~ S . Il en résulte

03B1 *(h0) = f0 d03B1=0 à cause de S.,C K ot f0(x)=0 pour x ~ K . Après constructior

cependant c/ *(h0) = 1 . Cela est une contradiction, donc on a x0 ~ S .
Maintenant nous démontrons qu’on a également S03B1 ~ K ~ Ø . D’après l’hypothèse
concernant  , B, est de capacité &#x3E; 0 . Il existe donc une JB. ~ F avec

B ~ 0 , &#x3E; 

1 
et 

..
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(Voir la démonstration de la proposition 2). ,

Supposons S03B1 = Apres construction de 0( nous avons

03B1* (h) = f d;{ = 0 pour toute fonction h ~

Cette relation existe également pur toute h ~ D0(K( où selon la définition
de h on G h(x) = T’À (x) et T’:.B ~ DK .

Il en 

Á "’(h) = do = 0 pour tout T’À é" 

De Sf)( = on obtient de plus

C = T’03BB d (J( = A ) T’À == pour tout T’À E DK .

Selon les explications précédentes il existe cependant T’03BB1 ~ D avec
. 

e on es exp 1.C;: tions r::rec:)a.en es} ", 

exist e cependant T’ - t::.. K 
avec

0 . La relation S. = n’est pas possible, donc on a

() K ~ Ø . Le support de ,X se trouve sur K et {x0} . Nous décomposons
~ on

De 1 = (~(E~) = =A~(x~) ==~ il résulte A=l et

La mesure x n’est pas forcément &#x3E; 0 . Soit T’03BB ~ DK 0 Nous trouvons’ ~0 ..

dÀ = d~B = a pour tout 

ou

T ~x0 (x) 
= 

Xo 
(x) à peu près partout sur K .

Nous pouvons encore donner tme condition suffisante pour le principe du balayage
faible. On a le théorème suivant.

T:ÉORÈ’’E 12. - Le principe de balayage faible est possible (pour la masse unité),
lorsque ~ D(K) = C(K) ..

En vertu de il existe une forme linéaire ~ ~0 continue sur
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C(K~) ~ telle qu’on a pour tout la relation (h) = 0
(K. BOURBAKI [5], p. 70). Pour nous obtenons

Il faut que Xp 6 3;x . Sinon, soit S . Alors on a en vertu de S03B1 C K
pour f continue arbitraire la relation

ou est lu. fonction caractéristique. Il existe pour toute h ’ Ci:. C(K) en vertu

de D(K) == C(K) una suite (T’~ ) , E:D-, , telle qu’on a
n n f~

uniformément sur K.. Alors T’B ) est convergent uniformément vers 

Il en. résulte de ( . ) pour toute h . 

.

ou en vertu de ) (T’À n n dOt . = 0 .

Nous avons ~. = 0 , ce qui représente une contradiction.

x~ est un point isolée il faut soit de la tonne

Pour toute nous obtenons selon ( * )

pour tout T’~ ff Dy . On en déduit (~tB.’ = l-J-. )J~. .t1.. X~ { ~~

(y) = (x) à peu près partout sur K.
~0 ’ ~0

Nous indiquons maintenant une condition nécessaire et suffisante pour que

D(K) = C(K) . Le noyau 03A6 est supposé satisfaire aux axiomes Al et’)’;’2-

THÉORÈME 13. - Soit K C E un ensemble compact de capacité &#x3E; 0 . Pour que

D(K) = C(K) , il faut et il suffit que les conditions suivantes relatives a
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deux mesures -É 0 II "*à _ fi?

’ ,- Q .L 1(x) = T "’t"’ ) : 
,’ 

x)  -; "’Bpl nr- " ::;) ,.., T" pasrtout sur K ,

ù ntùl’ °’ 1er + ,.., enq_ V Ôà ; - l

La relation ’1 T 1 et b9 p,, à peu ’rB""’&#x3E;:I..-"’ ... t..’..,...+ ’it , iist. ’f’W,...
ce , 

ii ""lC’ ;-:.,,-. "1-Y;-~)"’" ’t _l"" ","Q8_tÓ .io’~"" :: ,., o iid. L gi "C1 S it D ( 11 ).’-:Ot...ù .~...," ..........J..:.,:1. o.!..’.~ ~l...B...:L...&#x26;.i..H....l,-;.IJ .. CL D’:;C’:’:v..jl. JV B....,:.._’ ~Ol!(~.:~or..:.~ .,.¿J.!..,L:!.B,’1UE,..,:.,08 0]. 
. 

Jo

1 .ù,n s £ ( il ) , c 1 e i; %, D ( 11 ) ::: (:(1’B-) . ôi;. l «&#x3E;n l 0’" .;:

peur toutes les ~B== ’.B. - ~p , «,, ~, , ~.~~F~ :. = 

~. - ~ ~ S~~K ~
Ici h est la restriction de T’A sur K et *

°° 

le forme linéaire correspon-

~ . Soit Nous obtenons alors.

où h est la restriction de f sur K . Il en. résulte

En vertu de D(:K) = C(K) on a

Les conditions indiquées sont également suffisantes. Pour toutes mesurée 

"’" . suffisantes aux conditions 10 2° soit toujours l ==’ ~ . Supposons

D(K) ~ C(K) . 
i.J 

Alors il existe 
..L 

forme linéaire ;.,J ... sur C(K) , telle que
lX * ~ 0 et. 03B1*(h) ::;; 0 pour tout b-6: D(K) . Pour h E D(I’:) nous obtenons

D’après l’hypothèse ).1 en ré S :te 03B11 = Ç"’-J ’" = . Cela représente CG pen ...D’après C ..L 0 - 03B12 ou 03B1* = 0 . Cela représente cepen-

dant une - 03B1* ~ 0 .

Co valable également pour tout E . k 
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indiquée est ors nécessaire et suffisante pour que D = C , si le noyau 03A6 satis-

aux A1, A2 et A..
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