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ZUR LE ROLE DES POTENTIELS CONTINUS DANS LES FONDEMIN:
DE LA TEEORTE DU POTENTIEL (1)

par Gottfried ANGER

1. Introduction.

Dans cet exposé nous développons une méthode en partie nouvelle pour la théorie
du potentiel. La considération des potentiels continus est fondamentale. 4 1l'aidc
d'une transformation appropriée il est possible de transformer des problémes de la
théorie du potentiel en des problémes relatifs & des espaces vectoriels topologiques.
Nous trouvons sur l'ensemble des potentiels continus et sur 1'ensemble des mesures
une forme bilinéaire. Cela permet d'introduire des topologies adaptées & la théorie
du potentiel. Nous applicuons, par exemple, les théorémes de Hahn-Banach et
Banach-Steinhaus. En se limitant aux mesures avec unec norme finie; les considérations
deviennent trés simples. Dans ce cas les problémes de la théorie du potentiel sont
 transformés en des problémes de 1l'espace des fonctions continues. Nous y avons été a-

menés par des problémes de methéma'iques appliquées.

I. Considérationg sur le novau newtonien.

n .
2. D'abord nous nous occupons de l'esvace R~ et du noyau newtonien. Plus tard les

théorémes obtenus seront employés pour une axiomatique générale.

. n s 3a . 3 . . .
Soit E = R* 1'espace euclidien & n dimensions, Q? le noyau newtonien,

@(x,y)zl 1l4n-—2 pour x £y et é(x,y):-&- ® pour x =y , n 2 3,
X -yl ,

K CE un ensemble compact, B CE un ensemble borélien, S (E) 1'espace vectoriel

1 . . . . t s s iy 2 . R

{ ) Ce travail cui développe la conférence faite au Séminaire a &té particuliérement
favorisé par une bourse accordée par lz Centre National de la Recherche Scientifique-
et c'est & Monsieur le Professeur M. BRELOT que j'adresse l'expression de ma gratitm-

de la plus sincdre pour 1'intérét et l'assistance qu'il a apportés & mes études.
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des fonctions numériques finies continues dans E et & support com act ; i une
’

mesure de Radon, St; le svpvort de s

s

Tt-""(x) = ; (x5 7) d‘U(Y) s rL&O .

Nous employons 1l'intéerale =elon N. ™MWRBArI (4

Fous indiquons d'abord les théorémes les plus importenss pour le novau newtonicn.

~

Ensuite nous étudierons une axiomatiqus générale.

-r'l‘ " o . - .
THEOREVT b - I1 existe une mesur: positive )\;é 0 & support compact S N
telle quex~—5 T A(x) soit {finie) continue dans T .

Cette propriité est triviale pour le noyau newtonien. Kous considérons par exem-

ple 1o potentiel :
’ 3 . { SN
T pe (x) = }‘*%’t(( s V) dt.\(y) = {P(x s ) das(y) .

If.,n ( X
L'intégration doit &tre considérie sur la sphdre Kn = -1 vo: IXO -y = RJ .
Nous avons p r exemple dans R3
2
4T
f“(y) = 1 I_ pour |x -x.] 2 R ot Ty(x) = 4TR pour Ix - x.] £R.
- }\O: 0 0

On introduit les notions suivantos

Fro= $>\ A 20, s \ compact et x--3T A{x) finie continue}

= I N = A - Q N A e Ft)
F A A 17 T2ty M EEY ’
e A}
p* = T f=TA, XNe&F ,
D = {f : £ =TA A B
J
F et D sont des esrmaces vecioriels.
TI0rEME u? - Soit B €% un ensemblz borélisn, tel qu'il existe une » € F'
avec A(B) # 0 . slors il existe wune }\O eF sbelie que S>\ “ B ot )\0(}3) A0 .

0
Ce théoréme résulte du thioréme A,é Nous désignong par -’\I’ la resiriction de la

mesure A gur ¥ s

Al

_.; . . - + - E +
HEORIME ije = Soit A& F et T un ensemble compect. Alors on a M EF
- ———— ——— \

Pour démontrer ce théoréme, nous nous bascns sur le Tait que,pour toute |+ posi-~

tive le potentiel Ti"t est une fonction semi-continue inféricuremant (s¢ co 1a)e
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Soit ’?\1 la restriction de A& F+ sur K ; ’.>\2 la restriction de A sur
E~-X ou CE . Alors on &

TA(x) = T'/\.l(x) + T’/\,)(x) .

Donc T'?\l =T\ + (- T?\Z) est une fonction semi-continue supérieurement st
puisqu'elle est éiclement s. co 1., T/\.l doititre conbimue, c'est-d-dire
N EF (st ALE F)

NHous démontrons meintenant cncore le théoréme .4? Soit B < E un ensemblec boré-
lden et A £ T une mesure 3 A(B) #0 . Alors il existe un sous-ensemble
¥ € B (4. BOURBAKI [4] ), tcl qua "A(K) #0 . Soit /\K la restriction de
‘A sur K . Nous avons A, & F R S)‘K B et "KK(B) £0.

Les thdorimes Ay et &,,resp. les théoremes sy ot é sont la base de 1l'axiomatique
ultéricure. 4 1'cide de cas deux théorimes servan"r, G'axiomes on pout déjd établir
une axiomaticue large de la thdorie du potenticl. Les szutres axiomes, les théorémes
et 4

suivents a n'ont pas la mBmc importance.

37 4 5
svant A'expliciter les théorémes A, A4 et AS aous nous occupons des théorames
>
suivants

7 S0REME B - Soit |+ 2 0 . Pou: qu'un potentiel T frooe soit pas identicue-

ment infini, 11 faut et il suf it que T e soit intéarablo pour toute N £ Fr
Yous avors }T A\ fl(a (Tu. an .

)
T SOREME ?2. - 51 deux masures positivos }.«:1 at P gout telles que
(Tf*l i = ST*; 2 d2A pour toute Xg—_ rt , lco mesuves - ot ja, csont iden=

1~

tiques.

Ces deux théorimes ont été ddmontrés par . CARTAN eu supposant mémc seulement
que les - sont les distributions uniformes sur les sphires. Les distributions
sphériques sont un sous-ensemble de F . La démonstration du théoréme B, corres-
pond alors sxactement & la Cimonstration de H. CuRTal. )’: Ty X = {TA d}»
résulte du thdorime de Fubini. Le théoreme B, peut déja Stre démontré & l'aide des

distributions sphirigues. Il cr rdsultele théordme pour toute A E F .

De pluz on iatroduit les notations suivantes

e g ) _f . ¥
{‘.& x et Tr@f CD) y G = 1:»‘»-‘“—?«1""-&2; ?«*19 '»"26(}3
’ _— .
H = }m\-\ e 86 ot [pl el if}f}%@) jer o
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Soit C 1'espace formé des fonctions continues sur E = R® tendant vers O
lorsque x tend vers le point & 1'infini &2 (avec la norme ”f 'l = sup |f(x)l).

On a le théoréme suivant.

T EOREME :"13.-Qualla que soit py #0 dans G, il existe T 'J\le D tel que
"1 T?\l d iy # 0 , quel que soit TA, #0 dens D, il existe o € G, telle que

v

Cm
TA, dh%—o .

}
Supposone cu'il n'existe pas de T >\1 €D avec J.T}‘l dttl # 0 pour ung

Il - _ . N “\ + _ 3 - -

5‘11 € G . Alors on a j A dp, = 0 pour toute TA €D ou 5T/\ djay = ITr\ dfy

~ -~ s LY N s n. . + -
pour tcut  TaA «= D o En vertu du theoreme B2 nous avons immeédiatement 4 1= |¢1
ou gy = 0 . Done il cxiste au moins une T )1 avec fT/\l d}«l #0 . Soit main-
tenant T ?~2 #0 . Alore il v a un point Xy evec T;\Z(};O) £0 . Soit £, la

it o1z R 0

masce unité pluacée au roint % - Pour elle on a
{T\.a&. =TA_(xy) £#0 . 0n a cependant € & G . Ainsi lo théordme est com-
J < Xq 270 X

plédtement démontré.

o

T EORMME A4. - Pour tout TA& D s hous avous T)—-—?O pour Xx—>C e

Puisque :

(IJ (x , y) = 1 -~ —3% 0 pour v -2
’ lx -yl 7%
cil a
lTXG) ] = 1{ Dx, v) aA@] € BAl sup [ F(, =20 pour v w.

i Xe S)\

THEORTVE AS' - Soit K wun ensemble compact avent la propriété qu'il existe unc

AEF avec SA~C K et N#0 . Alors il existe pour tout a >0 une A E&F

avec Sen T et T?\O(x) »a sur K.

- + - R )
En prenent pour ’\1 ; 1'un non nul de A ou A~ on voit gue T)\l(x) est

fini contizu > 0 , d'ol, & cause de la compacité de K , 1l'existence d'un nombre

o0, tel que
T,\l (x) 2 E pour tout x €K .

En multipliesnt par un nombre convenable, nous obtencns une 10 répondart a la

question.

Maintenant nous démontrarons encore trois théorémes importants.
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AT s by . o M4
THIOTEMEA BB. - (TN, }u) —>3T A d’,.&.. est une forme bilinéair: sur D » GB.. Les

agpaces vectoriels D et G sont =n dualité.

De nropriétés de 1l'intézrele il résulic immdédiatcment, que (T\ , K )= 5’1‘}\ d

gur D x G est une forme bilindaire. Par suits du théoreme &, les espaces D ot G
g !
ont en duvalitdé. ainsi on obtient une connexion avee les espaccs vectoriels topole-

gigues. Maintenant on pout appliquer les théorémes des espaces en dualité 2 la thée-

a

rie du potentiel.,

mF ’ . e I N
Désignons ‘a2 & 1'anzemble de toutes G avee 1'énergie finic | T O'f" < ®

P

¢ + o
= -“’zn..s i.LéG et X T(\\ dtg -(.GD} .

alors on 2

- Tout potenticl T Moo e & E , est limite croissante ds potentiels
continue Tv o €D.
i i

o o ot . ' .
soit po& E et £ A compact. Le potentiel T est s. c. 1., donc mesurable
pour & . Lous pouvong avpliquer le théoréme de Lusin. Il existe pour tout n > O

un snsembla compact Kn C St"‘ avec
t-g,(s - Kn) <=, KCK 28 -

ot tel que la rostriction de T*g a Kﬁ soit continus. On o alors

) ,

-d

Tpo = Ty + (= ¥

avec i 20 et M- VY. 20. Ty =Ty _ =~ T(p - Vv ast la somme de deux
= Vi b n f n (1 n) ) °
fonctions s. ¢. i. : chacune de ces Cornicres fonctions est done continue sur Kn .
Selon lc théoréme dc Evans-Vasilesco Tw = est continue dans tout 1l'esvace

+ . ca s
B, v, £ F  (le novau newtonien est un -oreu résulier). Soit de plus

- . / 2
:,in:K_\.I\n—lp 1’1?—'1,2,..., RO: .(l' ()-

Introduisons la restrictio >\n de }A. sur Mn . Hous avons évidemment
+ H
+
AN, &F et .
2,
Ty = > TA . .
n e i
i=1
_ . . * I NP 1
Par construction Vo eroit et - \ L=
Q)'_ id
Done Ti = linTv =, TN
V’ [7"‘ 1
i

") Pour doux ensemhles A , B nous notors AB 1l'ensemble 4 /A\CB noté souvent
A-B, surtout si L DB
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Grace au théoréme 34 il est maintconant possible d'établir la connexion avee
les methodes précidentas

le théorie du potenticl. On a le théoréme fondamental

TUHOREME 85 - Pour gu'un ensemble borélien B CE soit de capacité (intérieurc)

mulle (3) i1 faut et il suffit qu'il soit de mesure rulle pour toute A € F

On connait le critore CARTAN [8] que B uoit de mesure nulle pour toute
+

F‘G.E .

Démontron . maintenant que cette condition est douivalente 3. tA(B) = 0 wpour

+ r . el
toute V.G 5 . Boit donc

A(B) = 0 pour toute A ¢ .

-t 2, - +
Alors on & pour toute |+ &R on vertu de j+ (B) = ‘ A, (P) , ”Ai E T
. N - I i::
aussi f&(ﬁ} =0 .De J42) =0 pour toute | €8
: . RN S
il vésulte & cause de ¥ C B , inverseme .t
+

A(B) = 0 pour toute AET .

ftest He CART. [8, qui a le premier employé les potonticls contirms et plus
‘tard aussi M. G. 4RSOVZ [2] pour démontrer un théoréme de coavergence général sur
les fonctions sous-harmonicques. La caractérisation des cnsembles de ca apacité nulle
suivant le théorimc 35 o été indiquée indépendamment du travail de 1'auteur [1]
per G. CHEOGUZT [¢]et [10] ¢ . CHOQURT et J. DALY [11] et [12] s'occupert cralement
d'une axiomatique du princip

e &
article se trouvent dans la thise de l'auteur [1]

Tous les théorimes, démontrés dans le deuxiéme chapitre de cet article, sont

valableos également pour:le novau newbtcnien,

1I. Une axiomatique pour la theoric du poteantiel.

3, Soit T wun espuce localement  compact. Par un noyau positif sur 3 on com-
(

_— N
nrend une application QE de & x I dans Ri =¥ x: 0 <€ x < + ®»?, nesurable en

z et en v pour toute mesure de Radon =t en (x , ¥) pour tout produit de

¢st la borne supérieure des '#(K)-
rour toutes les mezures portées par K ot ¢ itiel Tf“< 1 partout. La
capacité (intérieurc) d'un ensemble B JR™ est la borne supérieure dcs capaci-

» 4 1

tés des ensembles compasts contenus dans = .

—+
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mesures. Le potentiel T+ diuse mesure positive dans E  est définic par

T;‘*(X)=)"’;f:(x,y)dh(y) ’
ol { fd o est 1'intégrale supérisure de f relative & w . On a
Trx (x) ¢« + ® . Nous considérons on outre le noyau @' , adjoint a
P, y) = ci‘- (v » x) « Le potentiel T'lu de &' relatif 3 unc mesure
positive P est défini par '

0 ¢
D

) = (8, ) A
4

Yous exigeons de 8? les axicmos suivants @

Lt

4 T1 existe une mesurc positive AF# O

1y,

gupport compact S+ , telle que
X—TA(x) soit continue dans E .

Nous intrecduizons les ensembles sulvants

"

? AN ‘; 0, S«)\ compact et -—} A (x) continue}
- . o
D*:{fg T)\,'AcFS,D {f:f-.—.T', ,}\..QF}
7

-

l-)*

F et D sont des espzces vectoriels.

32 : Soit B CE uu ensembie universellement mesumble c'est-a~dire mesurable
pour toute mesure, tel qu'il existe wne ‘A& F avec A(B) #0 . alors il exis-
te une A, € F ytelleque S~ < B et N\L(B) #0.

0 : ’r\o 0
Soit
+ .
G = § ¢ >0 et
{roero o ]
(3 == v ° — . o +
G = {F‘“r‘* Po=bos My P:“'G}

On a maintenant la proposition suivante :

(* ) dfa < + ® pour toute 165“:}

PROPOSITION 1. - Toute mesure positive M a4 support compact S t& appartient
oG
T*A  est coutinu sur le support de Mo I1 en résulte en vertu de la compacité

de S'rL

| S* T'A dp | < i wil sup T\ %)< @ .
) xé_SF
DEFINITION. - Pour tout compact KCE , la C}!-cap{..cité tde K est 1. borne
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supérieure de A (K) pour toutes les mesures p telles que

ACF S\C K et T'A(x) €1 sur K ,
/

la 4> '-capacité (intérieure) d'un ensemble B (E est la borne supérieure des

cepacités des encembles compacts contenus dans B .
4 1'aide de l'axiome A, ona inmédiatement

-~

THHOREME 1 - Pour cu'un ensemble universellement mesurable B C_E soit de ca-

pacité rulle, il faut et il duffit gqu'il sc't de mesure nulle pour toute AA.C F,

; B PN . R - .+
Scit B H de capacité nulle. Supposons qu'il existe une A&TF avec

A(B) £#0 . ilors on a suivant 1'axiome A, une loé ¥ oavac Sy CB et
) 0

"\“0(9) A0 . On a alors T'A (x) €M pour tout xEE , ou T';\.l(x) £1 sur B,
ol on a pris ",l..l :-,71,1 Ao * Il en rusulterait que B est de capacité positive., In-
varsement il résulte de N (B) = O pour toute A€ F', que B est de capaci-
té nulle.

DEFIVITIOE. - "4 peu pris partout”(a. p. p.)sigrifie "sauf sur unensemblc universel-

< .
lement mesurable demesure nulle pour voute MN&F .

Par c=la nous pouvens démontrer les théorémes, connus pour le noyau newtonien.

THXOREME 2. - Toute réurdon finie ou dénombrable d’ensembles universellement

mesurables de capacité nulle o une c.pacité nulle.

Soit une telle réunion @

oo
B= (/B «De A(B) = A(UB,) & Z A(By) s oh AzTF,
i=1
résulte immédiatement que 1l'hypothése A(B,) =0 pour i =1, 2, ... entralne

A(B) =0, :

TEKORRME 3. - Soit r VE G . On & T(*(’c) ¢ ® & peu pris partout.
D'aprésl'nypothése on a pour toute AEF 1z relation [’I A dMd € @ I1
en resulte selon le théoréme de Fubini

gT'}\ af = ﬂ p() ) ¥) d\(v) dfx(x) 5§(X y ¥) dp (x) GA(y) =
(T}L (y) d)\ (7) ¢« ® .

Suprosons T P(‘X) = ® sur un ensemble de capacité DOSlth(—). Alors on a suivant

&



llaxions A, une 2 &T  avec

S5 CB= \L,{ : Ttu' (x) = c’>j et '3'10(}3) £0 .

’ . 4 ™ . y . .
On en deduit J* Tu 4 /\.0 = ® , ce qui 28t contradictoire.

La propocition suivante se démontre également en employant l'axiome A2 s

PROFOSITION 2, - Soit U une fonciion mesurable pour toute mesure. Si l'on a
re y B - + N N .
J UdAa =0 pour toute A& F, il s'ensuit

U=0 23 peu prds partout.
Hous démontrons la proposition indirectement.

Suprosons U(x) # 0 sur un ensemble de capacité positive. Alors il faut que 1l'un
des ensembles '
*_ S ol -_ f_. ¥
B--lx:U(x)E»O, ou B” = Jx: U(x) ¢ 0} ,
J L 4
soit de caracité positive. Nous le supposerons pour B o I1 existe alors selon

1'axiome iy une .).,O"—’:. " avec S\ C 3" ot ’7RO(B+) #0 . I1 s'ensuit

{

VU aA 0> 0. Cela représente une contradiction avec 1'hypothése.

Nous introduisons encore l'axiome suivant @

Ay i Guelle que soit i, #0 dans G, il existe T'T\le. D tel que
T')*l‘d?"l #0 ; guel que soit T! ,-\2 #0 dans D, il existe k2 &G, telle que
mr g p

L'axiome fig n'est pas nécessaire pour notre exposé. Il facilite la démonstration

et ascure 1'unicité des problimes traités. La deuxiéme exigence de l'axiome 4. est

3
réalisée. Pour tout T'X'z #0 il exviste une oy € G, telle qu'on ait
1 >
' £ . louc idérons ur i : e TAL £
fT L dpo, #0 . m:u considérons un point x, ave Tr\z\xo) £ 0 et la masse
unité E‘x = '4. 2 & G rlacée en point Xy On a alors

0 0

Si 1'axiome A3 ntest mas rialisd ;i1 existe alors sur G la relation d'équivalen-
n . () by, = ', it T
ce entre By o f"”EG : {L A df'l )(T A d}.z pout tout r/\e_D . Par

~

' 12 = (ngs _ \
)(T /\,a-k = fne, dRZ_T‘)\Z(XO),go .

-

1'introduction d'un espuce guotient il est rossilble d'employer les tidorémes relatife

aux espaces en dualité également dans ce cas (. BOURBAKI [6], p. 53).



3-10

Remarquons que A est équivalent 3

A'B : Cons’dérons la forme bilindaire (T'A, y-)-—?fT',\ dje sur D x G ; les
espaces D et G sont en du-1ité (voir BOURBAKI [6], p. 48).

DﬁFL‘ITION - On aprelle topologie faible sur D 1la topologie la moins fine sur
D rondant continues toutes les formes lindaires (T'A , ,'b.) -~—ro LA ¢ sur D
lorsque t’x parcourt G . On note cette topologie 0°(D , G) . On définit de la méme

maniére la topologie faible (G, D) sur G .

On a le théureme suivant, qui est important pour la suite (M. BOURBAKI [6 ], p. 50).

THEPFEME 4. - Toute forme lindaire sur D, continue pour o (D, G) peut s'écrire

N " P/ = bt
d'wne seule manidre T'A --—-‘_95 T1A df‘ pour une *tc:(} .

Nous voulons étudier ici le sous-ensemble H C G , qui se compose dec éléments
,w < G avec ”}k” L o
{ L | R
H - ¢ g e A ad
H = i fri MEG ot I 1l < ® .

-

d contient selon la proposition 1 toutes les mesures f.L & support compact. Il
peut arriver qu'on ait i =G .
Nous considérenc encore l'espace de Banach C( || £] = sup |£(x)]) des fonctions
x& B
continues f sur E , pour lesquelles on a f(x)—30 pour x-—w ; ol (1 est

le point d'4i exandrov.

PROFOSITION 3. - Toute forme lindaire £ ~>L(f) c,ont.Lnue sur C mpeut s'éerire &
1'aide d'une mesure }L. avec ” y H < ®, f—L(f) = )f d’* . Inversement toute

mesure \.& avee ” t\ ;l @ produit une forme linéaire continue sue C .
{\ 3 ) . .
L'ensemble (R (E) , ensemble de toutes fonctions continues dans E et & support

compact, est dense dans C (i¥. BOURBAKI [4], p. 60). Soit f—aL(f) wune forme

linéaire continue sur C . Pour elle on a

luo) ] ¢uliell, el = sup le)]

&k

f—L(f) est également sur R (2) une forme lindaire pour laguelle on a
L)) eullel .« sr AE) '

f-»L(f) = ff' dl»L

est une mesure. Toute f & C est limite uniforme d'unz suite (f ) 5 ou

fﬂé, ﬁ,f;(E) . I1 en résulte L(f) = 1lim L(fn) = im (¢ d}«» = :me dr f@}*
n—@ n«\co)
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Soit [ Qf‘ d’,\ avec Hf‘ ” < ® . On a alors selon les théorémes de l'inté-

gration

lffdpf s el el <ullell

e}

f—s Sfd .. est une forme lindaire sur C .

PR

Nous considérons dans cet exposé 4galement des noyeaux C}" qui satisfont non seu=-

-

lement sux axiomes Al et A2 mais aussi & l'axiome A4

A, : Pour “out T'\NE D ona T'A(x)~30 pour x~—>@ , Dans ce cas D est

4 .
alors un sous-espace de C . Il est intéressant de savoir, si D = G (1'adhérence
de D relative 3 la topologie forte de ) ousi D% C. Dans le cas D =C , les
problémes considérés count uniques, dans le cas D £ C en général, ils nc sont pas

uniquas. On trouver:z plus de détails plus loin.

4, Pour un novau ’f satisfaisent aux axiomes Al, zs,) et AB, nous pouvons déja dé-
montrer un théoréme de convergence trés général. Comme on l'a déj2 indiqué peur 1l'a-
xiome A, 1taxicmo fsn n'ost pas néeossaire pour le méthode.)'szbord nous voulons .démon=-

trerune proposition. Les élémonts conside. . .ont toujour:r dap dlémonts de G .

PROPOSITIOL 4. - Soit (T f"n) une suite de potentiels telle que (T‘rtn) converge
vers g & peu pres partout. De 1'hyvothese ’T}’Ln[ £V pour tous les n =1, 2 ,..
‘A pau prés partout, od V est irtégrable par toute A& F , il résulte

-»m STF ax = (g d-\. pour toutes AEF . De T}x £ Tk‘n*l(Tf'“nﬂ Tf*n

3 peu prés partout et | { T, dA| < M()\) pour tovs n =1, 2, s il résulte
fTr_ dA = fg an pour toutes les A& F .
n —®

Soit ,\ un é1lément déterminé de F . De lTl* | «v & peu prés partout il résuls
te lT { ‘ preque partout rclativement & A . Puisque V d'aprés l'hypothe
est integra.ble pour N , on @ selon un théoréme de convergence de la théorie de 1'ir
tdgratior K. DOURBAKI [4], p. 149) :

1im (Trndl: ( 1in T dA = )fgd,\ .

nes® - - Jn=de

En vertu de A=.‘-'\ -1«2,oﬁ \1 £ ,ona
1lim TH ’ ( dA pour toutes /\ er.
1) -3 0D n : )°

De la méme manidre on a démontré 1'autre partie du théorime. De
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T, < Tf“Ln+1(reSp'TF‘n+1 £ T n) 4 peu prés partout et | S'Tgnn anl ¢ M(N) i1

résulte suivant un autre théoréme de convergence (N. BOURBAKI (4], p. 149)

- ’
1im Tfkr dA = ) g d\ pour toutes ANEF.
n-—-—>® ' _

Msintenant nous démontrons ls théoreme de convergence général.

LAV . . . .
THEQOREME 5. - Soit (T‘.-l.n) une suite de potentiels, Hn &€ G pour tous
. —— R A T—

[3S]

n=1,

s oo 81 (T }Lﬂ) est convergent 2 peu prés partout sur E  vers une fonc-

onn——

tion g 4 et si

) 7 N 14 -y
1° 5T‘ran an -—-,}5;, dA pour toute AETF ’

2° les applicztions T'A— j T\ d“n sont dquicontinues relativemsnt 3

« (D, G) , il existe une M €G 4 telle que

a. (T.')‘- dp 1\—-——«-‘,§T’;\ dj  pour tout TN E D
b. Tfan«éTH 3 peu prés partout.

Dans la proposition 4 nous avons indiqué des conditions suffisantes, quand 1'hypo=
thése 1° résulte de. ’{‘t‘ a8 2 veu prés partout. Considérons maintenant les appli-
1

cations

TIN o [T\ by .

D'aprés 1'hypothdse 1° il existe pour t-ute o\ & F

H
.
fots
2
o
“

1m (1A dpy = Ma (Thg dA
H <
n--@ J one=o J

en outre, selon 2°;, les applications

Y\ [

T'A — ) T'A. df‘n
sont équicrrinuss relativement & ¢ (D, G) . I1 en résulte suivant le théordme de
Banach-Steinaaus (N. BOURBAKI [6 ], p. 31) 1l'existence d'une application continue
T'A —L(T'\) , telle qu'on ait -

(TN ap—5L(T'A) pour tout TAED .
J

Selon le théoréme 4 on peut écrire TIA —3L(T' A) scus la forme de
prr ) = (1A g ,
) t*

ol "w &G . Il stensuit



oo
10 JT'/\ d},\n—-——‘»,-f'l"x YV
De plus nous considérons
( '\\ 1 {11 W = P AL =
fmm d’xn-——-*,)T)\ ap T}A.a.\._[g a\
on a
f(g - Tfk) d/\ = 0 rpour to:te AEF
ou d'aprés le proposition 2 '

o= T’A. 4 peu preés partout.

De 1lim T n =8 3 peu prés vartout et g = Ti & peu prés partout il ré-
1 —g @ f
sulte

20 T, > Tyt % neu orée partout.

Nous considérons maintenant le cas ol le novau a_’ satiafait aux axiomes Al’ A2

ot A4. En vertu de A4 los potentiels T'A  sont deos élémsnts de G , c'est——i-dire

on a
Tt A (x)=+0 pour x —3 () .

Dans ce cas H reprisente tous les éléments ‘u_ avec ” f{ ” < ®» . En général on

D#C .
Par ce fait ncus pouvons formuler le théoréme de convergence (théoreme 5) de la

maniére suivznte :

THSOREME 6. - Soit (THn) une suite de potenticls, b € H nour tous
n=1,2, ¢+ 51 (Tf"'n) est convergent & peu prés partout sur E vers une

fonction g et si

. ™, .
10 fT V“n an ...;J g d\ rour toute 1(—_5‘ N

2° lies applications f-— f f de s f& D, sont équicortinues relativement 2 la

topologie forte de D C, il existe au moins uze rL € H , telle que

o~ ’ -
" a4 R vy . g T
8. ji drxl-njf dta. oour tout £ €D,
b.. T}.sn‘-s_,'l‘r-u 3 peu pres partout.

La démonstration correspond & la démonstration du théoréme 5. ({f d}*n) est
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convergent sur 1l'ensemble D , dense cans D , et les applications sont équicon-

tinues relativement & la topsloric ferte de D . Il en —ésulte, d'aprés lo théore-
me de Banach-Steinhaus (N. BOURB.KI [6 7], p. 31) la convergence de (5' f df"’n ur
tout D vers une forme lindaire continue f£--5L(f) . Pour D=¢ il y a d'apres

le proposition 3 une jr < H ,telle qu'on ait

L(f) = S'f dpn pour toute i &H.

Bgalement dans le cas D # C on a une peH avee L(f) = jf d}x , varce que
trute forme lindaire ¢ —2L(f) continue sur D peut Stre orolongee selon le théo=-
réme de Hahn-Banach (N. BOURVAXI [5], p. 101) & une forme lindaire f -— (f dpw con-

tinue sur C , telle au'on ait
Il = Mol et L) = J(f Qp  pour tout fFED .
i
Donec nous avons maintenant la connexion avec le théoréme 5.

On peut encore indiquer une condition simple, sous laquelle les gpplications

f--—>;§ f d_"“n sont équicontinues sur D .

PROPOSITION 5. -8uprosons les ’—"lénertg de H..Si1'ona [ljo Il <M pour tous
n=1,2, s les appl:.cations £f— J £ d‘w sont équicontinues relativement

4 la topologie forte sur D ( )e
Par suite de la continuité on a
(e ap | < T el rec
En vertu de ‘l }.t.n ” <M il en résulte
l)(f d“n[ <M |zl
ou 1'égale continuité des applications

f—yff d“*'n sur C ’

donc aussi sur D& C .

——

(4) L'espace D en géneral n'est pas tonnclé. Pour Ce tels espaces, on a plu-
sieurs théorsmes importants; en particulier sur 1'espace en dualité de D ,

Yeir N, BOURB.KI [6], spécialement l'exercice 9, chapitre 4, paragraphe 2.
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REMARQUE. - Les t.éoremes dc convergence ici démontrds existent également pour

des ensembles compacts T « Daas ce cas on exige seulement du noyau @ qu'il
satisfasse aux axiomes iy et Ay+ Le noyau ne satisfera en général pas & l'axiome
AB’ T1 existe alors sur G 1o relation d'équivalence entre }Ll et o
- A = A . '
(Pl ,2 {).
("'\ fT{u adA =0 pour tout A€

Prerons comme exemple le noyau newtcanien et corme ensemble compsct K C B 1la
sphére et ur. joint isolé xq placé dans la cphfre. Alors il y a deux mesures

£y (masse unitdé placée dans le point xo) et e (située sur la sphére),
bo ¢ dO

telles ¢u'on a

re ) dA =0 pour toute \ & P

R Xy I %,

avec S+ & K . Par 1l'introduction d'un espace quotient on peut edapter la méthode
N

ici développée -gelement % ce cas (comparez aussi les expositions sur le "prineipe

de balzyage'). Si E  est compzct, G est constitué par les mesures sur E , parce

qu'on a en vertu de la comvacité de E pour tout T'* & D la relation

.3
l{ T'/\‘\ dr“ < @D .
5. Fous nousg occupons maintenant er détail du principe de balayage.

DEFIZITION. - On dit que b gotisfait av nrihcipa de balavage faible, si, pour
toute mesure 'A & G et tout ensemble compact LK E il existe au moins une ne-

sure VW telle que
1° SYCK,

20 Ty (x) = TY(x) 2 peu peés =artout sur X ( )

Pour u: noyau }: , satisfeisant ax axiomes .h.l et AZ, les ensembles de capacité
intérieure nulle ont été caractérisés suivant le théoréme 1 de l¢ manicre suivante

Pour qu'un ensemble universellemernt mesurable B CE soit de capacité intérieure
nulle, il faut et il suffit cu'il soit de mesure nulle pour touts A € F' . Fous

voulons ccractdériszer un ensemble Bl K, qui est de czpacité intérieure nmlle, de la

nonidre suivante

Pour gn'un ensemble universellement mesurable B¢ K soit de capacité nulle, il

(5 ) Voir CHOGJET ¢t DENY f11] ol cette dénomination est introduite.
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. . . . N e .
fars ot 11 suffit cu'il soit de mesure nulle pour toute A EF  avee S, UK.
T .. ,‘\'
Cela implique du novau T d'autres propriétés. Soit = la restriction de A
cur X « Alors nous introdvisons l'axiome cuivant ¢

ﬂé : Soit AET et KCE un ensemble arbitraire.
Alors on a '\T &F

On ¢ maintenant la vroposition suivante.

PROPOSITI ;i 6., = De 1l'axiome Aé il resulte A2.

S+it B < B un ernsemble universellement mesurable. Si l'on a pour une A&F
la relation /3) #0 , i) existe un ercenble compact K & B avec ¢zalement

A(X) £0 . Soit ZRK 11 restriction de A sur K . Alors on .. Sy 2K ot se-
' i - K

lon 1'axioms Aé toujours )\Kff'F+ avec r\K(B) # 0 . De cette fagon A, ost sotis=

fait.

Yous pouvons immédiatement indiquer une clasee de noyaux pour lesquels A5 est

satisfait.
FROPOSITION 7. - Pour tout noyau, qui satisfait & 1'axiome Al et qui est s. ce 1.y
&é est satisfait.

De la semi-continuité inférieure il résulte immédiatement cuec pour toute mesure

positive fL le potentiel = —aT’*(x) est une fonction s. c. i. (M. 3RELOT et

YN T - - + ~ 72 A "y ° -
. CHOGUET [71). Soit A € F . Nous décomposons . en 1 = -y + A, od
~
Py est le restriction de A sur K et A, la restriction de A sur E\K.
alors on &
T (x) = T' A, (x) + TP AL(x) .

. . \ oy \
\ et T';X? sont des fonctions s. c. i, « T'A + (-T! K?) = T'A.l est
alors . c. s. (étant donné que - TrA 5 est Se Co 8. €t T'A  est s co fo et

S. Co Se)s Il en résultc que T';\1 (et rasmectivemont T'JKZ) sont dce fonctions
) - + - Lo R
continrues. On a donc A, &F et S, CK, selon . TF .
K 1 “~
A l'aide de l'axiome i) o peut c.rectériser les ensembles de capacité nulle de

la maniérs suivonte @

PROPOSITICI 8. - Soit iﬁ un noyau, qui saticfait aux axiomes Al et Aé. Pour
ga'un ensenble universellement mesurable B CKJE  solt de capacité nulle, il

fout et il suffit qu'il soit de mesure nulle pour toute AN eF avec S'Xt: K »

#
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! Y AN EANE N o " \ N e ot -
r?ous.d.z,qo.npo;.onb A en A= AL+ A, , ol /\1 = /\KG.— F, /\2 = Mook cp*
On = )\Z(K) =0 .,Dc AR =0 il résulte on vertu de B T XK immédistement

A 1(B) = 0 e% inversement.

De rlus on iatroduit les motations suivantes
o - r
N T { ) b

Fyr = é“ A H /\ Cﬁ: F Gt S\)\ i.. Kj 5 GK =

i

s F=TN et A= 7,

o
"
|.h

wous étud”ors maintenunt le vrincive du bulayore faible relatif & un ensomble com-
pect KCE de copacité > O . On exige dn novau \} qu'il setisfazse aux axio-
nes 1‘-'\.1, Aé, av A,f. (T A, p )= 52":\ d o est alors selon le théorime 4 une for-
ne Pllindaire sur D x G . SoRb D;; < G 1'esvace orthogonal i DK 2D, c'eat-d~di-

re do toutes les [+ 0 avee )‘ Adp =0 pour tout T'.A & Dy . S by ot
t

oy sOnh deux ¢léments de G congrus mod Dy, , on a (o) a Yy = fi 7 d‘»z
l X -

[

\ o N Ié . - .
pour tout T'A & DK . Pour toute clesse pe mod D, (ifints de l'estace quotient
. ‘ I

SR . e .
G/D,), désignons per < T' A, -/ la velsur commune des £l nents § o N @ =
K

lorsque 1+ parcourt ;bob.; il est clzir que (T'A }2) — LT N, ;«b ast une
forme bilindaire sur D, x (G/Dy) « On o le tidordme suivant (¥, SCTRBAKI [6],
54) . K
T EORME 7. - la topolorie (7 (D}_, , G/D; sur DK est iderntique & la topologie
) X
induite sur DK per la topologie falble « (D, G)

On peut ddfinir la topologie fai®le ‘S"(D}, » G/Dy) ypar un cosomble de semi-normes
* X
* O . T S . . e
T’)\ — P (T ) = | Z T b ;‘l . Nous désignons cette topologie par . r e

De plus nous considérons sur DI" x GK la Torme bilinéaire
(T* X L«)*"?’ j T dra Sur Gy peut exister uns relation d'equivalences
(”'\ dp =0, P &Gy, pour tout T'AGD n'entratne pas forcément W =0 . Ce=
la se r fire nar sremple au noyau 5zenton1.erl, si K est de capacité positive et
conti~nt au moins un point isolé. Conzidérons alors ].'espac‘e quotient G /Do et
g
. 0 . o
1o forme it . feire (T'VA, V)T X, ¥ > sur Dy (G,/D ) . L'enseable

Chd

de ces semi-normes d4finit sur - D, une topologie C:.;}'{ .

Nous avons maintenant le thdoréme suivant
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THEOREME 8. - Pour que le vwrincipe de balsyage faible relatif & K soit possible,

il faut et il suffit que les topologies Q“;K ev '6'1, goient identiques.

Cette condition ect nécessaire. Si le principe de balayag: feible relatif & K

est possible, il existe pour toute |+ & G au moins une V&G, telle que

JT"/\ dja = jT')\ d¥Y nmnour toub T’/\,éDK .
I1 en résulte
TIA— P (T'N) = | < T'A t: sVl . vl = PolTt ) ’
(\'\_ V

clest-a-dire, les topologiss de O

¥ et (6'1{ sont identiques.

Cette condition est cmusi suffisante. T')\ —SL(T')) = ( M\ ayp =st continu
sur D (relatif &1
DK CD (relatif & 1
Q’;}'K sont identiques, donec T'A —3L(T'A) est également continu relatif 2 ?{i .

it

{u

tovologie (D, G)) et donc aussi continu sur le sous-espace

o

tonologie %K)' D'cprés 1l'hypothése les topologies ?:lK et

, Ie .
Toute forme linéaire contirue sur D, T'A —SL TN relatif 2 *6‘-.) a'ecrit
K K

3

selon le théoréme 5 de la maniére suivante
o]
TAN—=LTA) = <T' N, v = (T'A av ,

[e] -
ol V est un élément de V. Il en résulte pour T'\ & Dy

L(T'\) = (Tu\ ap = ;[Tf* a) = [T'>\ ay = /{w aN

ou

j(TtA- -TV) d:i, = 0 pour toute ;\C" FK .

De la vroposition 8 il résulte alors
TtJ. (x) = Ty (x) & peu prés partout sur X .

L'équivalence, indiquée dans 1o théoréme 9, est trés générale rour le principe de
balavage faible. Il n'est pas nécessaire de se limiter & un noyau positif. Ici se post¢
encore le probleme de chercher pour quels noyaux &J} les topologies 6K et Y;'K

sont identiques.

6. ious continuons de nous occuper du principe du balayage faible. Pour ces recherche

rous enplovons seulement les théorémes de l'analyse fonctionnelle élémentairc.
P.O; Y

Par C(X) on désigne l'espuce de Banach ( Inll = sup |h(x}]): des fonctions défi
xe K

nies et continues sur K . In outre on a
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D' = dn i nco® et n@ =T Ax), 7 (5;;,(}
- N
b — 1 o -1 - 3 7 + %“
D(;{)_{‘hqh—hl hz,hl,hoc__D(K)j .

Toute mesure . avec S',‘-_ < XK correspond d'une maniére biunivoque & une forme
lindaire WK *  continue sur C(K) « Coti%s t/«.. donnée, rous définicecns la forme li-
néaire M " pour h < OG(K) par pf*(h) M (f) , ou £ €5UE) est un prolongement
de h . Si'inversement ‘w* est donnée nous définissons K. pour £ 2 ,v,(E) par
t,g (£) = M*(h)‘, ob h est la restriction de & sur X . On écrit pour = *(n)

ussi thv .

Yous introduisons l'axiome suivant aqui vermettra de don er G'autres indications

sur le principe de bulayagze foibles

A5 : Pour tout a >0 il existe au moins un T A e DK , tel que T'X(:‘:) P

pour tout x &K .
Par cet axiome nous pouvons démontrer une proposition pour des formuz linéaires

positizes.

o

PROPOSITION ©. = Soit \’1 un novau qui satisfeit aux axiomes 4, ; Aé et A.. Alors
- A
on peut prolonger toute forme lindeire h —L(h) positive sur D(K) & une forme

linéaire positive sur C(K)

Donc il existe pour tout a >0 une A E F, avec T! N >a sur K . Pour tout
h &V = fe s el <e, f &—-"(K) )- il =x1.;t.o zlors un h. & D(K) , tel qu'on a
Inll <a"ehy . IL on réenlte -hy< h<hy. Soit P= if:f&G(K) et £z O
Alors on a peur tout h & D(K) 7 (V + ?) (6) la relation -4"130 <h .+ h—L(h) ~
&tant une forme lindaire positive sur GC(K) , il ez résulite pour |

h&D(RK) N (V + P) la relation

o

L(n) > - L(sy) ou L(D AW +P) > - L{hy) .

Selor un théorime de H. BATER [3] ( ) i1 est possibis de le prolonger en une forme

A M WIS h W T o A -

x&V et vy&Po

r

4 7

Q

(6) V + P reprasente l'ensemble de tous « +

(7)Soient T un espace localement convoxn, P un cdune convexe pointé saillant dans
E . Soit L une forme liréeire, définie duns un sous-espuce vestorisl M de E .
Pour que L puisse &tre mrolongée cn une forme linfaire continue L* positive, défi-
nie dans E , il faut et il suifit que l'ensemble LM N (V + P) soit porné infé-

rieurement pour au moins un voisiiaze V de O dans E .
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%

lindaire L~ continue ot poszitive sur C(K) .
Nous nc s limitons dans ce qui suit au principe dn holezyage st des mesures
‘}L & G & support compact S j» o Pour le principe <u talayage faible il est possible

d'indiquer une autre condition nécessaire ot suffisante.

THEOR™MZ 9. - Soit f €G une mcsure i suprobt compact S {t s K un ensemble

compac’c de capacité positive. Pour que le prineipe du balavage faible relatif &2 K
E

soit poseible, il faub et 1l suffit qu'il existe pour tout ensemble compact S

un nombre M8) tel que 1'on ait pour tout TN C Dy et tout x€S.
73 (o)) < M(s) _sup [T\ ()|
Soit v um megure & support compact S pC S o Pour faciliter lea démonstration

nous admettons qu'il existe entre h€ D(XK) ot e F une relation biunivoque.
Soit h =W(A) €D(X) . Alors A =W 1(h) est une ‘*mlloution linéaire unique. Consi-

dérons maintenent sur FK la forme linéaire

A —=1%() = [T‘,J_ aN = f'r'% d e .
aee A=wl(h) oma | |
h—>L(h) = L i(n)) = ﬁu) an
h-%L(h) est aussi une application lindaire.

Hous montrons maintenant gue la condition indioude cst nécessaire. Supposons que le

(i & support com-

nrincipe du balayage fuible soit possible. iloes o a nour toute |

pact Stu_ Yne mosure ¥ situle sur X , telle que

f(Tr&. -9V)d\ =0 ou j"T'A af = j‘l";\ av

pour toute AEF_ . Il en résulte

K
o =pL(h) = (T')\ dp =jT',\ ay .
|

/

H

h «-‘:L(h)

jT‘)\ dV:Jth* ,

ot h —> 5@ ay”® est la forme linéuire continue produit par Y swr ‘C(K) et h
%

1: restriction de la fonction T',\, sur K. Done .. —3L(h) = (hdVy est une

forme lindaire contirue sur D(X) . Il an résulte pour toute h & D(K)
Ll emp lInll

r

Cette relation vaut or perbiculieor pour toute pv= &y . Soit W
: i
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la mesure ¢éterminée par le principe de balayage faible
T f.y(x) =T f-&._‘:_(x) 3 peu vrés partout dans K .
Alors nois avons

[L(n)] = |5T'/\\ d}x-yl = l}-”'rd h eyl =l e

ou
] — . ; L 4 1 3\ - e |
I ()] = !fT'.'\ apyl & M(pey) 2 I A (x) | M(py) lla |
on &a
M(py) = sup (A apylelfTg, epyl + €
) [T' A (x)] € 1,x e K f *t ;o0

= lfT'}\O aey| + és[w')\o(y)l + &

ot T'A. est un élément approprié de D, , pour lequel on a A x)] <1
0 K 0

pour tout x €K .
Puisque lT')\O' est continu sur 1'cnsemble compact S par conséguent également
borné, on a
M( '.)Ly) < M(8) pour tous y & S .

En vertu de cette relation résulte pour tout TN & DI

-
'S

L@ = 17 A )] 1) sup 7A@

e K

N
ou

PN (x)] < M(8) sup |T'A(x)] rour wout x &8 .
x ek

La condition indiquée est =ussi suffisante. Soit

sup |T'N(x)| <« M(8) sup TP (x)|
X & S x &K

Alors nous considérons la relation

lL(n)| = IJT’}\. d,&l < ”};” i} z}lxsntk It ()] < ”p” M(S|e) stpK lT7\ ()|

ou
lLm)| < | -f;,ll M) Inll

L'application lindzire h-—3L{h) o=t bornée sur D(X) . I1 en résulte la
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continuité de h -2L(h) relctivement 4 la topologie forte de D(K) .
D'abord nous considérons le cas D(K) = C(X) . Alors

h—sL(h) = jhd Nl

. - » .
est une mesure sur C(K) et par suite f«—-——))/f dv avee (hdv = |fdV¥ , oh

f éﬁ(E) se nrésente un prolongement de h & C(K) , est une mesure sur .ﬁ*'-.(E) « Par
cela nous obtsnons pour T'A & D(K)

L(n) =f'r")\ dpe = jT'/\du
ou
)((T'!-L -~ TV) AN =0 pour toutes A\ ézFK .
En vertue e la proposition 8, on a
T t&(x) = TV (x) & peu prés partout sur X .
Dans le cas D(K) # C(K) toute forme lindaire h-—>L(a) continue sur D(X)
peut 8tre prolongée selon le théordme de Hahn-Banach (N. BOVRBAKI [5], pe £9) A une
forme lindaire h-->L'(h) contisue sur C(K) , telle que
L(h) =L'(s) pour tout h&EDK) et JlLlY= lnryl .
Par cela nous avons réalisé la connexion avec les expositions précédentes.

Dans le cas D(K) # C(K) 1la mecure ¥V n'est en ginéral pas Géterminde d'ane
maniére unigue. Il existe sur C(X) unc forme lindaire continue h _mi‘ (h) , t&lle
que t"-*(h) =0 pour tout h < D(X) (N. BOURB.KI [5], p. 70). On a cette relation
spécialement aussi pour tout h &€ D(K) ou

xF(n) = )f ™\ do = J‘r‘ofdk =0 .

Nous ajoutons cette reclation & 1'équation

j(Ti« -TY)aN=0
et obtenons '
5(T;‘A~ «T(Y + %)) dA =0 pour toute ’/\éFK ,

¥ + & est dans ce ces égzalement une solution de ce probléme.

Par exemple on peut exiger en plus du principe de balayage faible, que pour toute
Moz 0 il faut déterminer une VY > 0 . Dans ces considérations le probléme en

question peut &tre uinique dgalement D(K) # CK) .

Nous oxigeons en outre du novau, cu'il setisfasse & l'axiome A.. Il satisfait

5
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done muintenant aux axiomes 1";1; Aé et A,.. Pour le principe de baleyage faible

5

(positif) rnous exigeons que, pour toute M go’t dédterminée une V20, placze

sur K, tslle que sur K on ait
T (x) = TV (x) & peu prés partout.

Nous cbtenons le théorime suivant.

T4ECREMT 10. - Pour aue le vrincipe de balayage faible (positif) soit possible,

———

Y 3 . . D ., < LN
il faut et . suffit que T'A(x) 2> 0 (T'A éDK) pour tort x& K entraine
B

T'AN (x) 20 dans tout l'espace .

D'abord nous supposors gue le principe de balayage faible (vositif) soit satisfait.
Alors ov a pour toute 20 ue N 2 0, placde sur K, telle que
Tp(x) =T V(x) & peu prés vartout sur K.
Cette rvelation est dquivelonte 2
f(’l‘ta. -TV) d\ =0 pour toute AEF

N X'T') i = }’T"de.

On a cette relation gpceialement pour ‘L. = e’:x . Il en résulte

e ) £ = ' = M - N = e
)T/\ dcx—/(T,\. dh-T,\(x) (V= ) .

En vertu de \.x.x 20 ot T'>\(x) - 0 sur X nous obtonons forcément

T’}(x) = 5"1"1\ dlhx-?. 0 pour tout =& D .

La condition indiquée cst également suffisakte. Comme pour la dénoustration du
[

théordme $ nous considérons sur D(X) la forme linéaire
h-3L(h) = (T*A d .
/

Soit S ¢.E un ecnsemble compact, TIN & DK avec  sup 'T'}\(X)’ 41 sur K.
x& K

Selon 1l'axiome As il existo pour tout nombre a > 1 une TrA 0 éDK s telle oqu'on

a T'>6(x) 2 a sur K . Considérons 'I'"),O - T'A . Sur K nous evons

- ( ™ ~ ] —
T'AO(X) T'A(x) 2 0 et on outre 5(‘:«0-}) C K.
D'aprés l'hrrothése il s'ensuit
T! /\O(x) -T'A(x) >0 pour tout x & B

ou

0 T A(x) £ T'A,H(x) < U(S) sur S .
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sup [T* Ax)] =4>0, nous considérons le potentiszl T! ?\1 , ol
x &K '
—éi . )
Al—A. PO'LU‘ T f\l on 2.
sup ¥T’)‘1(x)l =-]=- sup |T')(x)| £1 .
x€X “ x&K
I1 =n résulte
sup |T'A, )| =3 sup [TA(x)] & ¥ (8)
up 1 i £
X =S X &€ S
ou
sep [T'A)] <M (8)A =M(S) sup [TVA (x)]
X E S ‘ x &K
Maintenant les coaditions du théorime Q
PN
T'A € Dy

sont réalidées. On a pour tout

sup |T'A(x)l & M(8) sup [T\ (x)] .
X E.8 x & K

Done on a pour touie ?w > 0 «u moins une mesure de support dans K ‘telle que

7 :,(,(x) = TY(x)

& pcu prés partout sur K.
I1 faut encors démontrer qu'il exiscte au moirs une

vV > 0, D'aprés 1l'hypothése
il résulte pour tout T'A € Dy, du T'N(z) » 0 sur K toujours T'A(x)2> 0
dans tout 1!

espace 5 o On on décduit pour h &€ DK avec. h > 0 +toujours

h—L(k) = 5'1".)\ A3 0 .
La forme lindeire h— L(N

démontré. h—-‘,\L(h)
C(X) . Dérignozs par

est positive. Dans le cas D(X) = C(K) tout est

- ’* . -~ 3 . . . .

(1 aw est alors une ‘orme lindaire positive (continuc) sur
. N *

v la mesure appartenant & Y

le théoréme 9, la relation

, nous obtenons, comme dans

ot VY

Tr.(x) = TV {(x) & peu prds nartout sur K,
est positive.

Egalement duns 1o cas D(K) # G(K) il est possibls de prolonger toute forme

lindaire positive hL-sL(h) sur D(K) seclon la proposition 9 & une forme linéaire
*

positive h—(hdv* sur C(K) .

Emplovant le théor.me 9 il

pour 2

résulte une autre condition nécessaire et suffisante
le principe de balayege Tai

faibles Pour démontrer cue la condition est suffisante,
on emyloie un théorime sur les espac s vectoriels topologiques, qui résulte:.du



tréorime de Hahn-Bansch. Ce théorime st le suivant (N. BOUERAKI [5], p. 70)
Soit X un esmmee localemun® comvexe; Y  un sous-espace ferms de X , ot soit
Y £ X . Alors il eziste pour tout X, £ X\Y wune forme lindaire L #£ 0 continue
sur X , rour lequel on g

L(x) =0 pour =&Y et L(XO) =1 .

Le théoréme de Hahn-Banach sst fondamental pour la méthode développée, particulis-
remsnt pour le prineipe de baleyage faibdls. L'auteur pense qu'd 1'aide de la ¥#forme
giométrique’ ’n thioréme de Hahn-Ban.ch (. BOURB.KI [5], p. 69) il sst possitle
d'interpréter " dométricuement” le vrincipe de bhalayage faible sur un espace locale-
ment convexe convenublo.

Nous nous bornons dans les ccnsidérations suivantes au bzl yage d'une nasse ponc-

tuclle. Soit ‘&x 1l: maseo units placée au point Xg » K3 un ensemble compact
0
ca 2 P e . e '
de capacité positive, Ky =K k)'ixoj' ’
T\ '\ & D. )
DO(KO) = Li :ax) =T'A (=), XéKO s T'A éDK) ’
-{xzci:(x,xo)=m‘xo<x)¢o, x EKp

;

0
ho(x) = 1
0 pour x €K

1 pour x = Xq

Ona B E.C(KO)

0

VSR . : A .y 4
TIEORTE 11. -~ Soit K Z B un eunsemble compact de capacité positive, g@ un no-

yvau possédant la prqprlct* gue pour tout xoéiii\ff 1'ensemble Bx est de capacité
0

positive. Pour que le principe ds balayage fuible pour 1. masse unité placés au point
X € & B \K soit possible, il faut et il suffit gue le fonction hO ne soit pas un

é1ément de DO(KO) , c'cst-a=-dire D(KO) 7~ C(KO)

Nous démontrons,d'abord, que la condition mentionnée est nécessairc. Sypposons pos=
sible 12 principe de beleyape faible pour 1z noyau ¢ . ilors on & pour toute éiw
n . = - O
une mnesure M située sur K telle que
0

e £ = 1 . s to c

7t A dcx = )(T A df"x pour toute /\‘“‘FK .
0 0

Mous démontrons que, dans ce cas, hO n'est pas un ¢lément de ‘Bé(ﬁo) . Supposons

}%)é:BO(KO) . Alors il existe une suits (hﬁ) de DO(Kb) convergente uniformément
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vers h. . On a selon la définition h (x) =T p(x) pour tout x EEKO ,
TA_ED, . De
n \
“hn - hy ” = sup . (x) -h (x)] =0 pour n—w®
. B 0
}Ao"' 4
=0
on ¢ en vertu de ho(x) =0 pour x£K
sup lhn(x)l = sup [T'Ap(x)l—%o pour n — @ .
x K x& K )

Hous cons® . Arons la condition nécessaire et suffiscnte indiquée dans le théoréme 9

sup i a(x)] £ M(S) sup [T\ (x)] .
X &S x& K
Posons S = *[ xoj; et nous obtenons
LoV :
1) e f]
I X )| 2 M(s) sup [N )]
x<€ K :

I1 en résulie T'A n(xo)--->0 ou

= 3 me ~r -
h(x.) 3.;m T Xn(ﬂo) =0 .
N—o
Cela représente cepcndant une contradiction avec ho(xo) =1, donc on a
bg & Dplky) «

Cetto condition est égulement suffisante. Pour la démonstration nous employons un
théoreme résultant du théoréme de Ham-Banach (Voir les remerques avant le théoréme)
D‘f:.préi 1'hynothése la fonction hy € C(KO) n'est pes un élément de BO(KO) c;C(KO)
Done DO(KO) # G(KO) . On o alors une forme lindaire of #£ O continue sur G(KO)

. BOURBAKI [51, p. 70}, tellc cue

x (h) =0 pour heﬁo(ﬁo) et o (h) =1 .

o)
Soit o 1o mesure Eorrespondente’ " , o« (h) = x(£) = I(f'd X 4 0l h est

la restriction dz f e’_ﬁ'(E) . De % *(h ) = }/fG dx =1 il résults Xg € Scx’ .

La'démonstration se fait indirectement. Supposons Xq 4 S, . Il en résulte

o *(130) = j fo dy=0 dcauge de 3, Z K ot fo(x)zO peur x € K o Aprés construction
on i cepandant ¢ *(ho) =1 . Cela est une contradiction, dorc on a }:Oé Se o
Mzintenant nous dimontrons qu'on a égalcment S, {1 K # ¢ . D'aprés l'hypothdse

~.

concernant P , B est de capacité > 0 . Il existe done une “/\1 &€ F+ avee
A, £0, 5% CBOCK et
1 1 Xq

:l = ! = b £ .
{T‘&Xo aN, J(T A dexo T X (%) # O
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(Voir la démonstration de.la proposition 2).

Supposcns S, =

5 xoji . 4prés construction de o/ nous avons

=N—~

._-,(.*(h) = jf d# =0 pour toute fonction h¢& EO(KO) .

Cette relation existe dgalement prur toute h & Dj (%,

de h ona h(x)=T'A(x) et T'\ € Dy -

, ou selon la définition

I1 en résu'o
#* \ N .
X *m) = fT'/ dot =0 pour tout T'A €Dy .
PN
De S, = {LXO} on obtient dc plus

0

Selon les explicctions nrécidentes il existe cepondant T'}\1 & DK avec
h - de ol : — {. .\‘\ [} o ad B
T'A 1(xo) # 0 . La relaion S, = {on); n'est pas nossible, donc on a

3] ) N XK# % . Le support dc <X se brouve sur K et {XO} . Nous décomposons
o en ‘

(}( = A.i - - 9 S d C K e
XO PAO '}XO
De 1 = o(*(ﬁo) = /(fo A = Afo(xo) = a il résulte A =1 et

(')( = é- - lvk“ .
XO . }x.o

Lz mesure e n'est pas foreément > 0 . Soit T\ & D, . Nous trouvons

0 K
fT')\ dol = fT« aN = j(Tg:y -Tt,gx)d>\=0 pour tout T'A & Dy
0 0

ou

Te. (x) =T, . {x) & peu prés partout sur K .
Xg I %,

Nous pouvons encors donner uns condition suffisante pour le principe du balayage

faible. On a le théoréme suivant.

TIEORE'E 12. - Le principe de balayage faibls est possible (pour la masse unité),
lorsque Dy(K,) # C(Ky) et D(X) = C(K) .

En vertu de BO(KO) # G(KO) 11 existe ure forme lindaire o #0 continue sur



3-28
C(KO) , telle qu'on a vour tout h & SO(KO) la relation '.X*(h) =0
(N, 30URBAFI [5], p. 70). Pour hé& Do(Fg) xous obtenons

(») L ox = (TXde= fTxal=0 .

I1 faut que % € Sy Sinon, soit X, ¢t S N Alors on a en vertu de SO(C K

pour f continue arbiircire lo rclation
I { o 1 .
}f.‘ dy = )foKU"X ’
ol (g est la forction curactéristique. I1 existe pour toute h'@C(K) en vertu

do D(K) = C(K) une suite (T n) 5 T’,\né_'DK , telle qu'on o

h(x) = 1im T';\r‘(x)
n—>m .
uniformément sur ¥.. Alors ((f X T'Xn) est conxergent uniformément vers ka L.

I1 en.résulte de ( * ) pour toute h C(K,)
«*(h) = [f do = j‘fK fdx = 1lim (‘fx T'Andx = lim ('T'). d«

n-3m J

ou en vertu de fT')\n a¥* =0
o (h) =0

Nous avons X =0 , ce qui représente unc contradiction.

X, est un point is0lé, il faut que «¢ soit de la fome
X = AE - ,'" )
Pour toute h éDO(I‘{O) nous obtenons selon ( * )

» = (7)) guw = ; N o= {(ar - ! \ =
o " (h) T\ d kax an ),(A_gxo TPXO) a\ =0
P 1
1 Z ! -
pour tout T'\ € Dy - On en déduit ( A}.a. X V'XO)
m { et :“ y' & >
T éx (x) T"’“x (x) & peu prés partout sur X .
0 0
Nous indiquons masntenant une condition nécessaire et suffisante pour que

D(K) = ¢(X) . Le noyau i‘ est supnosé satisfaire aux axiomes A, et ";

TIXOREME 13. - Sobt K CE un ensemble compact de capacité > O . Bour que

B(K) = C(K) , il foub ot il suffit que les conditions suivantes relatives &




doux mesures 2 0 b oob Py

i 0x) = TFQf::v:) £ peu prés rarbout gur K,

antrzinent M LR

Lo relotion T 1 et Tn, correspondant & wew prieg rortout cur K, est Squi-

4— *
.J»Jun A

fous Cfmontrons muinbenant le béesssité dan condibions indiquées. Soit  D(F)

dense dons  G(1) , eleeh-d-dize D(X) = C(X) . 3clon 1'hyrothése op

. _ : . N
S mapd@d - any) = (7o 2N = {294 ap = () =0 ,
' ; F :

-¢

. g N\ ~ Y N, - , .
ur to on 3 = - A . et - & : ot = . - - &
pour toutes les A ) 10 o€ FIT ‘ =t W g o Spe .
. L. N ) ) o .
Teci h est 1z restriction de T'A psur K ot W lc forme linecaire correspon--

d:nt & 1o mesure W ., Soit F a‘;ﬁ(E) . douz obbeonons alors.

o h, est luragbriction de 1 sur X o I1 en,résultc

1 (0,

En vertu d¢ D(K) = C(K) on a

(5 ~m2) qul = [y -

5 ”i\k I by - b

i
N
-~

ou iJ”:O’ ’41 }4

e npositives

s

Los conditions irndiguées sont égelement sufiisantes. Four toutes »

Moo suffisantes qux conditions 1°© st 2%, scit toujours = W, ¢ Supposens
4 L

i £
P10 g
D(X) # C(K) . Alors il existe wie ferme lizdaire . &® oortinue sur CO(K) , telle que
0( * }é 0 et w*(h) 0 mour tout h& b(l‘;) e« Four h & D(I‘) noue chtenons
* _ . _ _
«F) = [T A as = (T ad = (O - Ty AN =

2

f!

1]

I . : . »
D'apres 1'hypoth2se i1 en ”"ﬁ‘qulte Xy = 9(2 o ¢ =0 . Cela représentc copene

dant vne contradiction ovpe ?‘ 0.

EDLALTE. - Co théoréme ect velable émalement pomr tout l'esmaco 5 o Le conditiion

;
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