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AXTOMATIQUE DES FONCTIONS HaRMONIQUES ET SURHsEMOXIQUES
DANE UN ESPaCE LOCHLEMENT COMPACT (})

par Marcel GRELOT

I. Rarpels et compléments.

1. Nous rsprenons 1l'expos{ de l'année précédente, inspiré par 1'axiomztique de Doob.
Nous allons modifier un peu les axiomes de base, compléter les parties traitées; et
poursuivre beaucoup le développement. On zbrdgera au début en renvoyant aux parties

ou démonstrations qui subsistent telles quelles.

Espace fond:mental €L : localement compact, non compact, connexe et localement

connexes = On le compactifie selon kel par adjonction du point d'Alexandroff, et on

utilisera la topologie de J1l.

Le théorie semblant devenir stuble, nous adorterons le dénomination "harmonique™

et ¥surharmonique® dans le cas général.

Fonctions harmonigues. - Dans chaque ouvert partiel sont données des fonctions

réelles finies continues, dites harmoniques, forment un espace vectoriel réel et sa=-

tisfrisant aux axiomes suivants :

AXIOME I. - Si u cst harmonique dans @ ouvert; u oest harmonique deans tout

ouvert partiel.

81 u ost définiedans w ouvert ot harmonique duns un voisinage ouvert de cha-

que roint, elle est harmonique dans w .

AXIOME II. - appelonc régulier tout ouvert ‘we&@C £ tel que toute fonction
réelle f finie continue sur la frontidre " admette un prolongement continu dans
C0 » harmonique dans (v , avec la condition qu'il sait toujours unicue,et d'autre
part > 0 si £20. ‘

Y Rédeetion developpunt et complétant un peu (en 1957) , trois conférences du sémi-

naire (1¢5¢) et trois notes aux C. R. Ac.d. Sc. Paris (t. 245, 1957, p. 1688-1690,

t. 246, 1/58, r. 2334-2337 et p. 2709-2712) dont cuelques points sont rectifiés » ot
amélior e grice & 1'emploi de. quelques résultats et démonstrations de Madame HERVE.
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Alors ce prolongement Hf(x) s'exprime comme une intégrale ce Radon
51’(?) d C;’{(y) (fc;’; dite mesure harmonique relative a (A)g et x). Noter que si )
"est un domainé composant de w0 , il est régulier et Hg\ (o £ désigne la

restriction & g*) y vaut d;f’ de ‘sorte que dP(;)C vaut df?c(x -

L'axiome II exprime qu'il existe une base de domaines réguliers.

AXIOMZ III. ~ Dans tout ¢-maine, un ordonné filtrant croissant de fonctions har-

moniques tend vers + @ ou une fonction harmonique. .

REMARGUE. - Lorsque L) ost & base dénombrable, il y a équivalence avec le seul

énoncé pour des suites croissantes.

Car d'aprés le lemme torologique de Choguet, on déduit alors de 1'ordonné filtrant
donné, une sulte croissante telle que toute majorante semi-continue supérieurcr-
majore le supr ou limite S de la famille donnée. La limite de la suite, étant

harmonique, majore, donc égale S .

Forme équivalente de 1'axiome III. - Pour tout domeine régulier ¢« (ou seulement

ceux d'une base) la sommabilité-d “ sur w* est indépendante de x& w , et
pour toute fonction sommable-d‘:s(‘;c s Sf de‘;‘g est continue de x (et alors har-

monique).

Remarquons d'abord que 1'axiome III entralne que toute fonction harmonique > O
fms un domaine v est partoyt > O ou parpout =0 (c'est-2-dire qu'une fonction

harmonique ne peut admettre un extremum nul en un point s.ns &tre nulle au voisir-

I1 suffit si u 20 , de considérer mu ct sa limite qui est + @ (et alors

u > 0) ou harmoenique (et alors u = 0).

Partons alors de 1l'axiome III ; soit «» régulier, ) sur Q)&\ s Ssemi-continue
inférieurement et > - ® . On voit que Stf d\,: = sup jg df}ff;c (O 'finie con-
tinme < QF) est + o ou harmonique. Donc pour f quelconque sur (.\J* N
fad = inf f dg (@ > f) estaussi + », =~ ® on harmonique.
frepc=tar fo ot 430
Enfin gf df < ? ff df)x s'ils sont égaux en un point, sont égaux partout gr’

& la remarque initizle.

Réciproquement : nartons des propriétés de d?;) et d'un ordonné filtrant de fonctio:

domaine régulier C Wy » ui(x) = ju.l dei‘:—-—éSlim uy df‘;{’ qui est + ®
ou partout fini dans & ; dans ce second cas linm U, =u est continue dans @ ~*

harmoniques u, qu'on peut su~roser > 0 , dens un domaine c&o « S1 W est un
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pour tout wm‘ régulier < C.¢0 5 on obtient 3 partir de u, = gui d?"; 3
u= fu d? % harmonique. Ainsi u est harmonique dans & . Nous voyons que
1lim uy est au voisinage de chaque point de W, + ® ou harmonique ; de méme

dans G_)O tout entier.
Rappelons

1° 1o mesure harmonique dff‘;{ d'un ouvert non vide de W' est >0 (o

régulier).

-

2° si f est bornde supérieurement lim sup . jf'd();) € lim sup f
XE yX—> xoe @

en X (¢ régulier). Car si le deuxiéme membre est < A\ fini, f est majorde

par une fonction finie continue & telle que O (xo) PN

EXEMPLES. - Voir 1'exposé satériewr (fcts harmoniquesclassiques, solutions de cer-

taines équations aux dérivées partielles).

Fonctions h-harmoniques. - Si h est finie continue > O quelconque dans L1,

les quotients u/h des fonctions harmonlques par h satisfont aussi aux trois
axiomes, avec- les mémes domaines réguliers ; u(x) f-u—gl)- é-EL}- F résulte

que la nouvelle mesure harmonique est df‘ 10 (y) = —Tl)- rc‘)(y) . Les fonctions
uw/h sont dites h-harmoniques.

Le cas de h harmonique est important, car les fonctions h-harmoniques compor-

tent alors les const:antese.

2. Fonctions hypaerharmoniques et surharmoniques.

Comme antérieurement on dit que dans un ouvert 6)0 » v réelle est hyperhar-

monique si

v est semi-continue inférieurement
v >- ®
pour tout domaine (ou toutouvert)régulier W OC Ly v(x) ESV d();) .
Definition des fonctions hypoharmoniques u , de maniére analogue ou par la con-
vention que - u est hyperharmonique.
Reprenant h , on voit que les quotients v/h sont toutes les fonctions definies
de la maniére précédente en remplagant de par df;c ; on les appelle
h-hyperharmoniques ou hyper-h-harmoniques.

PROPRIETES. - 1° si vy Yy sont hypexrharmoniques, de méme inf (v1 ’ V2) ’
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N vy A vt A,v, (A >0, 2, >0).

2° La limite d'un ordonné filtrant croissant de A hyperharmcaique est hyper-
harmonique.

3% Si v hyperharmonique vaut + ® au voisinage d'un point, v = ® dans
le domcine composant contenant ce point (conséquencs des propriétés de d\:’x 3 voir

1'exposé rrécédent). Une fonction v est dite surharmonique dans (O, si elle y

est hvperharmonique, et finie sur un ensemble partout dense.

4° v hyperharmonique » O dans un domaine est partout > O ou =0 ,car
1im nv est soit =+ ® donec v > 0, soit finie sur un ensemble partout dense,

done v = 0 sur cet ensemble, donc partout.

50 Lorsque les constantes sont harmoniques, toute fonction hyperharm~ -~ - v

dans un ouvert <. satidfeit & v > Inf [1im inf v ~ (principe de r'nirm).
X OEO XE QXX

Cela résulte de ce que si lim inf v > 0 quel que soit X, & co"* s v>0. Car
X-3X
o

si la borne infdérieurc de v dans cu était K < 0, elle serait att.inte en ™

o

point Xy et dans lec domaine compogant d éxl s, Vv -~ K serait hypec.har:onique, 30,
nullc cn’ Xy done =0 ; dans 6 , on aurait v= K<OQ ce quiest incompathle =22 I'hypothise.
Application. - Si on remplace 1'hypothése que les constantes sonb hermoniques pe~

1'existence dans ¢ d'une fonction harmonique h > € > 0 ; la condition

lim inf v'2>0 quel que soit xOE. Q)* s entraine v 0.
x—#xo’i W*

11 suffit de considérer v/h .

1 est régulier < 51C-‘w0 ou v est hyperharmonique, ldrsgu'on rem-

place dens w1 s V par ’vvig< , on obtient une fonction hyperharmonique.

6° Si

La démonstration de 1'exposé antérieur s'a-plique. Mais elle résulte aussitdt

également du critére local suivant.

Critére local de hyperharmonicité.

THEOREME 1. ~ Remrlacons dens la définition de v hyperharmon? e, la troisiéme
condition par -la condition plus faible : pour tout x & W, et tout —~icinnmn Aa
X , 11 oxiste q:ms ce voisinage un domaine régulier (. contenant x tel que
v(x) = S v d[)ij . Alors lo fonction v est encore hyperharmoniques

En effet, cherchons & étendre les propriétés précédentes ; c'est évident pour (1)
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et (2°). 4u lieu de (3°), soit v (satisfzisant aux conditions plus . iibles) ; si
elle vaut + ® dons on domaine, elle vaut aussi + ® en tout poini-frontiére de

ce domaine,dans Wy (méme utilisation de la mesure harmonique).

Alors (4°) s'étend. Car si v est 30 dans un domsine {dl ,8038 €. ouvert ou elle
est > 0 ; s'il n'éteit vide ou identique a Wy s il comporterait u~ domaine com-
posant & avec point-frontiére X, dans Ql . Lin v valant + ® sur 0O ,

serait 201 & + ® en X, s done v(xO) > 0 alors que X, Fow.
Puis les rropriétés et démonstrations de (5°) s'étendent aussitdt.

Cela fait; voyons que notre fonction majore fv df"; pour tout dom: 1e régulier

G) < Q) Lo, . I1 suffit de voir qu'elle majore €a ‘;’ y OU £  3st finie
continue < v sur . Sion foit la différence, on voit qu'elle 1Imet une

lim inf >0 2 la frontiére de (U , d'ol le résultat.

3. Encsembles de fonctions hypo ou hyperharmoniques.

On peut reprenire tel quel (2) 1'exposé précédent & partir du n® 8, sur les pro-
priétés des enveloppes d'ensembles saturés et la forme générale du probléme de
Dirichlet. On reviendra plus loin sur ce vrobléme, mais apportons tou! de suite un
complément. Pour un ouvert cueleonque & de L) , on introduit l'enveloppe infé-
rieure {;-%fw des fonctions hvperharmoniques dans w , de 1lim inf en tout point-
frontidre > - ® et > f donnée sur (,o* . Elle veaut dans chaque dcmaine com-

posant coi ’ éfp?l qui est + ® , =- ® ou harmonique. On introduit de méme

A o W o @ 5 .
?ﬁof = - Jé_f . Lorsque é*uf et Sﬁ(_f) sont égales et finies, on dit que f est
résolutive et 1'enveloppe commune est notée \Jéf . Noter que si dans chaque Qi
il existe une fonction harmonique de borne inféricure > O , on est déja sir que
%y < Foy
op £Pp °

(s 7 W
Si W est un ouvert régulier, %f =\£ dk’x .

' (2) Toutefois dans le théorime 2, il faut pour 1l'identité de la majorante essentiel-

lede U ou U avec l'enveloppe supérieure de U la restriction banale que les
u ne sont pas toutes - ® ; de mime dans le théoréme 4, on affirmera que la mino-
ranteé essentielle de 1'en. emble considéré des v vaut l'enveloppe «oF ., sous la
restriction que éﬂf #+ o (c'est-3-dire que tous les v considéré;'- ne sont

pas + fD)o
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TIEORTME (de comnara;son) 2, - Soit @' ouvert < ® , f sur wW , F
, - AR

beale & £ sur W ot 2 J{;p dans @, Alors %f = A’JF dens ' .

On se roméne immédiatement au cas de ¢ , (o' connexes. On & debo.xd

- ' .-b-) rd rd ’ 3 -
> ‘%F ; de plus si ¥ P = - ® 1'égalité cherchée est évidente @ si
ne, ¢ =% ® toute fonction hyperharmonique dans ¢0' , de 1lim inf & la frontid..

> F 2 . . N
{ ; - » ! n»rolongée par + ® devient hyperharmonique dans (U (- causs du

ceritire leoeal d".yperh,,monlc:Lte) et d'eprés son allure a la frontle ade W o oo
done > E}t}f =+ @ ; d'ol J@F = + ® . Supposons donc 36f fini, Soit dans
4 ' , unz fenetion hyperharmonique quelconque v' de lim inf en tout point-

> F

frontiire %
2 - D

- G
; soit V la fonction égale dans w' & inf(v*® , %f et

RS, . R a R
prolongép par 2}{,; ; elle @st hyperharmonique dauns (W (grace au critere local) 3
. . . . V- Y > .Tﬂ .
soit v hyperharmonique dans (., de lim inf & la frontisre ; 5 ° Consi-

7 _(d A\
dérons U=V +v = Fkr duns (o et les ensembles, X C @' ou V=v' et
~ €
pC© ob v = %0, (o2

corte qu'en tout point-frontiére lim inf U > f dtcit U > ,36 3 comme un VvV cen=
Y- ®

w).%r x, Usv' ,sur 3 5 U=v, De

- (J = (4
venable peut en tout point apr*rocher arbitrairement 6 £ on conclut V 2 'J/:f

1 1 ~ ..
dtoll v >,%f et enfin %F > By o

]

COROLLAIRE, - Soient des ouverts w'C @ cf s f sur (-\)* telle que
Tpl s _
%f = ‘—‘_r_b;" . 8i T est le rrolongement do f par cette enveloppe dens (U 5, On G
. Al el '
dsns W' Yy = _p%) =F.

11 suffit ce repprocher le théoréme qui précéde et son analogue pour &"f)f .

n
by O ., ~—Tow ionee
05

Une base (3 de domaines réguliers ayant été choisie, on appellera /5/@ -fonction

deng un ouvert W, o taute fonction réelle v satisfaisent aux conditions

10 v est bornée inférieurement localement :

20 pour tout wWED (W< (3(:(%) y vi(x)2 gV dif;) xe w)

PROPRITTHS. - L'intérdt de ces fonctions (qui remplacent, sans les généraliser
oxactement les fonctions surmédiaires clagsiques) réside dans les-deux théoremes

suivants :
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THEOREME 3. = L'enveloppe inférieure dlun ensembie de <, ~fonetions, bornées

~inférieurement localement uniformément est une 45}3 -foncti’.?n car
inf v, > {inf v, ap¥ .
R ) i fx
S

REMARQUE, - Si v est une 4 -fonction dans 7o Wy W, K eliers
7

(s Ry

W, S W C W C G Cw A 2 )
[ulk, 1 o) o] de (0, ona jv d{)x > ‘\;v dfx x gwl)
Car si w = '(v d() gy ¢ V2w dans G, entraine jv df < 7 , w dp < =

THEOREME 4, - La régularisie 7(x) d'un\. «5/(3 -fonction v définie comme égale
& 1lim inf v(y) vaut sussi sup r v df pour tous les réguliers < B
::_r.__).x
tf:‘ < -’.Ao] » contenant x , et la limite de f v dr'; sclon l'ordonnéd filtrant
décroissant des W ; clle est hvperharmoniques

£ N

Corme J‘v df) est continue de x dans @ @(x) 2 S v df?c) > \ v

sorte que ¥ est bien hyperharmonique.

d( ;’ ,de
Le sup =t la limite de 1'énoncé sont égaux d'aprés la remarque prélimingired
Voyons donc que Q(x) = J v d‘) @, . D'aprés 1'inégalité écrite plus haut

v(x) sup ('v df(*’ . D".utre nart si A< v(x) , on a dans un voisinage assez
retit de x

v(y) > ,\%%%_

ol h est une fonction harmo:ique > O au voisinage de x d'ol mour des &

assez petits contenant x

. o
§V df’ x >, )\
ce cul achéve la démonstration.

I1 v 2 quelque intérét & appeler @-négligeable tout ensemble ds & dont 1l'in-
tersection avec chaque e (o :.J,,) sst de mesurc harmonique df‘; nulle.
Un ouvert non vide n'est pas 3 -negligeable. On dira " ®-rresque partsut® pour

"squf sur un.ensemble UY-négligeable'.

Exeminons 1'extension possible des propriétés ((19) & (3°)) des fonctions hyperh~r-

moniques (n°® 2). C'est immédiat pour (1°) ; (2°) sera valable pour les Suitss crois-
- ] . \ *

santes ; (5°) est valable puisqu'il s'aprlique 2 ¥ <v . On notera S'}s une

- ' [

Q a ~fonction de régularisée surharmonique ce qui dquivaut A dire qu'elle est finie
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$3-presque martout ou encore sur un ensemble partout dense. Au lieu de (4°), on wvoit
que rour v 20, v est dang chaque domaine composant, nul ) -pregque partout
ou rulle part. Le résultat (5°) et son applicotion s'étendent : il suffit d'utiliser
¥ et de voir que sur tout ouvert inf v = inf ¥ da'ol 1'égalité des lim inf &
la frontiére. Enfin pour étendre le résultat (6°) on pourra procéder comme suit :
seit v, cg(,% ~-fonction dans Wy s W ’3 L oo o) ct :,J ey .j&

ol c:'l << & "\ On veut démontrer que la fonction V égele & v dans 6&) et

)'"v ao® dins (U est une &,-fonction et pour cela que V 5V dp xl « En effet

x oS
utilisons lc #»° 3 5 come V< v, on a d'abord
T RN “
ﬂbv € %" g v, done 3,7 £V dans wlff\(jw .

<0
Puls intr wumor\s W égal & V dans (‘,(,._)1 et & g@vl dans W, 3 W&V sur

et 6.,\ M (o, done

l:;}{:’w 1 Sg‘w 1 = 8‘() =V d-ns C«Jn(ﬂl ’

ce qui zchéve ls démonstration.

': - n —' . >
“Noter que l'on ne peut ras adapter aux 4, -fonctions le critére loccl du n® 2

hY ’ 2
(ot 1'on remplacerait J' nar f ). Par cxemple dans R, avec les fonetions.har-
moniques clas:riques et les disques comme domaines réguliers, on voit que le fonc-
tion égale & 1 pour x <0, & O pour x » 0, satisfait au critére meis n'est

v ’ 0 °
pas une S R -fonction (la régularisée n'est pas surharmonique).

5. applications Réduite.

Soit dens o o ouvert un ensemble ¥ , sur lequel est définie une fonection
u;‘r 2 0 , majordc par une fonction smrharmonique > O dans W, . On note ( RP[“'))&.)
ou briévement, R?F 1'enveloppe inférieure des fonctions surharmoniques 3 O
dans a_ao majorznt L_f; sur E . Pour chaque domaine composant w. s REf

(ol 1'on considdre les traces de ¢ , E dans w ) vaut évidemment (R'&" C'est
une 9 -fonction (pour toute base @ ), de regularisee RE . varenique.

®

—— . —

Quand k_f es* la trace de v surharmonique > 0 dans Wy 9 REV est dite réd. i
de v (relative 3 E et \u), HE balayée de v .
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g
3
i
=
=N
[aex}
=N
E'J:

= ;\R‘?()w 0) E “f &(1 ., (mémes propriétés pour les régulerisées)

P o]
-

=H
— [es]

sont croissanges de L{J et E

=
Nv
—-c?%:-rj .—cﬁ.ﬂd

¢ st harmonique dans < N C E; R?%‘f sur E .

@ 1) Lorsque «.f, est 12 troce de v surharmonique 2 O dans G

Os-%sRssv vartout ; Rfi:v sur I, /P\l?;zv 428 B

WICTS
R - o
(& 2) 51 & est ocuvert <« Wi et de composantes connexes Coi, R vaub
J v
() - Lu
o i
dans W R
i? Ty *

(Car toute fonction w surharmonique > O majorznt v hors < , majore

dans Qi inf(w , v) dont le prolongement par v est surharmonicue 20

G ial G - (Ji
hY o
dtou RV >/ RV ° ) .

Si de plus il existe dans ch.que Cdi une fonction hammonique de borne infé-

W =W -
rieure >0, Rv ° vaut dans W , 1l'enveloppe %v définie plus heut,ad
' *
Y vaut v dans @ et 0 sur 6): « Bn marticulier si (v est un ouvert ré-
mo-w “
gulier wo o C W, 9 Rv vaut Sv df)x dens W .

(fj 3) Soit v surharmonique finie continue > O dans o, E compsct
/ b - - e ld u‘
C W CWEW |, Considérons la réduite (R:r)w = &F e« Alors dans W =%,
—— -/ A,
kt' = g{"; B . o
On maisonne comme au thiorime 2.

Soit v' surharmonique » O dans @ =E , de 1lim inf en tout point=-
frontiére > g danc > C, ot V = inf(v' , Lf> « Soit w surharmonique
> 0 dans W, » majorant v sur B (donc w > &f) o La fonction U égale
a V+ye- '\(> dsns w=E , prolongéec par .w aillours est surharmonique
> 0 dons W, » var dans W - E elle admet & la frontiére des 1lim infsw

»
(en un point x €% , on a 1lim sup nf(y) v(x) a cause de la continuité
y‘ J,y—'IX

da vy, Done U majore 1o réduite ¢ eb comme w -.pu &tre ris on

b

tout point arbitrairement prés de t‘o » V24 done
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v W=E , ;
¥ > gr « L'indgalité contraire ost

{

dans W-E, v'>,<f) et

dvidente.

5. Potentisls.

Lorsgu'une fonction surharmoniqué v dans wo y admet une minorante harmoni-
que, il existe une plus grande minorante hermonique (voir n° 3). Lorsque celle-ci
est 0, on dit que v est un Eotentiel dans (oo (potentiel pesitif ou briéve-
ment potentiel).

r'd
PROPRIZTES.

sont des potentiels, de méme l\;'1 (X >0), inf(vl ’ vz) et

S

2° 8i v est surharmonique 20 et ) ”u*}ert . c'_ Wy o inf Rv
flimite de 1'or<onné filtrant décroissant des R(’Z’) est la rlus grande minorante

1°e8i v, , v,
ES -

toute fonction surharmonigue > 0 majorée par un potentiel.

harmonique de v

I1 suffit de raisonner d.ns chaque domaine composant, c'est-a~-dire pour w
connexe. Or les RL sont harmon:z.ques au vois:.nage de tout point quand les 6 con-
tiennent ce voisinzage done V = inf RC" est bien harmonique < v . Reste & voir
que s'il existe une minorante harmonique u>0 de v, 2lle minore V . Or si
v' surharmonicue 2 0 majore v sur Cf, s ©0ll2 majore u dans % car
v' - u admet en tout point-frontiére de ¢ une lim inf 2 0 (voir n® 2, proorié-
té (5°) application,et remarquer que inf u » 0). Donec R“"S najore u dans S e
V>u.

Comme application, si v, ot v, sont des potentiels, vy + ALY est un poten-

1
tiel, car
{l
RCS)_Fv < Rgé + R\‘T’J .
172 1 2
_ N
3581 EC W, et s'il existe un potentiel V > 0 dins s ~(R?r)w est un

o)

potentiel dans Wy 'sst dvident si v est borné sur E car AV majore v

sur B @(ﬂpour A convensble > 0) et alors AV ?(R?W)u ),(RE")Q3 d'ol
D s} 0

AV 2R, -

9]

Dans le cas général v =h (harmonique 3 0) +w (potentiel)

o W c»zo

oA
(), < @), + @) :
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Le premier terme & droite est d'arrés le cas varticulier, un potentiel ; de méme

le second majoré rar w , et mar suite le premier membre.

REMARQUE 1. - L'hyroth®se qu'il existe dens un cuvert & wun potentiel V >0 ser
souvent utilisée. Elle entraine qu'il existe duns tout 601 L Cul < w une fonc-
tion hermonique de bsrne inférieure > 0.

73)

Car /I\iv cst > 0 dans C/c..')l donc martout ; il est donc borné inféricure-
ment tar un nombre > 0 duns 5)1 et il suffit de voir alors qu'il est harmonique
dons (ﬂl .

. REMARGUE 2. - $'il n'existe pas de potentiel »> 0 dans un domaine @ , toute
fonetism surhcrmenicue 2 0 dans w y est harmonicus (et réciproquement) et les

fonctions harmonioues O s'il y en a dans « sont proportionnelies.

Car nour deux telles fonctions inf (u1 s uz) sst harmonique et, msjorée par ,
et U, vaut partout u,  ou partout U, ; de sorte qus 1y gst partout = u,
partout > u, ou parteut < Uy e Remplagant u, rpar '?\ul qui vaille u, en

un roint, on conclut >\u1 =u, partout.

~ Une conséquence est ou'alcrs, pour toute v surharmonique > O , donc harmonique,

Bf_t vaut v , si E n'est pas vide, sinon O .

TROREME 5. = S'il existo dans Cdo un potenticl V >0, il existe un potentiel

fini continu Vo >0.
) - - Al
Soient en effet des ouverts @w'eWcwY < " C G e VAR ng est un potentiel
!
> 0 harmconique dens wW" . Puis V' = /I\{V:, est un potentizsl > O harmonique
dons (@' et puisque mejoré per V* dans® @' , bornd supéricurcment dans un
voisinage de (' donc borné sur tout compact de COO . Partons de V' ¢t couvrons
&' npar des domaines réguliers Wy @y eee cap « Dans 'Col remplagens V! par
w |

S Vg, ! 4'oh un potentiel V] >0 dans @ , fini contimu dans I et

. . W4 - .
C @' (d'aprés 1'allure & la fronticre de j v df‘: x en un point de continuité

, »

de V' , wvuque V! est borné sur Lol). Dans w, remplagons Vi rar

@
Svi df < 2 4% un rotentiel V35 >0, fini continu dans w1U &, et dans

C &' ete. On obtient bier finsleoment un potentiel V_  fini continu dans U w, et
N~

duns b W *
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THIORME 5'. - S'il existe dens f) un potenticl V > 0, il existe un potentiel

fini continu V 1 > 0 qgui n'est pus harmonique dans un domaine p(.r'tlnl domné W -
- D!
On introduit W' T C W et W= RV “ 5 c'est un potentiel > 0 ; on passc
8}

de 1a par le rr-eédd priocddent 3 un potentiel fini continu > 0 cn couvrant ¢!
par Ces domaines réguliers (gi < C)i Cw 3 il n'est pes uarmonique dans W , parce
qu'il 1test <dons C (U ¢.) et le serait alers dens £l s Gonc nul,

Extension & une famills dénombrable de domaines ("j duns chacun desquels Vo
ne doit n.s Gtre hermonique. I1 suffit d'associer V précédent a fv‘j et de con~

eidéror 5—)\. V evee des '\j >0 tels que g )\ gont finds (V, 7.)
J )

7. Remarques sur les différences de fonctions surharmonigues 3 0 ocu Jde potentiels.

/

. . + -
Si u Uy sont surharmoniques >0, (ul-uz) » -u2) ’ ]ul- 2]

1
P . 72 ’ a - P

définis B-presque partout sont P-rresque rartout égaux A des différcnces de

fonctions surharmoniques 20 et par suite les sur et inf de deux telles dif-

firences. Méme dnoncd pour des fonctions sn outre finies continues (avec galité

partout) ou des rotentinsls, ou des rotentiels finis continus.

Par exennle : lul -4, | =w - in:f‘(u1 ’ u2) F-presque partout.

N - - 4 . - - .
THEOR™E 6 (Madamas HIRVE). - Lorsqu'il existe dans @, un rotenti=1l V >0,
toute fonction finie continue sur un compact K C t% peut &tre approchée unifor-
mément arbitroirsment rmar une différence de potentiels Zinis continus >0 dans

(4 S
c
quotient d'une
telle Cifférence W rar un potentiel V_ fini continu > O fix<.

(&

I1 suffit de pouvoir foire une telle aprroximation au moyen du
Ces quotients
éomportent les constantes, st leurs propres modules. I1 suffira dene, pour pouvoir
applicuer le théor®ne de Stone, de voir que deux points Xy # X, de X sont sépa-
s rar ces cuotients, ou encore par les différences W , comme il suit

Soit un domaine rémulier . €O conienant X, nmais non X, (G c:(.,)o) 3 Vé un
potentiel fini continu > O non harmonique dans . 5i V,',__(xl) = V;(xz) , ON

. taos w . . N . .
introcuira RV' fini continu e 21 & V! en X, mals non en x, ruisque

< V! dans @ (::rmonique et « V{')).

T—

Comme conséquence immédiate, cporsue aussi rar Madame rIERVE

Apnlic:ztions au probléme de Dirichlet. Considéroas duns D un owvert W< w <Kl
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et supposons 1'existence dons £ d'un rotenticl V > 0 . ilors rour toute fonc-

e PR 1.2 . 1‘/-<‘J l'-)-‘;(‘J ' a 5 .
tion finie conbinue sur b "-’,-"f = @ C gt-2-dire que f est récclutive.
W
Cloet dvicdent si £ est 1o trace d'un potenticl Vl fini continu car %V
O 1
d'arrss son allure & 1la frontitre (puiscue < Vl) doit &xe safv "o On posse o

1

différences W a2 tels pote rtlels grice & la convexité de ¥, , ruis on conclut
sh
Y

an remerquant que si £ - Wl L E sur
: <o < B, <d v
- Vosdh < g s W, <Ky e e Y ‘
:wf A * by S Sy S T Sy b e oV, °
® O
(.u (o)

CORILLAIRE. = On voit dewe rour £ finic continue, 1'existence de 46{. s linégi-

re ot erclssunte de £ en chaque point x € < , (2'ol si £, —>f uniformément,
n

On peut donc écrire *é(’;f(n) = Sf‘ dH‘y , ol l“x gst une mesure de Radon sur

(dite masurs harmonigque au point x).

Complément laorsque L est & hase dénombr ble, d-nc mitriscble.-En considdrent

(grice 2 1'hypothése de V > 0) une fonction harmonique h >0 dans un ouvert con-
tenant J s on peut utiliser d.ns < les fonctions h-haurmoniques et les résul-
tets de 1'article du sémin:irs de 1€57. On en déduit que pour chaque domaine cernpo-
sant '.‘.Ui ou cneore rour W, les fonctions £ résolutives sont les fonctions
sur CJ* sy scmachles d Px ner un peint x  de chague Q,-i et

¥, (x) = Sf ap .

X
Lorsqus f et 1o tp: oce d'une fonetion surharmonique v 20,
v

3l (x) = 5

/ 2
8. Propriétd do prolongement (Madame HERVZ), (7)

TRORE 7. - Supposons dans i guelconque l'existence d'un rotentiel V> 0 ¢
Soit v surharmopique > 0 dins (v QO c Sl et W' ouvert quelennque
W' I . 11 existe un potentiel dans K1) gui, dans (' , différe de v d'une
foncticn harmonique.

-

Introduiscns (" ouvert tel que &'< W' ©"¢ w + Considérons les donzines

compog nts ¢e < contenant des poirnts de (" 3 il y en o un nombre fini et on

peut former dans Ll um notantiel V fini continu > 0 , non h:rmonicue dzns les
R S)

domaines rrécidents, de s~rte que inf (V - '}(‘V ) >0 . I1 existe donc A>O0

o>

(3 ) Onconne ici une toutsautre démonstration demandant moins de conncissacede la théoric




* I'd 3 v S /)' . >
tzl que sur %  la réduite relative & @ (R o soit < Wy - &

v o
-— . s pinl . G0N . O *
Donc dans  w~ W, N7 = :1(7 J majore 3, ou Lf» vaut O &ur w
5 o] P, QP
o ,
(_)v W - e N !
ot ( sur " ; dtailleurs diens (W=-w ", ‘%U‘ vaut (Rvo )r.) s
: .
. = . - *
parce gue cetic dernidre fonction vaut J‘ dons W= (! (dr- =0 sur W
\
et  =v sur ™),
y . . . . _ i Wl I XA
Considérons clors lc forction @ égole A ;(Vﬁ d.ns f{wst & AY + (Rv )(d

Fid
dins &, Si nous montrons gufelle est localement une '&Ji -foneticn, °sa régule-

. N » . . . 3 . ] ,!. 3
risée repondra 2 la _cuastion. Etudions doue P ou voisinage de <) . Soit & un

domaine régulisr (6 = £i- ©) ot comparons & &, \q'Sc.V; dans o
- i

Comme f £ /\V dans  we= Q" , on a d'absrd ?-'b' < j \ rl Sx RS ,ﬂ)\V3 done

% \ 7 en .

%}' < % deng (" wWMY . Puis dans (A.)A(') S 5?’ vout (16; " o o G

- ¥ —_ » :
vaut 9 sur $ et F'gd  sur w0 ( V& . Ainsi dans wO§ ,
= wh§ - wns -

P '%qjﬁ < ;;g{\) -

. - . - g ) . *
Posons L?l ggal & A by duns W oet a AV, sur W
o

-

% 7 o @ oy L
P = + @@ < + e
- g 2 3 > B ]
1 < ':P ‘}1 :Pg
= ..,)n% -
On constate que @ 3@ = ¢,
-1
A
c_yz 2
—wnd _
LI o+ D o= .,
d'ol 1%¢ ¢ % s b

PRLPGTR. - Lo démonstration est bien plus simple si o est régulier.

D’\malnus réguliers dcterminonts.

On Air: gus dons 4L un ouvert répulier > est complétonent déterninent (resp

détermin~nt) -1, quelles que :roient vy

lament ‘:Jrnée:z, en outre) d.ng ) , harmoniques duns (2 ,1'égalité v =V, dans

v, surharmonicues > O (resp , loca-



Y N r . » ’
({ & entraine 1'égnlitl part~ut d.ns L,

Conditions équivilentes & ces deux définitions.

19 8 v est surharmonique > 0 (resp bornde localement) dans JSL sa plus

. . A (v YY)
grande ninorante harmonique dens w  est jv df;x ou %}6:’ .

2, . : w ’ 2
Car pour tout &2 régulier, fv d % prolongée par v est surharmonique et de

méme toute minorante h:rmonique de v dans ) , majorant cette intégrales

2° 8i v surharmonique > O (resp localement bornde) est harmonique dans <
toute fonetion surhamonigue mejorant v dans C(J (donc nécessairement 3 0)

la majore dans (0.

3° On obtient des critires dquivalents en remplagent dans le définition ou dans

les critéres pricélente les v surharmoniques per des potentiels.

49 Tout domaine composant (de o régulier) est complitement déterminant (resp

déterninant).

REMARQUE. - S'il n'existe pas duns £ de potential > 0 , tout ouvert regulier
est complitement céterminant ; s'il en existe tout < compldtement déterminent
(resp déterminant) conserve cette propriété dqns tout domaine -Ql ) Sﬂlcn) ’
d'arris le théordme de prolongement. Dans le cas elassiquc les domaines réguliers
sont complitement &’terminants =t cela joue un rdle important dens certaines dé-

monstrations. Aussi allons-nous approfondir les notions précédentes.

.,.4 N . - . ¢ . ’ o 4 g .
PTUIOREME 3. = Soit un domeine régulier déterminant ¢V et v une ) 16 ~fonction

y /\ 3 * - N,

3 0 &ns £}, avec WEM . Alors'on a v =7V pregque p«:}.r’cout-d?C}“c sur W (d'ou

L , - )
le sommabilité-a Y A'une &, -fonction > 0).
' be (453

‘ , . ¢ . '

Le fonction w égale 2 jv dn; dans 0 et & v ailleurs est une 5 ~, =fonc-

. . ~ o~ P -A W Y .
tion (voir n® 4) ot est € v . Donc W& ¥ et come (v dp Wy Sv d)> W(xew),

s s U T v X X
lin inf w 3 v(y) d'ol Ww=v dans CG) .

X & WXy & W

Si v est locclement bornée, on conclut, puisque (o est déterminant

N\ - - I N ] ’» . 2,

W= Sv dtz(; (x & w ) done Jv df";c) = jv df“; d'ol le résultat cherché.

—

> . ~ ' ¢ . ~ NS
Sinony, si v=0, jv dY:: mejerde par voet v est nulle dtol v = 0 presque
{ R . . . . .
partout —d'\)‘;’ sur @ .81 ¥ >0, il existe une fonction surharmenique > O

d-ns £ . done wne fonction surccormonicue W > O finie continue (décomposer en
H -
plus grende minorante harmonique et potentiel, ou raisonner directement comme avec

les potentiels). On introduire v, = inf(v , nW) . C'est une ng _f-fcizxction > 0,

-
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’, N . " 1 (] . » N »
localament b rnée, Zdonec v, =V, Dpresque pertout ‘C‘Fx sur & , D'ol le résul-
3 pe

B < 1 v
tot cherché puisque V.9 .

COROIL.IBE. - Toute S, -fonction v >0 dens £L (resp localement bornde),
AV
harmorique duns un domaine régulier complétement d4terminant (resr déterminant)

a
(e (R, veut d.ns w def)X'

P ’
Car ¥(x) = (% as“ = (vap® (x &€ )
| [ =

PP £ o . - .
or B C4 - Gonsidérons dans <& un »fdonné filtrent décroissznt de
S & -fnetims v, 3 0 et urn domaine régulier détermin-nt WEMB . Alors
v

j’inf v, d.oc') = inf (v, dp 7.
1 J 1 '

td

|

Sunnogsons disbord lao vy localement uniformément bornées ; comsidérons la fonc-
. . ) : ‘ o .
tion Vi obtenue en rrolongeant J vy d’a:‘: rar v; ; clest unc 0(,3 ~-fonetion

J.. .

et de méme inf V., .

a

- [ . . s
Donc inf )fvi Ci “}*{’ rr>longée par inf v, est uns J@ -fonction.

I

B'utre mart Sinf Vs d?(" nrolongée rar . inf Ve est unz Lg;-, -fonction.
J

D'arres le corollulrﬁ ~r:cel nt on a done l'egalltc, cherchée ©
Dans le cas g'nér-l, gi unc v_,L est nulle, 1l'intégrale Vi dpx correspondante
J i

est nulle et par suite les deux membres de 1'8gslité cherchée,

£l et on remarque que; choisiscond un vi scit Voo les vi = inf(vi s
. o} o}

Si une Vs est >0, on introduirsa W surharmenique finie continue > O dans
v

)

(l) g
forment un ordonné filtrant et que inf v, = inf v! , inf fv. dp =if (v d “
i i i X i X

De sorte qu'il suffit dc démontrer notre proposition avec les vJ!_ s en utilisant

ViV, . Soit alors (v ) = ’ni"(v_}L , n¥) ; on sait que
i i,
Lo — e 1 (%)
r:f(v ) d\) o 1m f(vi)n drx .
i

o

Maie comme (v:!L)n wvf ’ v’(lnf(v) d]ox —-——> 1nfjv' QF

+ «f ( +, W
ta o . [ v! - nW X t 9~ o 1 & . -
D'eutre x.rt vis 'vi)n + («i nW) d'oh O gvi d\"x j(vi)ndfx (g(vio nw) d'px
ot par suite inf({(v!) as® -——3 iaf f vi ap Y dton 1'égalité cherchée sur
5 im “ix i i f X

Jes V! .
1

/ N\ , "
TIZOREME 10, - Scit dans 1 un Comaine < régulier complétement déterminant
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(resp d&éteiminent) d'une base  de domaines réguliers ot v, une suite de
‘S'sz ~fonchions 3 O (resp localement bornées uniformément, réme seulement au
voisinage de ¢ ). Alors si { v dP") converge quel que scit x &€ w et si

elle est localement hornés unlfomemen‘o (ce qui a lieu dans le second ceas), la

. (Y5 G (qar ¢ .
limite vout )' lim inf v dfx (Lim inf v est une 4., -fonction).

n (}J

W dang W et & v ailleurs. Lim inf wn

ml

Soit en offet w_ égale

L

0 ) ’ by (i) \ by . . 2
est une L:Tﬁ ~-fonection egale & lim ){ v dPy dans W et & 1im inf v, 2illeurs

,v df’

(lone loc:lement bornée dans le second cas). La fometion 1im v, d }nc;; est harmo-
nigue dine G mparce qus dans tout domaine régulier Cul . C}l < w . elle vaut
(L 1
S lim w df‘ -« Dlaprie 1o derniacoroilivc on @ done 1%) (v df jl,m inf v drx
K Y

II. Renrésentation intégrale

des fonctions harmoniques et surhurmoniques 2 0 .

10. axiome de Harnack,

Nous aurcns besoin d'un oxiome supplémentaire et des remarques suivantes.

ILEME 1., - Soit cons {2 un ensemble & de fonctions finies continues > 0,
tel que si vedP onait AueP (Aréel > 0 quelconque). Supposons les
propriétés suiventes, évidemment quivalentes et arnelées axiome de Harnack :

3 P ] .,’ - +2 3 ‘i’ 2 by
he Pour tout Xo‘-"-ﬂ s l'ensemble ¢p_ & .s fonctions de & égales 2 1 en
P ;
0

X, est équicontinu en X, e

ou
u .
5. Pour tout x &L (x) —1 (x—=x_) uniformément pour les wed
o) u(x ) o)
Alors :
() Quel qus soit x fixé supu et inf u sont finies continues > 0,
ue 'ﬁ ued
X b 4
o) o

et 1'ensemble des u e , <1 en X, est équicontinu en tout x o

(
‘ll\x.
- L . .
& ¥ TET s ] i, Va
(J.g) Pour toute ue@ s % reste compris, lorsque x, et %, arient dans

un compact, entre deux nombres finis > O indépendunts de U .

7

7

(X) soit F un filtre sur P.si u(x) = + ® en un point, u

(ﬂt
+*
8
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partout (d'ailleurs localement, unifornément relativement 3 R). Si u(x) ?V(x)

finie en un moint,. V est partout finie et méme localement bornée et la convergence
est localement uniforme ; alors V est finie continue et partout > 0 ou
partout C .

En effet 1l'ensemble ou U= sup u (xq fixd) est fini, est un ouvert ¢« ; s'i’
ue g ;
ed,
o

n'était LL il 7 aureit un noint-frontidre x, & ) ot on trouverait urgx)é J

' un(X) ¢
S _,_} [ ] '( .. 2’)8 ‘_z < —_é‘ -. o ll.

tel que un(xl) + ® . D apr (B), -ﬁr—-&? 1 (x~>x1) uniformément, alors que

dans tout voisinase de x, , il v a des roints (ceux de «2) ol ce rapport, majoré

- 1
rar g—%{l—) tend vers 0 quand X — ® . ainsi U est finie rartout. De mémo
: u (%)

U=infu est >0, comme on le veit en considérant un point-frontiére, s'il y
Ve
ed
0

23

en avait, dans L0 , de 1l'ensemble ouvert ou U > 0 .

"1 . PR
De rlus pour tout x! !-Eg—)y - 1| <& pour x 68 voisinage converable de x' ,

indépendant de ué@ s Aot (1 - &) ulx') culx) €1+ €) u(x') et les mé-

da
mes inégalités avee U et U , qui sont donc continues. Le reste ost conséquence

irmédicte.

LEMME 2. = Surrogons en mrenznt sur l'ensemble E  des fonctions finies continues
dans <2, 1a torologic T de la convergence compacte, que P U {0} soit ferme.
Alors 1'axiome de Harnack équiveut & la compacité de C}x rour un x_ et aussi

fo)
nour tous.

Partant ¢e A , on scit cue @x (pour tout xn) st équicentinu en tout x ,
o )
donc relativerent compact selon T . Son adhérance est contenue dans @ U{O}

<
fermé, et commec elle majore inf u »0 , elle ne contient pas {0 } s donc est iden-

tique 2 @x , qui est donc compact.
: 0

Inversement mcrtons de cette compacité rour un point x 3 alors q)x eat équi-

O

o)
continu en tout point et d'autre part infus0 d'ou %8‘(1;- -1 (x-—>x"' fixd)
u&@x
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. : , T '
uniformemort nar rarport aux u éiifyx donc per rapport aux u e P

11. Raprel ¢'un théorime de Choguet.

Soit un espace vectoriel topologique réel localement convexe ordonné par un edne
convexe (O admettant une base compacte B (intersecticn de toutes les gériratri-

tes par une variétd lindaire cffine ne sontencnt pas 1'origine).

Si € est réticuld, il - a ?nur tout 2z €T ,'au plus une mesure unit.ire r;;:O

’
*l-ﬁ

sur B (fL(B) = 1) rortés ( ) var 1'ensemble £ des roints extrémoux de B et

dont le centre de gravits est z . .

. *y
Si T aest wétris:ble, il y a su moins une telle mesure (et on scit o B est

un (é; ). Rarrclons, et 1& plus gimple est de sulvre CHOQUET, cec cu'esst le centrs

W

”~

de gravité d'une nesure j 20 sur - compact B (avec t&(B) = 1). On forme, par
exemple grice du filtre des entourcges ot 3 des recouvremente de B y un ultre-
filtre sur l'ensenble des mesures P> 0 , constituées par un nombre fini de mass

ronctuelles ;J»o (total 1) sur B , convergeant vaguenment vers f~ . Le centre

<o . fps o aas i i i
de gravitc P d'unc telle mesurc estpar définition E:_ zj mj (mzsse mj au
i J

roint j) I1 converge vers un point Gt“EE B.Orsi f(z) est une forme li-

Jrf(z) du(z) dlob £(6 ) = Jf(z) 4 (2)

nézire continue, f(G ) = z: f(zi) mJ

Cette formule importonte montre que G ne dépend mas ¢o 1'ultra-filtre (car si
G' est une wutre limite on aure f£(G - G') = 0 quelle que soit f d'=h G = G').

On écrit G* = ‘gz df‘ « On montre aisément quc la convergence vague de fk vers

"t

12. Rerrésentation intégrale des fonctions hormoniques > 0 dans 1.

r& entraine la convergence de vers G}& .

Notons H 1'ensemble cdes différences de fonctions harmeniques >0 , gt celui
des fonctions harmoniques 3 0, 2" celui ds8 fonctions harmoniques > C . On
munit 1'espace vectoriel H de la torologie de la convergence uniforme sur tout
compact. On 1'ordonre selon l'ordre "ncturel', ce qui dquivaut & prendre H+ comme
cdne des majorants de O o On voit que H est un esmace de Riessz complotement
réticulé. '

Considérons 1la base H; » du chne convexze i s formé des fonctiong harmoniques

o)

>0 égcles 2 1 en X fixé. Nous avons hessin, pour appliquer le théoréme de

(4) C'est-a-dire que lo complémentaire de cot emsemble est de mesurc |1 nulles
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Choquet, cu'elile soit compacte ou métrisabls.

La métris-bilité a liszu lorscue 4L est réunion dénombrable de compacts (done si

i9) pos“"’e une base dénombrable).
s . v I .
Le. comracité dquivaut 3 1'axiome de Harmack pour H' ; remarquer gque cela n'uti-

lise ras l'axiome III en entier; mais scukement (3 coté des axiomes T et Ii) lc

propriété cu'une fonction harmonique 2 0 dans SL est soit > O partout,

soit 0O o
] )17 1 q "Jt"' |.

THEOREME 11.(werrdsentotion intésrale). - Supposons que i il est non vide
satisf.it & l' axiome deHarmaick et prenons sur H 12 topologie de la convergence
compactes

- By 3 + .
1° 11 v a pour chaque u € H , au plus une mesurc de Redon M 30, sur le com-
. \ *, . . +
poct I—IX s portée par llensemble Hy des moints sxbrimeux de H'}: . 2t telle
o} . ) )

que dans L

v

s +
u(x) = fw(x) drg(w) , w déerivant H .
X
o}
~ 8 &) 2 .
20 53 {) est rédunion dénombrable de compacts, il sxiste une tolle mesure ‘.«_
D'ailleurs pour toute | 2 sur H ) jw(x) d}L (w) éd .
O
Extonsion immecdiate ® lo représentation des fonctions de H , au moyen d'une moesure
. . . . * 4
i\x, de sirne queleconque et isomormhisme de H et des mesures porvees por Hx

dans le ces (2°). o

. . + ~p s . ! . ’
Congiddrons les u & H' . 3'i1 sxiste une I”L de 1l'énoncéd correspondant 2 u
u(x) ’ . 1
= | wix) d w) avee 4 = dn d =1
uixoi j (x) .“'1( ) v Py uixaj P F1 *
-~
Sw dt,\1 (w) est un élément vectoriel de Hx que l'aprlication linéairs con=

o]

tinue w—w(x) transforme en jw(x) d;.&_l(W) . Les élénents vectoriels de Hx ’
)

—-z}-l—)— et (w c{r. (w) ont ces fonctions de x partout $gales donc sont identi-

gues et le théoréme de Chcguet entreine 1l'unicité ds t.Ll donc de [

Lorsque £ est une réunion dénombrable de compacts; il existe pour toute

+ ' . . *, 0k

u€Hd'  une mesure tA1 20 sur H_ , telle que :—L (Hx ) =1 portée nar Hx
- P

o} o o}

et telle que Tf(l}:_)' = |w d}al(w) y A'oh par spmlication lindaire
° .
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u(x) = fw(x) dja(w) avec dy = ulx_ ) din
i !
cps ot 12 n
Notons que pour toute mesure positive sur ‘{x s 1¢ centre de gravité donc

o

3

s A . + + Y ’
5 wx) d 1 (w) est une fonction de H ; do méme pour toute mesure sur He s 1'inté-
0

grale est fonetion & H . L'unicité de cette rerrésentation d'une fonction de H

(si j& st portée por %Y ) vient de ce que, si | w(x) dpm, (W) = {ulx) Afe, (x)
¢ Xa ) i1 } r2

pour deux telles f,x 20, f‘l = My d'anrés (1°).

13, Représentaticn dans chague domuine de (i o L'.oxiome IIX.

Si 1'sn veut avoir dong chaque dumaine de {2 1o représentotion integrale précé-
dente, on surmssera donc llaxiome c¢e HorMackrour les fonctions harmonigues > 0 de

tout domaine. Il est intéressant de condenser les hypoth3ses par le théoréme suivant

. . N . . . .
TEAOREME 12. - Pour un gystome de fonetions dites Larmoniques satisfaisent aux

exiomes I et II 1a réunion de 1'axiome ITI et des oxiomes de hHamack pour tous les do-

maines (et porr lesfonctions hermoniques > O dons chacun d'eux lorsqu'il y en a) équi-

vaut & 1l'axiome suivent, auquecl on donnera deux formes éguivalentes :

AATOME TIT'.

( &) Dans tout domaine (ou enccre rour les domaines fffj d'une hase) les fonctions
harmoniques >0 sont goit > € soit O et les fonetions >0 s'fl y en a

satisfont & 1'axiome de Harnacks,
Ou (forme dguivalerte)

(R) Il existe une basc de domcines sur checun dasquels 1'ensemble des fonctions
} .
haruonigues > 0 est non vide et satisfuit 3 1'axiomes de Hernack.,
L'exiome TII et 1l'axiome de Harnack pour tout domeine entralnent évidemment ()
et (;‘;;) {ruisqu'il euffit de considdrer les demaines resuliers). Pertant maintenent

c¢e (A), pour las © 5 prenons un ordonné filtrant croissant de fonctions harmoni-

cr
[0l

a . C
ques 2 0 dans un domaine & 4, ©

> tudions-las dans un  wu, <& ()iCZ 0 ; si elles

i

ne sont toutes nulles, rectenons celles qui sont > 0 ; lz limite est + ® ou bien
fini~ ot obiznue mar convargence uniforme locale, ce qui gfﬁ».ce 3 1'axiome II et & la
roprésentation ju c‘)‘: (o régulier < G Cl.wi) aontre qﬁe cette linite est
alors harmonique. hinsi dcns ¢  1: limite de 1'ordonné filtrant est cu voisinage de

chaque point, zoit + ® goit harmonique et l'axiome III est satisfait.

TI1 reste & voir cue, d'coris (), toute foretion harmonicue u 2z 0 dens un
UL s e ) s )



1-22

domaine (s de la base est >0 dons w, si elle 1'est en un point X, e Or

| u(x) +iv(x)
soit v harmonique >0 dmns <@ et formons 1n s cette fonetion
u(xoj + -ﬁv(xo)

harmonique > 0 dons @ majore 1'enveloppe inférieure des fonctions harmoniques
>0 dens ), égales & 1 en X, 3 on sait que cette enveloppe est > 0 « Donc

u(x

1o limite e de notre exppession est >0 .

o)
Application. - Supposons les axiomes I, II, III' et considérons les fonctions
. s o . p
surharmoniques >0 dans f) satisfaisant 2 f v df’x =1 (Cdo régulier,
‘ o}

xoe C")o)' Alors dans tout ¢, régulier, fv de(;: est borné en tout point (done

localement uniformément borné).
Car si une suite v satisfeit & {vn d?'”; —> + ® en un point x&¢) , cette in-

tégrale terdvers + ® dans: ) . Son prolongemnt par v dans CCU est une
fonction v surharmonique et 1lim inf v est une (,"q, ~fonction valant + ®

5

d'ns ‘2 donc partout. Par suite v, + ® vpartout et

‘ W w
lim inf gvn .dfxoo 2 flim inf v, d? x °=+ ® ce qui est incompatible avec

)
W
)
v, d =1,
fraaps, =1
14, Ordination des fonctions surharmoniques 7% 0 .

A cOté de 1'ordre naturel (%) , la plus utile est 1'ordre "générique" { selon

lequel v, <v2 entre fonctions surhermoniques signifie vy TV, 4 fonction surh., 20

Il y correspond les notions de T et gi-majorantes (surharmoniques).

THEOR%ME 13. = L'ensemble des fonctions surharmoniques > 0 dans 9] est pour
les deux ordres semi-réticulé supérieurement, c'est-a-dire qu'étant donnés Vi Y

surharmoniques >0 il existe une J{-resp {S’-majorante minima de vy et Vy e

I1 existe bizn de telles major:ntes ; exemple : vy + Vy e Prenons 1l'cnveloppe in-

férieurs (au sens naturel) de ces majorantes et voyone que dans les deux cas c'est
c* : ‘ IS
une g3 -fonction dont la régularisée est encore JU ou j-majorante, et vaut donc

1'enveloppe. Le premier cas est évident et 1l'enveloppe est la ‘,'.pfb-majomnte minima.
Dans le deuxiéme cas, soit W 1'enveloppe des majorantes w ;3 comme w = vy + wi

P
(w! surharmonique >0) il vient W = v, + inf w' et /1;1 = v, —+-inf wi —dtolr
1 1 1 1 1
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Wo>v, et de méme W v, done W W et 1'égalité W =W .
I1 raste & voir, et ce n'est ras évident, que toute %-—major;.nte v, de vy et
{
% . e 3 - 4/‘ o- . o o )
v, est (.{ -majorante de W , qui serc bian la 3-ma,]or-:~.nte minima. Voici la
> “ N . / ¢
démonstration due 2 Mad me HERVE,

I1 suffit de voir que w_ - W (précisée par 1z valeur + @ 12 ol W, = W=+ o
ot .lors notée U) est une '-?) -fonction, car il s'ensuit par régularisation que
vy est la somme de W et d'une fonction surharmonique > O . Montrons donc que

dans tout domaine régulier w ,
u(x) 2 (va,¥
> Px
ou |
X} = Ude i .
VJO(}) JJ < ¥ W(x)

Considsrons swr , ‘P > -0 et sem—cont.mue inférieursment, boraée inférieurement.
on peut la choisir pour que Y o= } 7&: di) approche arbitrairement; en x fixé,
- {'T df‘; . 11 suffira donc de voir que dans @ W (x) + V(x) su() .

Or le rremier membre admet en tout point-frentiére y une lim inf >W(y) ; donc la
. N s s N R
foriection X égale dons w3 1nff‘(wO + ¥ ;s W) et & W ailleurs est surhermo-

nique. De méme si

wo=v, + (w)!, (w )! surharmonique 20
5 =V * ()l Wi q >
W= vy + W]'- s wi surharmonique > 0 ,

1o fonction ,3 ézale & inf (('.47)]'_ + w"'ff, WJ'_) dons @ et & Wi 2illeurs est

surkarmcnique 2 0 ., Mais X = vy +8 .
/!

Done >'-v1 et de méme 0<>v2 ~d'oll X W .. Par suite dons W 1w +V,>>W ’
ce qui zchiva la démonstration.

Extension. - Un cnsemble quelconque de fonctions gurhermonicues = 0 admettant

ue JG ou g -majoronte en admet une minime. Méme démonstration.

15. L'espuce vectoriel S des différences de fonctions surharmoniques > O dms ..

A un couple (u, v) de fonctions suyharmonigues % O , associons lo différence
u=-v, définie B-rresque partout. On dira que (u, v) et (ul ’ vl) sont équi-
valents si u.+ v1 =u + Vv , ou, ce cui est équivalent, si u -v ot u, - vl
gont définies et ¢gales hors d'un ensemble /3 -négligeable.
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Le clasce d'équivelence contenant (u , v) sera notée [u ; v] et u -v dite

[a)

aseccide. L'ensemble Ges [u , v] forme un espace vectoriel réel S selon les

I d [y
opérations

=[N\u,dw] si A0

o
1
-
<
L
{

a

[-Av, =u] si AL0 (amposazt O.@ =0)

[u,V]*r[ul,Vl]=[u+u1sv+vl]

’ e 7

srérations qui corresrondent aux opdrations sur des diffirences associées.

. . . + e o .
Noter 1'isomorvhisme de 1'ensemble S des [uw ; 0] st de colui des u , (fonctions
surhermoniques 2 0) o2 ¢ui rermet 1'identificaotion.

L'ordre "géndriguci dens S sera défini en prenant ccmme ¢Sne des $1dments majorcnt
+

0, le céne S . alors, selon cet ordre, S est un espace ue Riesz cr‘mplrétemenf

s

. s 5 . . ~ .
Topologie ¢zng S (7). - Choisissant un domaine régulier w et un point x & W ,

on prend comme semi-norme corremrencente de [u , vJ, [S(u -v) df’ | o En fai-
gent varier (0 dans une has ..,‘)0 de domaines réguliers et x dons W nX s OU
Xo est un ensemble fixé partou* dense dans JU , on aura une famille de sem.-
normes G4finissant unc topologie U (% ’ Xo) localement convexe. Elle est séparée.
Suprosons en effet les semi-normes de [u , v] nulles. Si o> d‘\ /(u -v) d]LC;c}
est nul sur X Y@ Qdonec dans o o Donc § u drc; = f v dfx pour uout x et
tout 2 de 0’3 le contenant,; d'ol & limite (gquand x est fixé) selon 1'ordonné

0.
filtrant des <o de @) contenant x, u(x) = v(x) clest-3-dire {u, v]=0.

La tornlogie précéda’nte est compatible cvec 1l'ordre gzénérique. Vérifions que S

o -~ + -
est fermé. Prenons en effet [u , v] adhérent & S dans S et apvrochons arbie-
(45 . :&)2 .
trairemsnt f u-=-v)d -v) d cur wy & 03 o, Cw t
( ) ‘.’p X (u ) fx F 10 Y2 o? 1 2 ©
at

£ oy Q X3 s Par les mémes mt\,grales d'une fonction de 8% . On en déduit

P w
S(u - ¥) dfxl S S(u - V) df:‘;o dans ulﬂxo donc dans G,

et par un passage & la limite
(«)2

u(x) - v(x) > f(u -v) ur')x > (S)‘do-presque rartout.

Done u - v vautb 6)% ~prescue partout une ;S;; -fonction 2 0 d'ol
U

2 2

(5) Insrirde d'une idde inédite dn He. CaRTAN doms lc cas clascique.
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u = v + fenetion surbarmonicue = 0 .

REMARGUE 1. - On pourreit aussi introduire dans S 1'ordre naturel et voir qu'il

. 2 . i *
est eompatible avec 1o torologie précédente, mais le c8ne positif n'est pas S

REINARQUE fondamentale 2. - Lorsqu'on suppose 1'axiome III', la topologie
b R . ,1+ N ¢ D * + 0y
‘Z;((?gq » X ) est identique sur 5 3 *E(u}j s +2) , laquelle est sur H  identi-
c 0 L :

que % la tomologie de la convergence comracte.

Afin d'utiliser le thdéoréme de Choquet pour les fonctions surharmoniques > O , nous
utilizerons outre les axicmes I, II, III', un axiome ncuveau qui est pout-Gtre

d'rilleurs une consdquence Jos autres ¢

ALIOME TV, - 11 existe unc base de domaines réguliers complétement 2éterminants.

£ ~

REMARQUE. = S5'il existe une base (énombrable o d'ouverts de 41, 1l'existence
d'arres IV d'une base o, (i ¢ I) e Comcines regulisrs compldtement déterminants,

entruine 1l'ex’ sterce d’un> base dénombrable de tels domaines.

— , L., . . .
Car oy = U X, (I TI) et «, = L = (i suite d'entiers
o . 1 ¥ Tl i )¢}
iel n
P
corresmondont & i),
L'ensemble des g vour tous les 1 & ID et les n est démombrable (comme
n 5

les (,.;i) et & chacun des domeines on associerc un JX gui le contient (i&1 )

Aol une suite & (e reunin ~.-.x ) L'ensemble de ccs suites fournit la basc

O
0]

-mmx“br able cherch

'S

15. Renrdgontation inté rele des fonctions surhormonicues >0,
Cd

=i

LEMME, - Considérons sur fI A& base dénombrible des fonctions harmonicues satis-
cisant aux axiomes I, II, ITII' et IV . Si JJ ast 1'ensemble des domaines régulieps

complitement diterminents; introduisons sur £ la topelogie G(MH ,S2) , notde

. . 3z e a2 + .
brigvement € . Considérons 1'ensemblo Sy (convexs) des fonetions surharmo-
7 ¢
~? "‘)O
. . - \ 12 P ,
‘nigues v > 0 satisicisont A fv dfx =1 ((Jo fixé & 75, X fixe Em)'
o}

Alors, pourvu de lo topologie induite par ¥, il est métrisable et compacte

Introdvieons dans -1 , un cnsemble X dénombrable Tartout dense et une base dé-

nomtrable C » contenont G)O « La topologis % ':’: s Xo) s fournie par les
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semi-ncrmas dénombrables relatives aux wed et xc& Xo est métrisable.

(o
3 + L&Y Id 3 Y 3
Voyons qu'avec cette torologie, Sx o déja métricable est aussi compact. Soit
+ )O, ’:o L3 e I - >
uné Sx o " On peut mar uscge répété d'extractions et du procede diagonal extrai-
s G
o’ o

15 . R
re u, telle que funr df)x (qui est localement uniformement bornee dans W,
P P : .
selon 1o fin du n® 13) converge quels que soient W& (Bo , xew X dtod
grice 3 (III') 1la convergence dans tout Cu .« Par suite (voir la fin du n°® 9),
T~

. . G ' . 4D , .
w dp. ——s {lminfu dp. = (1lim infy d M laed® XE )
n .t)x n_ | X n ?x c
it P® y; P P
PN o )
D'o’ la convergence de u (p ®) vers lim infu ~ u sens de WA, X)) et
P P
ndme de 3 ,’;’o s<2) o Caci inclut
e Wy < N (,JO
w di o ——s{lim infu_ dp qui vaut dane 1
n_['x n r X
r.‘ . p O

o . I'q
On a remarqué gue U(»’JSO ’ Xq) est sur S identique & O( ‘Bo , £1) 3 pour

voir 1l'identité gur S; (et mr suite d'ailleurs sur s*) avee V(@ ,L) ,

R
i) \)

. P . . + +
il suffit de voir que la convergence d'une suite an Sx ., -vers vE Sx .

A ’ At

o’ 7o o’ "o

- - o) .
selon \5(030, s Y4) entraine fvn d'\)x -—-}\(v d{)ﬂfj quels que solent W& D) ’
‘ . J -
%€ (v o Or si (ff}'o est formé de O:SO augmentd de W , CE(’T’S(’) ; 1) rend
+ ’ ) " e . .
S compact (comme avec (’.f:),)) et ‘6(:5}3q ,£2) moins fine que cf;((/’jé , )

X s WO
o” 0

- . 1+
lui est donc identique sur SX P
. o ? -A.o
-4 - i - s . '
THEOREME 14, - Supnosons ) 3 vase dénombrable et les axiomes I, II, III', IV .
Preronssur S la topologie % précédente (qui rend compact 1'ensemble convexe
-+

Sx . (Cuo E€03) et est iisntique sur B a1 topologie de la convergence
9 - ..
o’ o

+ . . 5 . . s
compacte). Alors pour cheque v &S , il existe une mesure de Radon (dite associde)

+ , i
unique P20 sur N .. s portée par l'ensemble *q* des points extremaux
' xo’ Q-’J xn’ wo
. . ,/ . . .
de S, . et telle gue v(x) = {w(x) dpulw) , w décrivant st .
XO’ (UO J i xo, (A,;O

,CJJ

D'ailleurs pour toute mesure }k »> 0 sur S:: R j w(x) dfu (w) & st .
o’ ™o
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Extension &4 v & S avec mesure de Radon non plus nécessairement > 0O et igo~
. A ¢ 5 » e+
merphiszme de S ¢t de l'ensemble des mesures portées par Sy w *
L9
o’ "o

. . . r 2 P
Si v est harmmonique, lc mesure assccile rréeédente est rhée par I et
J %
o)

w + . .
colncide sur H  avec le mecuro donnee rar le théoreme 11,
EIN

, ) 4 Y ™
REMsRQUES PRULIMINATRES,

- + o . . > ] .+
1° Pour toute v <& , v(x) ost semi-continue inféricurement dens S x LU
. + g P
et si f« agt une mesura >0 sur S ’ w(x) du(w) &£ 8  (w déeri-
X_ 5 €U i
o’ o
vant & ) .
X, (~O
(V'3

Car cette intigrale «_F est semi-continue inférieurement dans {L et pour

régulier, x& W

jt‘f:d F/; = J/f fw(y) d");] die (w) & | w(x) dt;.).(w) = (f (x) .

Mais cels résulte aussi du rdésult it suivant :

- 1y cp s +
2% Si H ecst une mesure unitaire > 0 sur Sx o (compact convexe), le
o" "o
S . +
centre de gravité (wd }A (w) est une fonction v & Sx v dont la valeur en x
p, o’ Yo
( ) ] t. 3 . . 2.8 . ‘\i.)
est  lw(x) du(w) « Car 1'azrlication linéaire continue w —s3{w(y) df)x(y)
W H
— -~ . - . + N (% ”
(e oy, xEtw 3 w déerivant S, o munide %) donne
H
o? "o

vy 026 = (L) el Tae ) .
P = ) Px b

Paszons & le linite celon le filtr: des sections de l'ordonnd filtrant des W do
J) contenart x £ixé. Comme rw(y) df.v;)' ast une fonetion décroissante de <

st tend vers wlx) , il vien
v(x) = gW(X) d’;&(w) ’
DEMONSTRATION du THEOREME

+ o rd Ly y o : N
Partons alors de v quelconque & S ¢ d'arres le théorsme Ge Chocuet, il existe
* .+

. . + ,
une mesure ].L 2 0 uniteire unique sur S . rortée par °S et dont le
1 . Y X g
0" o o’ "o
. , v + .
entre de gravité S D'oli vix) = (w(x) du(w) en posant
centre de gravité est ———p= € X 00, . 'x) (x) r»t( ) I
. \.

§viy

Q
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‘iA=SVdLO-;A .
i fzo M1

» . + L
Inversemont une tells copréscntotion (avec >0 sur %x s ? rortée rar
H O’ Jo
* + . . ros s
S, . ) est unique parce que, comme o va le voir, la mesure ?&1 définid par la
Xog \,vo
. . I « . 3 v
rroportionnalitf qui nréedde, admet comme centre de gravité o5 . Verons done
vd p
VX
o
. . S - g ,+ ,
Ltidentité dos 418monts —»—Xﬁa et (W'd}*l(w) de 3 . Elle résulte de ce que
V':!f_: x J '
Q
. . . v(x 5
les valeurs ex % de ces fonctions sont (x) et (ﬁ(x) dr;l(w) s dlapres

AT P
(V(y)df,, (¥) ;
/ )

la femarque rrécédente,

17. Rappel o notations. Potentiels (axiomes I, II, IIT'y IV, et base dénombrable).

S enscmble des différences de fonctions surharmoniques 20 dens AL , avee la
torologie & .

o+ .
S ensenble des fonctions surharmoniques >0 .

+ . . e .
» o gous-ensemble des fonctions normalisdées selon ‘fﬁ dtsx =1 (cgb<§'ﬂb ’
o’ o
* & Q;O) métrigue commact selon e
* + - P . 1. .ot . ~
S ensemble des <liments extrémaux ds & (ensemble G, dans les es-
X 5 c.oo X9 wo )

roces ~réc-dents).
H ensemble ¢os différences de fonctions harmoniques 3 0
T ; . .
Hd  onsemble des fonctions harmoniques >0 .

+ . . . -~ . ’ "
H oensemble des fonctions rrécédentes normalisées, compact selon % .
X & Pri? Nhutiht
o)

* L ‘ » » - Vd s
B ensemble des éléments extrémoux de Hx » Ou encore des é1éments extrémaux de
*s o
'y o a T, + 1 + C‘+
S gui appartienncnt 2 B (Gé dans les espaces H ou ).

v
X X 5 W
O o] o] (e] o) o)

P+ ensenble les rotentiels c:,S+ .

+ . X
% , ¢, chsemble des potentiels normalisés.
P <3
o’ o
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* + .- . + .,
Py @ ensenmble des é1léments extrémaux de Px L ©Ou cncore des eléments extré~-
0? o o’ o
de S tenant & P
me anparten: a
ux de S 6 npa an %, W
o’ o o o
Tous ces ensembles sans étoile sont convexes.
/ 7
PROFPRIETTS.
L -+ 4 * * k4 o foF ®_ o+
Qe :Ixf\Pv ”=Q;Sx ) :HxUPx w’Px w=cﬁxnsxw
3 “0? %o 3 Wy o o? ™o o’ *o o) o? %o
+
dene Gé dans .
X g {
(&

be Dans la représentation canonique d'un potentiel v , iz mesure - est portée

o+ . . + . Ry
Dar Px w Car s'il y avait des mas<es sur Hy s elles donneraient une integra-
o s -
o’ o o)

le harmonigue > © minorante e v .

+ » + 4
ce. Pour toute mesure P >0 sur Sx s portee par Px 0 (suppesé nen
s W § M
o’ "o o’ o

vide), la fonction v(x) = fw(x) dIA. (w)- est un potentiele
Introduisons en effet une suite croissante G_)nC.. cT)nC $Y, telle que tJ A = £
' 4]

(A L)
. n n n
et 1o mesure harmonique corresuondante P, On o vu que Rv (y) = gv d V? .

Comme w(x) est semi-continue inférieurement Cons & = & .,

/ o
“\A) dtl '\X) ] Gl (W)
Y {

R = (f
v o™ )J‘

w
n . ’ » . . Ky e 3
et f w(x) du “(x) est; pour y et n fixée, une fonction semi-continue inférieu-
- Pt * s . ' .
rement de w& 8 o Notons w  la plus grande minorantc harmonique <.'unc fonction

. + w- . B . N £ . Id . .
W& S . En rassant & la limite dans la dernicre 2galité,; il vient
#* *
viy) = fw(y) dt«t (w) =0 .

de S'il existe un potentiel V > 0 dans £ s toute v st est la limite d'une

suite croissante de rotentiels (su sens ordinzire dQonc zussi selon Q’ﬂ“) d'ol

+- + + % sk + ﬁ

s =P , 8 =P e Deplus S, CP .
X W x 5 G X W X 4 W
o} C o} [ Cc o o] Q

Si v 30, inf(v , nV) est un pctentiel vy > 0 tendant en croissant vers v
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v
n v
ot ———=pe converge vers ——  sclon €.
(‘/nd?x‘ {vdl(,ay ’
/ C ) I o
- ’ o+ U . Z
Soit v extrémal de S . 9 V. &P tendant vers v selon O3 -
X s W o X (7% n
o’ o 2? 7o
. 2 !‘-‘fb'l' .
associee ne charge que Yo o * On peut cxtraire t*n convergeent vaguoment vers
rs o
o? o P
. * .
- unitaire > O sur le compact P, . et v= g W d),«.(w) « Or si o¢ est un
o’ "o
; e .
comract 4o mesure ;L non nulle dans Ex w9 J,w(x) drufw) » surharaonique,
o' o 't

majorée tar v selon 1llordre sénérique, est prooridonnelle &2 v o Dol
o x o L 2 I

1

- . o a A oTe o arrae ite &
v —‘?:T;ry:&VIC1L(W) . Grice & des recouvremonts, on forme une suite Ce tels CXn
emboités, dans "P_ de -mesure # 0 et de diamétre tendant vers O , done
X, ? 4
o 7o '

. =

contenant un noint p de Py w ° Pour n assez grand, o(n done son enveloppe
L3
o’ o

convexe fermée sont contenus dans un voisinage convexe fermé arbitrairement choisi
de p dans S 3 dtart centre de gravité d'uns mesure sur X g est aussi dans

v
ce volsinage d'ou v =p .

THEOREME 15 (Rerrésentation de Martin-Riesz géniralisie). - On suppose I, II, III',
IV, une base dénombrable, ot l'existence d'un potentiel > O (sinon S = H). On

. A s + - . 3
considere la topologie % sur S et wo«if_@ s X, E W 5 * Pour toute fonction

.
vE&ES

S,

v = [ut ap 60 ¢ (u) apyt)  (we s

+
ol . sont des mecures 2 0 uniques sur S telles quc soit
R ) es % ques Xy 00 ety

-.0, L

w * La premiére intégrale est la plus grande

*, .+ %_+
rort.e par H et {1, par P
b ’ X P XO’ 5

(¢}

ninorznte harmenicue de v ot 1. seconde un potentiels

Une telle ddcomposition est obtenue en Cdcomposznt de fagon évidente la mesure du
théordme 14 ; de plus la seconde intécrale étant un potentiel, la premiére, étant
hermonique, est la nlus grande minorante harmonique de v ; cela détermine les Coux
termes,; donc les deux mesures.

-

Cas classicue. = Indicguons seulenent que dans la cas classique des cspaces de
l S %

. . - + .
Grecn, lcs potentiele extrémaux de Sx . sont les fonctions de Green
y
Je? o
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normslisées v (x) = Y et que la correspondance y<2w_(x) cst
G (x; 4 y
x\ °(x) :
, . - T
une homéomcrphie entre l'espace Ll et le sous-espace P*c w ¢ De sorte que la
. P} 0
’ * 4+ e
mesure 142 portée par Px w est auszsi une mesure de Radon sur -+ et que
o’ o

j w(x) ¢ tx,,(w) vaut G (x) av (y) , ob ¥ est une autre mesure de Redon > O
’ I , Bl + . S

(unique) sur L . D'aitre purt les ¢1léments extrémaux de Hx appartiennent a

: o}

-

xS + . - . .
PX w N I qui est la "fronticre de Martin® de fL et en sont les "points mi-
? 4 s

0’ "o o

nimanx? 3 la nremilre intégrale du théorime est le représentation intiégrale de
Martin de la plus prznde minorante harmonique.

III. Le théoréme fordamental de convergence.

18, On supposera, sauf avis contraire, et au début, les ceuls axiomes I, II, III et

f0 quzlcongue (ssns hypothdése de base dénombrable).

Réduite et ensembles polaires. - Complétons le n® 5 sur la réduite RE dans LU

ou de (Rf, ),:d ‘relative 4 un ouvert partiel, correspondint & v surharmonique
2 0 et 1'ensenble E guelcongue.

LEMME. - Pour tout E <@ £ et tout ouvert <wC g2
BN

New E  BUlw
(R0, ¢ Rf; <R <K

et la différence entre les termes extrimes est mejorée dans w par R(C‘3

Les inégalités sont évidentes meis 1o comporaison des termes extrémes plus diffi-

cile. Ce serait trivial si w= f0 ., Sinox montrons que

- Cw w4
Rvn,ﬁw + R 2 Hﬂ'Juw
v < v

stont duonl & oo xof-; & , onochoteft w surhormonique 2 0 dens Uy

S
majornt v sur ENW et telle que
w(x ) € BE n (,u (X ) + - .

Scit Wy gurharmenique > 0 dans £ mzjorant v sur CG) et telle que

(x) C(”(X ) +-2- . Introduisons w' dgale & v dans (jw et A

1nf(w + Wy o v) dans W . C'est une fonction surharacnique 2> 0 majorant v



s i 0 LIS L’{{’J
sur B W ¢l w2 Bs v « D':utre nart

N C(o
)('J (XO) + RV (XO) + E_ .

<™y

w'(x ) € (
)
Diol; & détant arbvitraire, 1'inégalité cherchée en X, pris arbitrairement.

COROLLAIRE. - Si v est un potentiel, (If:’;ﬂ © ), )_—’Rf:r selon l'ordorné filtrant

. bl aal X ° 4
der wWCWCSL o Car R tend vers O (plus grande minorsnte harmonique de V).

THEORET 15, - Soit W surbarmonique finie continue > O dans KX , X fixé.
R;(xo) définit pour E compect variable une cepacité de Choquet (c'est-d-dire est
eroissante, continue 2 droite ot fortement sous-;dditive) et powr E quelconque est
1 caracitl sxbtoricure corresrondonte.

Tout est trivizl s'il n'existe mas de potentiel > O . On éupposera done 1'cxis-
tence d'un rotentiel V‘3 >0, nfme fini continu.
D'abord Rw(A ;= inf "%Kxb) -pour les ouverts contenant E .

Soib en effet v surnammenique 2 0 mejorant W osur ® et telle que

v(x, ) < Rg(xo) + £ « v majore W(1l - E) dans un ouvort €@ contenant E  d'od

=7 Rw'

Dornic
G E -
(1 - &R, (x ) < vix) < Kz ) + £

w, W _
R‘."g(k-’)) - P{W(Xo) <€ (1 + w(Xo)

ce qui Ctoblit notre affirmation.

.FP ) » I
Etudions Rg(xo) pour E  compact. La croissance et d'arres ce qui précéde, la con=
tinuité 2 droite sont immédictes. La sous-2dditivité forte s'exprime par la propridté

suivente, pour deux compacts El s E2

B UE2 Elﬂ E, 5 T‘
Ry + R, < $ B R7 » qu'on va démontrer en tout point.

T
bl

On peut suproser que W o5t un notentiel cir on ne chenge pas les réduites préce-
dentes en rempleyant W par le potentiel inf(W , 'RVO) , ot A est tel que

:\Vﬁ mejorr W oosur ElkJ Ez .

Mais olors d'arris le dernicr corollaire il suffit dn démentrer 1'indgelité avec des

réduites relatives & un ouvert w o w S , u)%
¢y existe unce fonetion harmonique de borne inférieure > 0 o

U E2 s ¢t on sail que dans
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0u vérifie ¢'abord 1'indgalité sur 5, U E, . Par exemrle cn un point de B,
EUS E T, (1E B
1 2 = W = 1 y 1 2 2
(Rw )GJ =W = (RW )03 2v (RV )&} \( (RW )6) .

Désignons par ({)1 sz (‘fl 2 ‘f’i,z les fonctions égales & O sur et éga-

?
B B n,UE 5,E
. PR 1 2 ol T2 172 .
les dins W aux riduites (“U )(,o , (R‘\I ZU’ (.{“I )(o , (P.w )c.g . On voit
cuz, en posant S = w- Elu E2
7 '(": “"E g
} ! el ) !
({fl = ét" 1. 'd\,,;( et de mene er =& ate,
' 161 el . T2
ve g oo i 1 i 11 vient dsma
Comas {Jil + (rz 4 krl’z + k‘1’2 sur (S $ il wien®t g g
.
f1* fa f1,2* ¥1,2
d'ad
5 o L0
éﬁ)) + 66(5 ?; é{"j L '-)e (o1
1 f2 ¥1,2 f1,2

o N o I . s \ \":
qui est 1'indgzlité cherchée duns O

Aprés cette étude de Rﬁ(xo) rour B compact, voyons pour finir cue si « est

-
ouvert C N

(A X
R, (x) = sup R (x ) pour tius les compacts K o
7o — -, W70
KX . W
ce qui, avec la propriété indiquée au debut de la démonstration, prouve que R,‘i“,'(xc)
est bien en gindrak 1z capacité extéricure correspondent & la capacité de Choquet

des compacts.
~g . W . e . -
Or B"’,_,(x) qui est ¢ PW(X) teid, seilon 1'ordonné filtront des K Cw , vers une

fonetion surharwonicue > 0 (& priori < W), cui vaut W sur < (parce que
certains K contiencent un voisinage de chaque roint fixé de w) ¢t majore donc

RZ;(X) .

/\E ()] - » . » .
Ainsi sup Ry = B\I (2'.illeurs égale & sa rigularisde).

S
' : K . 2K X _ K
D'ailleurs comme Ry vaub Rw hore G ¢t W sur K, sup Rw = sup R, .
' KW KCw "

1S.Ensembles nolaires. - Un cngsemble E  est dit polaire dans X ouvert {2,
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g'il existe dene ¢ une fonctlon surharmonique 2> O {ou ce qui est équivalent
un potentiel) dite ascocide, valant + ® on tout point de B (\iuo » Quasi-

verbout dans &) signifie

A seuf sur un engenbie nolaire dans ioo" . Un ensenble
|3 ]

i
gt it intérieurenert olairs si tout compect conteru est poleire. La polarité
équivaut 2 lo méme propriétd pour chocun des domaines comnosants de g e De sorte

gqu'on se raméne au cag s Cdo connexe, autroment dit de 2

Preniérespropridtés (dns S4).

1° B rolairce ast Od.nézgiigeable (pour 1z base ® e tous les domaines régu-
. \ . K] . I Y
liers). autrement dit j.ur tout domaine régulier W, -;({ df)y =0 (&'E fone-

tioi: carcctéristicue e B).

Cer sl v ast sux

=

s T a4 Q) . 3 .
srmonigue .egadcice /{v ap get finie dune G .

-

Conscquences. - Cﬁ est porbout dense ; touts foncticn hyperharmonique v est

. . . . €
dé¢ternminie rir ~es volsurs sur Cﬁ (maisque valant sn x  la limite de /(§ df)x
selon 1'~réomné filtrant des & réguliers contenent x).

-
H

On appelle guasi-hynerhormonique, quasi-surharmonicue, une fonction dgele quasi-

partout & une fonction hyrerharmoniqus; resp surharmonique, dfailleurs unique

(rouar la raison qui rrdéedde).
2° Toute réunion démombrable d'ensembles nolcires & est polaire.
n
. e x T . 1 .
Car si v est associde & B et tells que fvn dx == (en choisissant
n

qu régulier, x € CO ) z:vn est surharmonicue % O , infinie sue L)En .

3% 81 E est rolaire, et fern: dans J¥ CE est connexe.

Siron bJ t) Qx s Wy LJ2 ouverts non vides disjoints. Soit v associé
a B ot w bg le 5 v dons oq s &+ 00 dans uﬁ UE . Grice au critére
local, on voit que w ‘est hymerharmonique st ruisque + o dans &5 s elle veut

+ @ partout, en rarticulier dins G2 oh elle vaut v , ce qui est contradictoire.

- J o«
4° 8i E eat pol.ire et fermé duns L2, ot v surharmonique dans S - E et
bornée inféricursient au voisinage de tout roint de fl., v admnet un prolongsment

unique surharmonique dans SL .

(628

N 1
est sssociéz 3 E , 1. fonction v, cgale & + ®» sur E , & v + o™

W
sue CE ¢t surbarmonique et localement bornée infériecur-ment, unifcrmément. Lo
limite est donc une j~-i~n0u1wp Ve dgale & v sur C en tout peint o w

~
eot Tinie doue /J~ vresque Tartout. De sorte que V v osur CE « V est un
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prolongement cherché,; dont 1l'unicité vient de sa détermination par les valeurs

.sur CE .

Critére. THEOREME 17. - Pour que E C 2 soit polaire dans fL , il faut et il
suffit que pour une (ou toute) fonction surharmonique W > O dans {2 s 11 existe

A
un point X ou F{ZI soit nul, ou encore que Rﬁ =0.

En effet s1 E est polaire,il existe v surharmonique > 0 , dont les infinis
forment un ensemble E1 DE . Soit X & El 5 v majore W sur E quel que soit
A >0, Dlon Iﬁ(xo) =0, Ainsi P& est nud sur ﬂEl portout dense d'ol

K=o,

rd - ‘E . . '
Récirroquement sur—osons R;(xo) =0 pour un point x5 il existe v surhar-

monique > O majorant W sur E et minorant -5 au point x_ . Alors z v,
n
est surharmonique > 0 , infinis sur E .

Si on surmose seulement %& nul en un point donc partout, HE est une
: 3 W
{5‘0’5 ~-fonetion de régularisée nulle donc [P& dF'x =0 pour tout we®B . Cela

entraine = 0 presque },’.\aac'tou’t,~<:1"("J sur w* donc nulle en un point.
I x '

COROLLAIRE, - Un ensemble K-analytique (au sens de CHOQUET) Eo intérieurement
polaire est polaire. On se raméne au cas o F, ne coupe pas un voisinage ouvert

de x_ et on utilise la capacité de Choquet Hﬁ(xo) pour u W fini continu.

Caractire local. THEOREME 18. - Surposons qu'il existe un potentiel > O dans

$2 o+ Soit E un ensemble loc:lement polaire (c'est-a-dire que dans un voisinage
ouvert 6 de chaque point, ENJ est polaire dans o) ). Alors E est polaire
dans £ . ‘

On utilise un potentiel fini continu VO >0 .

ee S0it ECECICOC L ot supposons E polaire dans b

Si v est une fonetion surharmonique 2> 0 dans ) , associde E . On sait

qu'il existe dans £l wun potentiel qui, dans un ouvert contenent E , différe de

10;\1 [ ]

v d'une fonction harmonique. De sorte que E est polaire dans S1 .

be Soit ECEC 5 ot supposons qu'é chaque x& 52 est associé un ouvert 5
tel que EM & est polaire cdang S . 5ion prend §' , 5 " tels que
x¢ J"c S" C‘é'CAg'CS ENS " est poleire dans &' done dens €2 . Couvrons
E per un nombre fini de tels &" soit les & v S YN E est polaire dans 0

done aussi Usg NE =E .
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c. Cas général. On se rameéne au cas ol E ne coupe pas un voisinage d'un point
X, € £l (car E est en général la réunion de deux tels ensembles), Considérons
o ouvert C W C £ et contgnant X, . ENC  est polaire dans SL, ENw

N
est polaire dans <« denc ( nw)w =0 et Rf; “ est nul en x_ » La limite
0 0

F{E(Xg seln 1'ordonné filtrant des W est done nulle. E est bien polaire dans L
o

REMARQUE. - On pourrait se passer du théoréme 7 pour établir (a) en utilisant la
propriété générale suivente des réduites 3 si W est surharmonique > O finie
continue, ECEC W ouvert OIS ot (f:l% , on a dans o

R;:l, = (H&-%‘%’_)w * ée‘f .

20. Leprincipe de domination (sans hypothise de base dénombrable).

, .
DEFINITION. - v é&tant surharmonique 2 O dans 0 s on appelle :
a. Suprort de v , le complémentaire du plus grard ouvert ol v est harmonique

be Meilleure minorznte harmonique de v dans un ouvert WC S2 , la réduite

Rv(" dans W (gui, comme on sait, vaut dans chaque domaine composant wi de
s
W la réduite Rv 1)e On va introduire en supposant seulement les axiomes I, II, II

un nouvel axiome dont on va Cdonner des formes équivalentes.

AXTIOMEIV (ouD {(fxrme fibL A). - Si v est un potentiel localement borné, de plus
harmonique dans un domaine wc b L s tout autre potentiel w 1le majorant sur

Ca) le majore sur w .

Conséquences (formes fortes équivalentes).

B, Pour tout ouvert we wC L et toute fonction surharmonique v > 0 locale-
ment bornée cans £l , la meilleure minorante harmonique et la plus grande minprante

harmonique dans v sont égales.
C. (Principe de domination).

Pour tout potentiel v localement borné, toute fonction surharmonique > 0 ma-

jor:nt ¥ sur son suprort le majore partout.

On supposera l'existence d'un potentiel > O sinon tout serait trivial ; il est
évident que (B) et (C) entrainent (4).

Supposons (4) et montrons (B). Soit v surharmonique 3 O localement horné. On
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se raméne & v rpotentiel; car rar exemple si Lao ouvert satisfait a

- —_ w .
WCWT W, cuoc_Q R /I\ivo est un potentiel et admet dans ) les ménes

meilleure et plus grande minorante harmonique que v . On peut aussi suproser que

&) est un domaine, vu les propriétés des minorantes considérées.

Mais alors la plus grande minorante harmeonique de v dans < est telle que son
prolongement V par v est une '%5 ~fonction (famille @3 quelconque), car si

o

Scdc e 5 clest la limite (par déeroissance) de R/ (J'@ -fonction, harmo-
nique dans &) selon 1'ordonné filtrant des J . Considérons alors 7 s potentiel
< v . Soit dans L2 s W surharmonique > 0 majorant v sur Ca)

W, = inf(v , w) est surharmonique >0 et < v . C'est un potentiel majorant

)
V sur (& donc dans co (diaprés (&) d'on RVG“"},{I\ dans QO s

Voyons que (4) ou (B) entraine (C). Soit le potentiel v localement borné de sup-
port S , w surharmonique > O majoran’b v sur S, Wy surharmonique = 0
majorant v sur C(» (o ouvert <O C S2). Alors w + in;(‘(w1 ».V) majore

bwls BN
v v

v dans (oo U S done Rv ; d'ou . Mais d'aprés (B)

le second membre vaut v dans f(;S +tandis que R\?w—eo selon 1'ordonné

filtrant des & d'out w 2V .

REM«RQUE. - Si dans (4), (B), (C) on supprime l'hypothése que v est localement
borné, on a encore des énoncés équivalents, mais qui ne sont pas vrais dans le cas

classique.

Carectére local. $'il existe un potentiel > O dans £L , 1'axiome IV' dens £

entraine la méme prorriété pour tout domaine partiel, comme il résulte aisément

du théoreme 7.
On verrs plus tard que, au moins si Ll est 2 base dénombrable le prppriété

(IV') dans tous les domaines d'une base entraine (IV') dans 2 .

Application de (IV'). THEOREME 19. - Soit dans 1 , Vv surharmonique » 0 lo-
calement bornée de rarport S et dans L un point-frontiére y de S . En sup-

posant IV' (outre I, II, III sans plus)

lim sup v(x) = 1im sup v
XE€( S,x»y X & S,x3y

D'ol la continuité de v dans SL en y , si sa restriction sur S est continue

au point y .

On s'appuiera sur la remarque suivante : si en un point X 5 une fonection
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surharmonique v quelconque cu vo:.é;:mw c est finie, considérons les domaines @

réguliers contenant x et sur W , 1'ensemble ¢ ou v >v(xo') + &£ ; alors

S ‘j’e df X(*)—>O celon 1'ordonné filtrant des < ordonnés par inclusion ((fe
fonction caractéristique de e). Cela résulte de ce que fv dfc;: -—>v(xo) « On
: 5

reviendra sur cette propriété dans la théorie générale de 1'effilement.

Pascons su théorémee On voit d'abord 1'inégelité > « S'il n'y avait pas éga-
1ité, on introduirait A strictement compris entre les deux membres et dans CS
1'ensemble ouvert X ot v >\ , puis son intersection ' avec un domaine w
régulier contenant y . Dens o' , v vaut 5@3' ‘dtarrss  (IV' B). Si “fa
sz valent v et O dens w , 0 et v sur W , on a dans J!

v %i'\ %5’ ‘;2" *

On montre que si A\'> X , le premier terme de droite est maJore par A!

quand & est.assez petit. D'autre part 5 (x) gafz dr LFZ = ¢,

sur g'*ﬂ W' ot 0 aillours et cette :Lntegrale, pour x =y tend vers O se-
- Nt
lon 1'ordonné filtrant des (v » Donc %é‘f (x) admetpour <o assez petit une

. 2
- 1im sup  arbitreiremcnt potitc. )
x€ §1xy
De tout cela résulte que v(xX) admet une lim sup v(x) €A\ cc qui cst con-
tradictoire. x€(, S,x»y

Lorsque S est 3 base dénombrable, Madame HERVE a montré que (IV') est dquiva-
lente & la propriété précidente ou méme seulement & ce que, pour v localement
bormé, la continuité de la restriction sur le noyau entraine la continuité sur (L

(ce qui entraine aussi la propriété de carcctere local énoncé plus hout).

21. Les théorémes de convergences

Gas des suites. THSORRME 20. - On suppose les axiomes 1, II, III, IV' et . 2

base dénombrable. Soit v = uno suite décroissante de fonctions surharmoniques 23 -

La limite v (qui cst une 5@ -fonction) différe de sc régularisée ¢ sur un
ensemble polaire c'est-a-dire est guasi-sorhzrmorique.
On pourra suproser l'existence d'un potentiel >0, done d'un potentiel fini

continu V > 0 , sinon v serait harmonique et ¥a limite harmonique, égale & sa

I’bgulc«ﬂsee. Supnosons d‘e.bord vy localement brrnés. Soit o 1tensamble
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ot v(x) - <r\(x) > & « Il suffira de prouver qu'il est polaire, puisque 1l'ensemble
exceptionnel du théortme est réunion dénombrable de tels ensembles. Comme o~ est
borélien dons _5.. compact métrisable, donc K-analytique, il suffit de voir que «¢
est intérieurement polaire »u cncore que tout compact KC & est polaire. Soit
alors K CQWCwWCSL (O ouvert). Nous disposons des notions sur le problime de

Dirichlet (voir la fi#n du n® 7) pour l'ouvert =~ K , ou

v (%) %:‘K(X) Ivn dy:)-x
n
jv dl.aio -K

T(x) > Jﬁ: %) z%f:; K ix)

D'ol

v(x) 3 8B )

et

1 p 1 3 WK . . . ~ .
D'aprés (IV' B), N est la plus grande minorante harmonique de v dabs
W « K donc vaut la fonction harmonique B@f;)-K .

Ainsi

W =K @ K
S

Donec
. (w-K
RCE_o

v-v

Oor v -7 > & sur K; prenons A >0 tel que f/\VO< € sur K. Dans W=K..

K - (“)—K Q}'K_ Y
(R;Wo)w =¥, <R S=0 (o2 Ay, vemt O sur o

K et AV sur X)

v oF 0

Dot RV)
ow

Done K est polaire dans @ et mr suite aussi relativement & SL

=0 dans W=K.

On passe au cas général en considirant vg = inf-’vrl s pVO) déecroisscnte e n.Comme

lim v. = 1lim [ lim vg:l » lim v~ vaut quasi-partout la limite pour p @ de la
na p® no A~
suite croissante defonetions surhammiqucs linm vg majorées par Vl .

- nw

COROLLAIRE. = Sous les mémes hypoth&ses (I, II, III, IV', base dénombrable), soit

v hyperhermonique 2 0 dans 0 . Alors (inf vn) et lim inf v sont des
no

5”3 -fonctions quasi-surharmoniques ou partout + ® «
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Car w, = J.nf(vn » Voeg 0 o Vn+p) est hyperharmonique, décroissente en p et
lc limite pour p ® est W guasi-surharmonique ou + @ L est croissante

et la limite pour n ® est + ® ou quasi-surharmonique.

REM:RQUE. - Si v cst seudement quasi-hyperharmonique, de méme 1im inf v, e

Envelopre inférieure générole. THEORES 21. - Sous les mémes hypotheses (I, II,

III, IV' base dénombrable) considérons une famille quelconque de fonctions surhar-
moniques v, 20 . Alors inf v (cui est une SG.S -fonctibn) différe de sa régula-

risée sur un ensemble polaire, donc :st guasi~surhcrmonique.

On sait en effet par un lermme de Choquet qu'il existe une suite extraite v o

telle que la régularisée de inf v y soit égale & celle de inf V.o Done
n

e inf v, ¢ inf £
in vo(n—ln v, ¢ in vi\<in v .

et le corollaire permet ce conclure.

Application & la réduite. - Remcrquons d'abord que, avee les seules hypothéses

(I, II, III base dénombrable de voisinagesd'un point Xo)’ il existe pour tout en=-

semble polaire A ne contenant pas X, » une fonction essociée v qui,en X, est

)
finie.

Car si {"(n} forme une base de voisinagesde X,s 4 N Co(n admet une fonc-
. . . 2 . s ' .
tion associée v, majorde en x_  par 1/n° et Zvn répond & la question.

Propriétés de la réduite. - On suppose (I, II, III, IV', base dénombreble) et on

considére cn génércl un ensemble E quelcongue, et une fonction sur E , ma=-

jorée per une fonction surharmonique 2 O dans n
A 3 '
1° R? = Rif quasi-partout

2° En tout point de [ , R?f =’1}§€

3° 'RE est la plus petite fonction surharmonique » O dons {1, majorant

sur E quasi-partout.

En effet si v surharmonique 2 0O mejore Lf sur E , szuf sur un ensemble. po-
laire ¢ , introduisons w =2ssocide & e . Alors v + &w majore T sur E
donc R?{) partout.
Si pour v on prend RE et qu'on choisisse w finie en un point X de

A g E .
CE , on conclut R?)(xo) 2 R‘f(xo) donc (29).
D'autre part on voit aussi que Vv majore R? aux points ou w est finie, donc

E
quasi-partout d'oh v 2 Rf p-riout.




