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SUR LE PRINCIPE DU MAXIMUM ET LE BALAYAGE

Nobuyuki NINOMIYA

Faculté dos Sciences de Paris

~ 
Séminaire de

THEORIE DU POTENTIEL

Annee 1958/59

principal de la théorie du potential e st 1’etude du problème de l’équi-
libro et du problème du galayage. Dans la théorie classique du potentiel, on les
a étudiés pour le potcntiel newtonien dans l’ espace ordinaire et pour le poten-
tiel logarithmique dans le plan. La thèso célèbre de a été le point de

depart de cette étude pour les potentiels génêralisés. FROSTMAN ([6])a consi-

déré les potontiels d’ordree dans R3

11 a démontré que, étant donne dans R3 un compact F de capacité d’ ordre 0

positive, il existe une seule mesure positive portée par F telle que

U).,(x) = 1 cur F hors d’un ensemble do qapacité d’ordre 0 null e 9 et

U03BB(x)  1 dans tout 1 II a démontré encore la possibilité du balayage
imparfait pour les potentiels d’ ordre 03B1 , c est-à-dire que, étant donné dans

R3 un compact F de capacity dfordre 0( positive, ot un point p, il existe

une constante  0 et une positive ) portée par F , de masse totale

1~ telle que U~‘ ( x) ?, ~ p 1- ~ 
, 

+ 1: sur F hors d ’ ensemble de capacité
d’ordre 03B1 nulle et |x - p|-03B1  sur le support do 03BB. C’est RIESZ
( [9’] ) qui a établi le balayago parfait pour les potentiel s d’ ordre ~~ par une

méthode ingénieuse (l’utilisation do la transformation de Kelvin). Ainsi9 lapogsi-
bilit9 de l’équilibre et du balayage pour le potentiel a été établie
entièrement par FROSTMAN et RIESZ. Depuis, leurs etudes sur les potentiels gene-
ralises ont poursuivies par quelques mathématiciens ( [3], [4], [5], [7], [8]).
On doit souligner que BEURLING et DENY ( [1] ) ont réussi à determiner effective-
ment les moyaux de compositions symétriques pour lesquels le balayage est possible.

On va travailler aux relations entre les princip :s du maximum ot certains types
d’4quilibre et de balayage. Soit K(x , y) une fonction positive, continue et

symétrique dans euclidien ou plus généralement dans topologique
localement compact 03A9. Le noyau K(x , y) pourra être +00 en x = y .
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On conxidère les potentiels des mosures ..’. :

On suppose que tout ensemble ouvert de it est de K-capacité positive.

1. Principes ordinaires.

1. a. - Le noyau K est dit satisfaire au principe du balayage lorsque , pour
toute mesure positive ot pour tout compact F , il existe au moins une mesu-

re positive ’ portée par F telle que

(l) U (x) = sur F hors d’un ensemble de K-diamètre transfini nul,

(2) U ~(x)  (x) dans tout 1’espace.

Cette mesure j: ’ est dite mesure balayée de  sur F , et Ie potentiel .

U )JL. est dit potentiel ’ balaye de  sur F . On va démontrer :

TH&#x26;OR&#x26;I4E1. - Pour qu’un noyau K satisfasse au principe du balayage, il faut
et il suffit qu’il jouisse de la propriété suivante :

[ A] Soient  une mesure positive a support compact F et p un point quelcon-
que n’appartenant pas a F . Si on a

sur F 3 on a la inégalité dans tout 

Supposons qu’un noyau K satisfasse au principe du balayage.
Soient p un point quolconquo ~t u. une mesure positive dont Ie support soit un

compact ne contenant pas p 9 telle que

sur ~.e support de ~..~ . Alors, vst evidemment d’energie finio. Designons par
une mesure bal ayee de la mesure ponctuelle ~x placée en un point x sur le

support F de 4n a

en faisant attention au fait que toute mesure d’encrgie finie ne porte aucune mesu-
re sur tout ensemble d3 K-diametre transfini nul. Inversement, supposons qu’un
noyau K j ouisse do la Soient F un compact de K-diamètre
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transfini’ pos itif et p un point n’appartenant pas à F . Pour construire une

mesure balayéo de F 
p 

sur F , prcnons une mesure  ’0 qui rende minimum

parmi toutes les mesures positives (j 0) port.30s par F . Si on pose

on a

(I) D 
4 p’ (x) K(x , p) sur F hors d’un ensemble de K-diamètre transfini nul,

I’.) U  p x  K(x, p) sur 1e support de s
, ~ ~.. " " 

p

La propriété [A] entraîne que ’p est une mesurc balayée 
de ~ 

p 
sur F . 

,

Ensuite, pour construire une mesure balayée de 1a mesure ponctuelle r 
p 

placee
en un point p d;; F sur F 9 prenons une suite dc voisinag dc; p telle que

G ~ {p} . Alors , 1a limite de, la suite des mesures balayées ~’ de ~ sur
n ~ ~ ~ 9 ~ 

pn p

Fn = F - G n , est une mesure balayée dc ~ 
p 

sur F . Enfin, pour construire une

mesure balayée d’une mesure positive quelconque sur F 9 prenons une suite de

mesures ponctuelles  
n convergeant vers . Alors , la limite de la suite des

mesures balayées 1 ’ n de 
. n sur F . ost une mesure balayée de .t sur F .

REMARQUE 1. - La propriété A] est d’ apparence plus simple que le second princi-
pc du maximum, Mais, la propri lt6 [ A] entraîne lo second prindipe du 
D’ ailleurs, elle est équivalente au second principe du maximum. En effet, soient

j,» une mesure positive finie a support compact F et 03BD une mesure

positive quelconque, tel le que

sur F . Quand un noyau K jouit de la propriété [A], on a, en désignant ~’X une
mesure balayée do la mesurc ponctuollo placée e# un point x n’ appartenant pas a

F dur F ,

REMARQUE 2. - On peut faire la balayage de manière qut on ait la relation de
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réciprocité

pour toute mesure positive w ut pour toute mesure positive d’énergie f inief
p Cette relation est évidente au cas of  et v. sont tous les deux 

gio 1’1::.io. on peut établir cette relation même au cas ou n’est pas

dténergie finie. En effet 9 soient

’n une mesure balayée de  xur F = F - G et j,’ t la limite de la syite

B..B B. l’ n...1 B . L ensemble G ~ == I) G n eat de K-capacité nulle comme il eet bien connu.
Comme (K-capacité nulle) entraîne (K-diamètre transfini nul) pour tout noyau K

satisfaisant au second principe du maximum, . G 
CD 

est de K-diamètre transfini

nul. Alors, tl ’ est une mesure balayée do toB. sur F at ’n est d’énergie
finie. Par suite, on a pour toute mesure positive 03BD d’énergie finie

et

d’où la relation de reciprocité.

REMARQUE .3 . - Si on fait le balayage do manière qu’on ait la relation de 

procité, les potentiels b41ay6s àe toute mesure positive sur un compact sont bicn
déterminés dans tout En soient ’ et des mesures

balayées d’une mesure positive 
i 

sur un compact F. Alors, on a.

(  , .v ) = ( ’v’ ) et II , 03BD) = ( , ’v’I) pour toute mesure p os it ive n

fini3. Par suite 9 on a

dans tout l’espace hors d’un ensemble de K-diamètre transfini nul.

On souligne DENY ([5J) a étandu dernièrement lo théorème 1 aux noyaux posi-
tif s quelconques (symétriques ou non).

1. b. - Un noyau K est dit satisfaire au principe de l’équilibre lorsque, pour
tout compact F , il existe au moins une mesure positive 03BB portées par F telle

quo

(1) U (x) = 1 sur F hors d’un ensemble de K-diamètre transfini nul,
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(2) U 03BB (x) ~ 1 dans tout 1’ espace .

Cette mesure 03BB est dite une mesure capacitaire sur F et Ie potentiel U 
r.

est dit un potentiol capacitaire sur F .

THÉORÈME 2. - Pour qu’un noyau K satisfasse au principe do l’équilibre, il

faut et il suffit qu’il satisfasse au premier principe du maximum. Alors, des

potentials capacitaires sur tout compact sont bien déterminés dans tout l’ espace.

DEMONSTRATION. - Supposons qu’ un noyau 11 satisfasse au premier principe du

maximum. Utant d,onn ; un compact F de K-diamètre transfini nul, prenons une

mesure 0 qui rende minimum l’ intégrale d’énergie parmi toutes les mesures

positives portées par F do masse totale 1. Posons

On a, comma il est bien connu,

( 1 ) U (x) ~ 1 sur F hors d’un ensemble de K’-diametre transfini nul,

(2) U (x) ~1 sur le support 

Alors, le premier principe du maximum entraîne que À- est une mesure capacitaire

sur F . Inversement, supposons qu’ un noyau K satisfasso au principe de 1’ equi-
libro. Soit une mesure positive 03BB a support compact F , I tello que U (x)  1

sur F . S’il y avait un point p ou ~1~ (n) ~ 1 ~ pronons une mesure positive
qui rende minimum .

parmi toutes les mesures positives partées par F . Si on pose

on a

D’autre part, on a pour toute mesure capacitaire Ào sur Ie support do 
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C’est contradictoire. Par suite, on a

dans tout l’espace. Enfin, lo lemme suivant entratne facilement que des potentiels

capacitaires sur tout compact soient determines dans tout 1’ ~space.

LEMME1. - Soit K un noyau do type positif. Si on a

pour un couole ( ,03BD) de doux mesures positives  et 03BD portées par deux

ensembnles disioints E. et E2 respectivement, on a

dans tout l’espace hors d’un ensemble de K-capacité nulle, ou

La démonstration du lemme so fait en s’appuyant sur l’égalité cg.(x) + 
et sur Ie fait que ( u.. ~ ~ ) est un couple minimal.

REMARQUE 4. - On peut prouver facilement qU3 le premier principe du maxihum

(equivalent an principe de l’ équivaut au principe de la masse totale :

pour toute mesure positive d’energie finio a support compact F at pour

toute mesuro positive 03BD, U (x)  UY (x) sur F entraîne  (.(1) 1; ’Y 03A9).

COROLLAIRE. - Tout noyau positif et symétrique satisfaisant au principe de

l’équilibre ou du balayage est de type positif.

2. Principes inverses.

Dans un memoire r4cent [2 ], CHOQUET et DENY ont introduit do nouveaux principes
en théorie du qui correspondent aux principes classiques de balayage,

domination, maximum, 3quilibro, et qu’ils ont appelés principes inverses, et

principes faibles. Leur etude a ete faite sur un espace constitue par un nombre

fini de points. Nous allons faire ici une etude de ces principes sur un espace

locailement compact, pour les noyaux K satisfaisanb aux conditions de regulari-
te plus haut.

Un noyau K est dit satisfairc au principe du balayage inverse lorsque, pour
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tout compact F et pour tout-3 mosuro positive y , il existe au poins une masu-
re positive ~’ portee par F telle qua

La derniere condition exige que tout noyau K satisfaisantau principedu balaya-

go inverse soit borne et continu sur tout compact do 1’ensemble diagonal
J1. x 03A9, at done quo lo K’-diamètre transfini et la K-capacité de tout compact
sont positifs tous les deux. Un noyau K est dit satisfaira au principe do 

libro inverse lorsque, etant donne un compact F da K-diamètre transfini posi-

tif, il existe au moins une mesuro positive ’. portée par F telle que

(1) U (x) = 1 sur F hors d’un ensemble de K-diamètre transfini nul,

(2) U (x) ~ 1 dans tout l’espace.

THÉORÈME 1’. - Pour qu tun noyau K satisfasse au principe du balayage inverse.
il f aut et il suf f it qu’il jouisse do la propriété :

. [At] Soient  une mesure positive à support compact F et p un point
n’ appartenant pas à F . on a

on a la même inégalit dans tout l’espace.

Pour qu’ un noyau K satisfasse au principe de l’équilibre inverse,
il faut et il suffit qu’il jouisse du premier principo du maximum inverso : "Pour
toute mesure positive À. 

, 

d’ énergie finie a support compact si on a U 
&#x3E;- 
(x)  1

sur le support de 03BB, on ala même inéglaité dans tout l’ espace".

Pour démontrer les théorèmes 1’ g considerons

pour tout couple ( ji , 9 ) de deux mesures positives  et 03BD poctées par deux

compacts disjoints E. et E2 respectivement. Si K(x , y) est bornée et conti-

nue sur tout compact x il existe un couple ( P. 0 ,)) 0) qui rend maxi-

mum y) parmi tous les couples ( , 03BD). Alors,

LEMME 2. - 30it (~JL~ ~ un couple maximal. Si on pose
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on a

Résultats analogues pour 

Los demonstrations des théorèmes 1’ et 2’ so terminent de fagon analogue à

des théorèmes 1 et 2 , en s’ appuyant sur Ie lemme 2. lo corollaire

suivant. Un noyau positif et symétrique K est dit do type négatif, lorsque

pour toute mesuro positive p. et .0. Alors on a

COROLLAIRE. - Tout noyau positif et symétrique satisfaisant au principe de .

l’équilibre inverse ou du balayage inverse est de typc négatif.

3. Principes faibles

Enf in, considerons l3 balayage f aible et l’équilibre faible. Un noyau K est

dit satisfaire au principe du balayage faible lorsquo, pour toute mosure positive
et pour tout compact F , il existe au mpins uno mesure positive 1 port6e

par F telle que U (x) = U~(x) sur F hors d’ un ensemble de K-diametre

transfini nul. Et un noyau K est dit satisfaire au principe de l’équilibre
f aible lorsque, etant donne un compact F , il existe au moins une mesure positi-
ve 03BB portée par F telle quo U (x) = 1 sur F hors d’un ensemble do

K-diamètre transfini nul. Alors on a

THÉORÈME 3. - Si un noyau positif ;;t symétrique K est de type positif , 1.e

principe du balagG f aible entraine Ie princio du balayage (ordinaire) et le

principe de l’équilibre faible entratne le principe de l’équilibre (ordinairo).
Si un noyau positif et symétrique K. ;st de type négatif, le principe du balaya-

go faible entraîne le principe du balayage inverse et Ie principe de l’équilibre
faible entraîne 1c principe de l’ équilibre inverse.

Supposons qu’un noyau positif et symetrique K est de type
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positif et satisfait au principe du balayage faible. On peut prouver facilement

quo Ie principe du balayage faible entraîne Ie second principe du maximum faible :

pour deux mesures positives  et )) d’énergie finie à support compact,
U (x)  UV(x) sur les supports et 03BD entratne la même inégalité dans
tout l’espace. Soient F un compact de K-diamètre transfini positif, p un

~ .,

point n’appartenant pas à F ot une suite de voisinages de p telle que

p . Considérons

pour tout couple ( ?., 9 ) de deux mesures positives et 03BD,  portée
par F portée par G .Soit (tl 0 ’ ’B,1 0) uncouple minimal de

G(~ ~ ~) . Si on pose

on a

L’ c2  . ab entraîne, en posant n = c a C,

ni nul,

Le second principe du maximum faible exige que cette mesure soit une mesu-
re balayée de Vo sur F . Alors, la limite b’ de la est une

mesure balayée de ’ E P sur F . Ainsi, on sait que le noyau K satisfait au

principe du balayage. Ensuite, supposons qu’un noyau K soit de type positif et
satisfasse au principe de l’équilibre faible. On peut prouver facilement que lo
principe de l’équilibre faible entraîne le principe de la masse totale faible :
pour deux mesures positives  et Y d’energie finie à support compact,
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(x) surles supports de 
Alors, la relation (2) mentionnée ci-dessus exige n(03A9)  03BD0(03A9) = 1 . Par

suite, on a

ce qui entraine que le noyau K satisfait au premier principe du maximum, done
aussi au principe de l’équilibre. Au cas ou un noyau K est de type negatif,
on peut démontrer .ie fagon analogue que le principe du balayage faible [ou l’équili-
bre faible] entraine Ie principe du balayage [ou l’équilibre], en s’ appuyant sur
le lemme 2.

Dans leur etude des modeles finis [2] CHOQUET et ont montre que, si un

noyau positif K satisfait au principe du balayage faible, il satisfait, soit au
principe du balayage (ordinaire) , soit au principe du balayage inverse. La
question se pose de la validité de ce résultat dans un espace localement compact
quelconque.

Q’uestion : Y-a-t-il un noyau positif et symetrique qui satisfait au principe du
balayage faible ou au principe de l’équilibre faible , mais qui n’ est ni de type
positif, ni de type negatif ? 

. 
°
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