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SUR LE PRINCIPE DU MAXIMUM ET LE BALAYAGE

par Nobuyuki NINOMIYA

L'objet princinal de la thdoric du potonticl est 1'étude du problémo de 1'dqui-
libre et du probléme du palayage. Dans la théoric classique du potentiel, on les
a étudiés pour le potonticl newtonien dans 1'espace ordinaire et pour le poten-
ticl logarithmigue dans le plan. La thése célébre de FROSTMAN a été lo point de
départ de cette étude pour les potenticls généralisés. FROSTMAN ( [6].)a consi-
déré les potontiels d'ordrec < dans r3

ot (x) = ,(lx -y~ dply) 1< <3 .

I1 a d3mortré que, dtant donnd dans 8w compact F de capacité d'ordre X
positive, il existe une seule mesure mositive A portée Har F telle que
U>‘(x) =1 wvur F hors d'un cnsemble dc qapacité d'ordre o« nulle, ct
U™ (x) < 1 dans tout 1'espace. Il a démontré cncorc la possibilité du bakayage
imparfgit pour les potenticls d'ordre = , c'est-a-dire que, étant donné dans
R3 un compact F de capacit3 dlordre « positive, ot un point p , 11 existec
une constante 5 > 0 ¢t une mosurs positive >\ portée par F , de masse totale
1, telle que U>‘ (x) > |x - plmD< + f sur F hors d'vn ensemble do capacité
d'ordre & nulle et < |x - pi_m’ . y sur 1le sapport do X . Clest RIESZ
([9)) qui a 3tabli le balayage parfait pour les potenticls d'ordre o par une
méthode ingdnieuse (1l'utilisation de la transformation de Kelvin). Ainsi, la possi-
bilit de 1'4quilibr: ot du balayage pour le potentiel d'ordre X a été établic
entiérement par FROSTMAN et RIESZ. Depuis, lours Studes sur les potentiels géné-
ralisés ont ét$ poursuivies par quelques mathimetieiens ( [37, (47, [57,[7, [8]).
On doit souligner que BRURLING ot DENY ( [ 1] ) ont réussi A déterminer effcctive-

ment les moyaux de compositions symétriques pour lesquels le balayage cst possible.

On va travaillor aux relations entrc les princip:s du maxiium ct certains types
d'équilibre st de balayage. Soit K(x , y) unc fonction positive, continue et
synétrique dans 1'cspace cuclidion ou nlus généralement dans 1'espacc bopologique

localement compact {2 . Le noyau K(x , y) pourrs 8tre + m on x=7y .
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On congidére les potentdels des mesures .. @

U (%) = J;fK(x » ¥) dp(y) .

1

On suppose que tout onsemble ouvert de Ji oest dc K-capacité positive.

1. Principes ordinaires.

le as = Le noyau K est dit satisfr.ire au principe du balayage lorsque, pour

toute mesure positive jo et pour tout compact F , il existe au moins une mesu-

re positive ! portée par F telle que
' .
(1) vl (x) = Ul (x) sur F hors d'un ensemble de K-diamdtre transfini nul,
i ‘ .
() U i (x) ¢ U}' (x) dans tout 1'ospace.

Cette mesure v' est dite mesure balayée deo pv sur F , et le potentiel

1
Ul est ait pobentiel balayé de prsur F . On va démontrer :

THEOREME 1. - Pour qu'un noyau K satisfasse au principe du balayagce, il faut

et il suffit qu'il jouissc de la propridété suivante :

-

[A] Soient f+ une mesure positive A suoport compact F et p un point quelcon-

que n'appartenant pas @ F . 51 on a
" (x) < %(x , p)

sur F , on a la mémc indgaliti dans tout 1'espace.

DSMONSTRATION, - Supposons qu'un noyau K satisfasse au orincipe du balayage.
Soient p un point quolcongue ot M une mesure vositive dont le support soit un
compact ne contenant pas p , telle que

7 (x) ¢ K(x , p)

sur le support de . . Alors, po ost évidemment d'énergie finie. Désignons par
£; unc mesure balayée de la mesure ponctuslle s placde en un noint x sur le

support F de o On a
o ) = ey, )= (e, 1) = (s 2)
$(€’p,tf;{):(£;{, 5p)$(‘5X9 ap):K(x,p) ’

en faisant attention au fait que toute mesure d'éncrgis finie ne porte aucunc mesu-
re sur tout cnsemble d: K-diamétre transfini nul. Inversement, supposons qu'un

noyau K jouisse do la propriétéd [Al. Soient F un compact de K-diamdtre
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transfinil  positif et p un point n'appartenant nas & F . Pour construire une

mesure balaysc de ;‘:p sur F , prcnons une mesure 0 qul rende minimum
i

G.( Y\_) - __.”_}_L_“E__).

( f 9 ’;‘p)

parmi toutes les mesures positives (z 0) porties par F . Si on pose

= M

0 4

pio

a = HV'OH2 ’ C=(§“O, ),

o!
! P P

on a
NE- L . A
(1) U P (x) 2 K(x , p) sur F hors d'un cnsemble de X-diamétre transfini nul,

) uPl(x)

N

K(x , ) sur le support de 1'7 .

Y

La propriété [A] ontrafne que __I') est une mesurc balayée de s sur F .
&
Ensuite, nour congtruire une mesurc balayse de la mesure ponctuclle Ep placee

en un point p do F sur F , prenons une suitc de voisirosms de p telle que

i T
Gn v ;p} . Alors, la limite de la suite des mesurcs balayées Efm de 6.p sur
Fn =F - Gn est une mesure balayée de é;p supg F . “nfin, pour construire une

mesure balayéc d'une mesure positive quelconque p¢ sur F , prenons une suite de
mesures ponctuelles |r, convergcant vers . Alors, la limitec de la suite des

mesures balayées ! de bn Sur F ost une mesurc balayéc de jo sur F .

REMARQUE 1. - La propriété [A] est d'apparence plus simple que le second princi-
pe du maximum. Mais, la propriité [ A] entrafne lec sccond prindipe du maximum.
D'aillours, elle est équivalente au second principe du maximum. Zn effet, soient
j+ une mesure positive d'énergie finie & support compact F et v unc mesure

positive quelconque, telle que
v
ot (%) £ U7 (%)

qur F . Quand un noyau K jouit de la propriété [A], on a, cn désignant €y une
mesure balayée de la mesurc ponctuclle placée ey un point x n'appartenant pas a
F dur F,
th ) = (e, € = (e, 1) = () = (py €
Y
< (v, ﬂ}'c)=(i'}'is‘))$(ffx9v)=U (x) .

REMARQUE 2. = On peut faire le balayage de maniére qu'on ait la relation de
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réciprocité
(f‘s vr) = (', ¥)

pour toute mesurec positive p et pour toute mesurs positive d'énergic finie
v o« Cette relation est dvidente au cas ol b et -~ sont tous les deux d'éner-
gio f£inic. Mois on peut établir cette relation méme au cas ou tk n'est pas
d'énergie finie. En offet, soient

s I

' X -
an'\\x;U{ (x))n? ’

M-y, une mesure balayse de p sur F,=F -G ot +'  la limite de la sgite

L\‘i‘;ls . L'ensenblsz Goa = Q G, cet de K-capacité nulie comne il est bien connu.
Comme (K~-capacité nulle) entrafno (K-diamétrs transfini nul) pour tout noyau K
satisfaisant au second pmincine du maximum, GCD est do K~-diamétre transfini
nul. Alors, px' est une mesure balayéc de 1 sur F ot t*ﬁ cst d'énergie

finie., Par suite, on a pour toute mesurc positive v d'énergic finic

(hoy Vi) = (gt V)

et
(!**';\))zlm(t*é)v)zlm(i\»’\ﬁ,\?'):(\L&'9\/') ’

d'ol la relation de r:ciprocité.

REMARQUE 3. - Si on fait le balayage de manidre qu'on ait la relation de rici-
procité, 1cs potenticls bglayés de toute mesurc positive sur un compect sont bien
déterminds dans tout 1'c:pace. En effot, soient m'oet " des mesures
balayées d'une mesure positive e sur un compact F . Alors, on a
H"»V)=(P49W et (p“,9)=(r,vﬂ pour toute mesurc positive W
d'éncrgic finic. Par suite, on a

! ATt
g M (x) =0t (%)
dans tout 1l'espace hors d'un enscmblc de K-diamétre transfini nul.

On souligne que DENY ([5]) a étendu dernidrement lc théorémc 1 aux noyaux posi-

tifs quelconques (sym3triques ou non).

1. by = Un noyau K est dit satisfaire au principe de 1'équilibre lorsque, pour

tout compact F , il cxiste au moins une mesurc positive A portées par F telle
que
(1) U/\

(x) =1 sur F hors d'un cnsemble de K-diamdtre transfini nul,
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(2) g’ (x) < 1 dans tout 1'espace.

\y

Cett: mesure A est dite une mesure capacitaire sur F et le potentiel U

est dit un potenticl capacitaire sur F .

THEOREME 2. - 2our qu'un noyau K satisfasse au principe de 1'équilibre, il

faut et il suffit qu'il satisfasse au premier principe du maxinmui. Alors, des

potenticls capacitaires sur tout- compact sont bien dét:rminés dans tout 1'espacc.

DEMONSTRATION. - Supsosons qu'un noyau 1 satisfassc au prenmier principe du
maximum. Stant donn? un compact F de K-diamétre transfini nul, prenons une
mesure  |ig qui rende minimum 1'intégrale d'énergic parmi toutes les mesures

positives portées par F  do masse totale 1. Posons

| ne * o
ii f~*’0 “
On a, commc il est bien connu,
(1) U)‘ (x) >1 sur F hors d'un cnsemble de K-diametre transfini nul,
e - X
(2) U7 (x) €1 sur le support de A .

Alors, le premier principe du maximum entrafne que A ost une mesure capacitaire--
sur F . Inverscment, supposons qu'un noyau K satisfasse au principe de 1'équi-
libre. Soit une mysure positive A A& support compact F , telle que U (x) ¢1
sur F . S'il y avait un point » ol U’\ (p) > 1 , prcnons une mesurc positive

Lo qui rende wminimum
i

G(jA) _dley®

2
(t;\ 9 Ep)

parmi toutes les mesures positives {u portéss par F . Si on pose

o= |lpg iR c=(k £ ) g(x) = cU ‘Ho(x) - aK(x , p)

= Mo 5 =tto o &l g = . s P ’
on a
J’ ' s
0 < Sg(x) d>\(x)=c(vo,))-a(«f:pyx)<c-a .

D'autre part, on a pour toute mesure capacitaire )\0 sur le support dec Mg e
[

02 (a0 a0 = olpg » Ag) =ale s A) ye-a .
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C'est contradictoire. Par suite, on a
U™ (x) <1

dans tout 1'espace. Tnfin, lc lemme suivant entrafne facilement que des potentiels

capacitaires sur tout compact soient bisn déterminés dans tout 1'-2space.

LEMME 1. - Soit K wun noyau de type positif. 5i on a

C‘(Fy'\") =1

pour un coudle (P ,\)) de¢ deux mesurcs positives v et v portées par deux

ensembles disfoints E1 et E, rospactivement, on a

g,(x) = gy(x)

dans tout 1l'espace hors d'un cnsemblc de K-capacité nulle, ou

a= Ipl® , o= IVIF , c= (),

gl(x) = cUp(_x) - (x) et gz(x) = o0 (x) - but (%) .

La démonstration du lemme sc fait on s'appuyant sur 1'égalité cgl(x) + agz(x)i()

et sur 1z fait que (ra,, v ) est un couple minimal.

REMARQUE 4. - On peut prouver facilement que le premier principe du maxitum
{dquivalent au princips de 1'3quilibre) équivaut au principe de la masse totale 3
pour toute mcesure positive 8 d'énergic finic & support compact F ot pour
toute mesurc positive v , UM(x) < U*7(x) sur F entratne PA(II) < vy(Q)

~

CORCLLAIRE. - Tout noyau positif et symétrique satisfaisant au principe de
1'3quilibr: ou du balayage est dc type positif.

2. Principes inverscse

Dans un mémoire ricent [27], CHOQUET et DENY ont introduit do nouveaux principes
en th3orie du potentizl, qui correspondent aux »Srincipes classiques de balayage,
domination, maximum, 3quilibre, et qu'ils ont appelés principes inverses, et
srineipes faibles. Leur stude a été faite sur un espace constitué par un nombre
fini de points. Nous allons faire ici une étude de ces principes sur un cspace
locatement compact, pour les noyaux K satisfaisant aux conditions de régulari-
té iniigqules plus haut.

Un noyau K est dit satisfaire au principe du balayage inverse lorsque, pour
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tout compact F ct pour toute mesure positive k» s 11 existe au moins une mesu-

re positive ' portés par F telle que
it
(1) ! (x) = Uf}(x) sur F ,

(2) UfL'(x) 3 fo(x) dans tout 1'espace.

La derniére condition exige que tout noyau K satisfaisantau principedu balaya-
ge ingerss soit borné et continu sur tout compact dc 1l'ensemble diagonal
Lox ;3., et donc quo lo X-diamdtre transfini ot la X-capacité de tout compact
sont positifs tous les deux. Un noyau K est dit satisfaire au principe do 1'équi-
libre inverse lorsque, étant donné un compact F ds K-diamétre transfini posi-

tif, il oxiste au moins une mesurc positive ~. portée nar F telle que

1) M)

1
[y

sur F hors d'un ensemble de K-diamétrs transfini nul,

(2) o (x)

W

1 dans tout 1l'espace.

THSOREME 1'. - Pour qu'un noyau K satisfassc au principe du balayage inverse,

il faut et il suffit qu'il jouiss: dec la propriété :

m

[A'] Soient |+ uno mesurc positiwe & supvort compact T

et p un point

n'appartenant pas & F . Siron a

ol (x) > K(x )]

sur ¥ , on a la mfme inégalit. dans tout 1'cspaca.

THEOREME 2', - Pour gqu'un noyau K satisfassc au principc de 1'4quilibre invers.,

il faut ot il suffit qu'il jouisse du premier principc du maximum inverse ¢ "Pour

[N

el s : ’ , . Y N A
toute mesure positive A\ d'énergie finie 3 supoort compact, siona U (x)> 1

sur le support de A , on a la méme indpalit3 dans tout 1'cspace'.

Pour démontrer les thiorémes 1' et 2' , considérons

2 2
otpe, v = Al L2
(‘,{_ ) "‘))
pour tout couple (yp,») de deux mesurcs positives poot v portées par deux
compacts disjoints E, et E, respcctivement. 8i K{x , y) ost bornée et conti-
nue sur tout compact de i x {1 , il existe un couple (‘AO sV O) qui rend maxi-

mum G(H, y) parmi tous les couples (s » ¥) . Alors,

LEME 2. - 3oit (}.LO R VO) un couplc maximal. Si on pose
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(1R 2
a = Hf"ol‘ ’ b = “V()” 9 C=(H0 9‘)0)
M v M
gl(x) =cU O(x) - al o(x) et gz(x) = cU O(x) - bUPo(x) ’
on a
(1) g,(x) £ 0 sur E,
(2) gl(x) >0 sur le support de juq .

Résultats analogues pour g,(x) .

Las démonstrations des théorémes 1' et 2' sc terminent de fagon analogue &
celles des théorémes 1 ct 2 , en s'appuyant sur le lemme 2. On a2 lo corollaire
suivant. Un noyau positif et symdtrique K est dit de typc négatif, lorsque

(Y e R R e

pour toute mesurs positive pt et ~ o+ Alors, on a

COROLLAIRE. -~ Tout noyau positif et symétrique ehtisfaisant au principe de

1'4quilibre inverse ou du balayage inverse ost de typc négatif.

3. Principes faibles

Enfin, considirons 1z balayage faible ot 1'équilibre faiblc. Un noyau X est

dit satisfaire au principe du balayage faible lorsque, pour touts mesure positive

o et pour tout compact F , il cxiste au mpins une mesure positive ,»' ‘porte'e
par F telle que U "U(x) =UM(x) sur F hors d'un ensemble de K-diamétre
transfini nul. Bt un noyau K cst dit satisfaire au principe de 1'équilibre
faible lorsque, étant donnd un compact F , il oxiste au moins unc mesure positi=-
ve X portde par F telle que U}(x) =1 sur F hors d'un ensemble do
K-diamétre transfini nul. Alors on a

THEOREME 3. - Si un noyau positif et symétrique K cest de type positif, le

principe du balayage faible cntrafne le principc du balayage (ordinaire) et le

principe de 1'&quilibroe faible entrafne le princive de 1'équilibre (ordinaire).
e

Si un noyau positif ®t symétriquz K ost de type négatif, le princioce du balaya-

ge faible entrafne lo principe du balayage inverse et lc principe de 1'dquilibre

faible entrafne le principe de 1':3quilibre inversec.

DEMONSTRATION. - Supposons qu'un noyau positif et symétrique K est de type
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positif et satisfait au principe du balayage faibles. On peut prouver facilement
quc le principe du balayage faible entrafne le second principe du maximum faible ¢
pour deux mesures positj.ves r\ et y d'énergie finie A suppott compact,

u M (x) < UV (x) sur les supports de- s et v entralne la méme iné@alité dans
tout 1'cspace. Soient F un compact de K-diamétre transfini positif, p un
point n'appartenant pas & F ot an\j une suite de voisinages de p .‘belle que

G,V D Congidérons

ot , vy = ALRIIE = H;HZ
| (r\’W)

pour tout couple (‘.A.,\)) de dsux mesures positives . et V , M portée
par F ot Y portés par G, .« Soit (.}\O , *v‘o) un couple minimal de
G(p, V) . 8i on pose

a= {lpgll® 5 b= ivyll* 4 e= (Mg sy

vV
cU t'LO(x) - al vo(x) at gz(x) = cU 0(x) - bUVO(-x) s

I

g4 (x)

on a

(1) gx) 2

W
(@

sur F hors d'un ensemhle de K-diamétre transfini nul,

(2) gl(x) £0 sur le support de V‘O ,
(3) g,(x) £ 0 sur le support do V. .

<2 ey 2 2 (]
L'inégalit? ¢~ < ab entrafne, en posant -y PC ’
(1) U“Ln(x) > U O( x) sur F hors d'un cnsemble de K-diamétre transfi-
ni nul,

Pn Yo ' . .

(2) U (x) ¢ U “(x) sur les supports dd W = et V.

Le second principe du maximum faible exige que cette mesure (S fsoii:, une mesu-
re balayée de vV, sur F . alors, la limitc ?f, de la suite ﬁ'_J.An g est une
mesure balayée de Ep sur F . Ainsi, on sait que le noyau X satisfait au

prijgeipe du balayage. Ensuite, supposons qu'un noyau K soit de type positif et
satisfasse au principe de 1'équilibre faible. On peut prouver facilecment que le
prigeipe de 1'équilibre faible entratne le principe de la massc totale faible :

.

pour deux m3sures positives e et = ¥ d'énergie finiec & support compact,
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pin fx) £ Uv(x) sur les supports de f et vy entrafne 2 () g v (ﬁ) .
Alors, la relation (2) mentionnée ci-dessus exige t*n(fl) < Vo(f)) =1 . Par

suite, on a

&é(F) ! ’

¢ qui entraine que le noyau K satisfait au premier principe du maximum, donc
aussi au principe de 1'4quilibre. Au cas ol un noyau K est de type négatif,

on peut démontrer de fagon analogue que le principe du balayage faible [ ou 1'dquili-
bre faible ] entrafne le principe du balayage [ ou 1'équilibre], en s'appuyant sur

le lemme 2,

Dans leur étude des moddles finis [27] CIIOQUET et DEWY ont montré que, si un
noyau positif X satisfait au principe du balayage faible, 1l satisfait, soit au
principe du balayage (ordinaire), soit au principe du balayage inverse. La
question se pose de la validité de ce résultat dans un espace localement compact

quelconque.

Question : Y-a=t-il un noyau positif et symétrique qui satisfait au principe du
balayage faible ou au principe de 1'équilibre faible, mais qui n'est ni de type
positif, ni de type négatif ? ’
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