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FRONTIERE DE §ILOV ET PROBLEME DE DIRICHLET

par Heinz BAUER (*)

Introduction. - Le probléme de Dirichlet classique peut &tre énoncé de la ma-

nidre sulvante : étant donnds un ouvert relativement compact L dans 1'cspace
euclidien R" , son adhérence ol , et 1l'espace vectoriel 3th des fonctions
continues dans .‘I-:l dont la restriction & {1 est harmonique , quand peut-on
affdrmer que toute, ou une fonction continue sur la frontiére euclidienns F

de ) peut &tre prolongée en une fonction de %f‘ ?

Nous nous proposons d'étudier ici un probléme de Dirichlet abstrait qui se
déduit du probléme mlassique en remplagcant respectivement Q par un espace
compact X quelconque, 5’{“}’& par un espace vectoricl J assez géniral do fonc-
tions continues dans X , et la frontiére F par da frontiére de Silov 63@ X
de X par rapoort i 3 . Notre probléme de Dirichlet abstrait sera donc le
probléme de donner des conditions hécescaires et sufrisantes pour que toute, ou

une fonction continuec dans 65{’; X puisse &tre prolongée en une fonction de % .

Nous donnerons deux applications de cette théorie. L'une concerne le probléme
de Dirichlet classique ; el’e nous conduira en outre & 1l'interprétation des points
réguliers (au sens de la théorie de PERRON-WIENER) comme des points extrémaux.
L'antre application concerne 1l'étude d'une certaine classe de simplexes dans les

espaces localement convexes.

1. Points extrémaux et frontidrc de Silov.

Pour un espace compact quelconque B , on désignera : par G (E) 1l'espace vee=
toricl (sur R ) des fonctions numériques, finies, continucs dans E , et par
JIG(E) 1le céne convexe de toutes los mesures de Redon) 20 sur E . On munira
G(E) do la topologie de la convergence uniforme, ct Jil(E) de la topologic
vaguc. £ 4 sSera la mesure de la nasse unité placée 2 un point t&€E .

(*) J'exprime ici ma profonde gratitude a MM, li. BRELOT et G. CHOQUET pour 1'ine._

térét qu'ils ont pris 4 mes recherches,
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Dans la premiérc partie de ce travail, nous nous donnons une fois pour toutes :

515 . 2’ . 0
un cspace compact X, ot un ensemble d> de fonctions définies dans X avec

les propriétés suivantes @

(Hl) d6 cst un sous-cspace vectoriel de HB(X) .

(H,) La fonction constante 1 appartient a @0 .,
2

(HB) 3G sipare les points de X , & savoir : pour tout couple de points dif-
férents x, , x, €X , il existe uno fonction he& 5 telle que 1l'én ait

h(x,) # h(x,) .

Considérons 1'ensemble § de tous les sous-compacts S de X +tels que toute
hedb atteigne son maximum global (et d'aprés (Hl) , aussi son minimum global)
en au moins un point de S . Cela signifie @

» sup h(x) = sup h(x) pour toute he& 36 .
xX&€ S x& X

D'aprés G. SILOV [11] ot D, P. MILMAN [15] (cf. aussi [1] ot [14], p. 80), il
cxiste un ensemble X*€ S tel que : e s quel que soit ses . on adpel-
loe X' 1la frontidre do Silov de X par rapport & J6: X' = 636 X,

Les applications montreront que égt X contient en général des points peu
naturels. Nous donnerons donc d'abord une nouvelle démonstration de 1l'existonce
do 63@ X dont le point de départ sera 1'introduction des points "naturcls" de

6%){.

DEFINITION 1. - Nous dirons qu'un point X, € X est Fh-extrémal si &

est la scule mesure B eM(X) telle que 1l'on ait @
h(xo) = fhd = pour toute h & H .

Nous désignerons par X, = xo(g%;) 1'cnscmble des points F ~oxtrémaux de X .

EXEMPLES o

1° Nous dirons qu'un point X, € X est é@—egosé s'il existe unc h €96
telle que l'on ait h(_xo) < h(x) pour tout x # %, s X €X . Il est évidont que
tout point ¥6-cxposé cst Ib-extrimal. (L'inverse n'cst pas vrai en général ;

cf. la remarque 4 au numéro 4).

20 Soient X = [0, 1] et J§ 1'espace dos fonctions lindaires x —»> o+ jzx
dans X (Q(,FER).OH&&].OI‘SS Z {0,1} .

1l
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3° Soient X = [0, 1] ot I 1'espace des polynémes quadratiques
X —3 O + J/’;x + sz dans X (o ,/;, K@:R ) . Tout point de X est %—expo-
sé ; on a donc X, =X.

L'existence et unc propriété fondanentale des points o -extrémaux résulteront

du théoréme suivant @

TEEOREIME 1. - Toute fonction de 3% attecint son maximum (et minimum) global

: . vif e
en au moins un point H:-extrénal.

Pour la démonstration, nous dirons qu'une partic K de X ost % -extrémalo
si K est compacte, non vide, ot si K posséde la propriété suivante : étant
donnée unc mesurc i €JB(X) , telle que 1'on ait h(x;) = [hdpe pour un
Xy & K ot toute he 6 , alors le support S do  est contenu dans K .
L'espace total X est dvidemmont 30 —extrdumal ; pour qu'un point X, & X soit
%wxbrémal, il faut ot il suffit que 1l'enscmble {XO} le soit. On vérific ai-
sément que 1'ensemblo & des partics 3 -oxtrémalcs de X est inductif pour

la reclation d'ordre 2 .

Pour une fonction quelconque f&€ % , soit K. 1'consomble (compact, non vide)

f
de tous lecs points o f attecint son maximum global. Nous avons 3 démontrer @
K.N X #¢ . Dlabord, on a Kfe”é . En offet, soient xy€ K. ot b+ €9M(x)
tels que h(xo) = fhd'.), pour toute ha% , donc cn particulier pour h = f ;

soit T wun sous~compact non vide de X , disjoint de Kf « On a alors

X = sup f(x) « f(xo)
x e T

et par conséquent s
ffdl).: fT de + CT fd ?‘5 cx"'),(T) +f(xo) PL(CT) .

C omme fap = f(xo) , 11 en résulte M (T) = 0 pour tout tcl T , donc
H(CKf =0, ot finalement S  C Ko o Kf appartient done & 5. D'apres le
lemae de Zorn, il existe au moins un 414ment minimal de & contenu dans Koo
TI1 nous reste donc a démontrer que tout élénent minimal de & ne contient qu'un
scul point ou, autrecment dit : un cnsonble K& % contenant deux points dif-
férents n'cst pas minimal. D'aprés (Hz), il existe unc fonction hj,€ % dont 1la
restriction & XK n'est pas constanto

K' = {x' c K : ho(x’) = .up ho(x)}
x& K
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ost alors unc partic compactc, non vide de K ot on a K' £K . Ellc cst mémo
¥ mextrémale. En offet, si x €K' , r»e:%(x) , ¢t hix) = fhdf'“ pour toute
headb , on a d'abord SPC K puisque K'C XK ¢t Ké& & ., En répétant le rai-

sonncment sur K, amployé plus haut, on montre qu'il en résultc : Sf“‘ c K,

£
clost-a-dirc K'€ & . Cela prouve que K n'est pas minimal. Lo théoréme est

donc démontré.

Voici la nouvellc démonstration de 1l'existence de O, X :

#
THEOREME 2, - L'adhérence de 1'enscmble Xe( %) des points Jmext rémaux do

X cst la frontiére de Silov J., X .
9

Soit Y un $13ment quelconque de & (cf. p. 2). Bésignons par hy 1la ros-
triction & Y d'une he ¥ s ot par %Y 1'ensemble de cos rostrictions hY .
%Y est alors un sous-cspace voctoricl de L@(Y) 3 h— hY ost un isomorphis-
me de 35 sur %Y . Considérons unc mesurc & e Mb(X) telle que 1l'on ait
h(xy) = [hdf,u pour un x; & X ot toute h € ¥ . L'application hy — [hdp
cst unc forme lindaire positive sur %Y qui, d'aprés un théoreme connu de
M. Go KREIN (cf. [4], p. 75, proposition 6), peut 6tre prolongéc cn une mosurc
‘;LY@%(Y) o« L'imago ' = j(r;Y)_ de iy par rapport & 1l'injection canonique
j+ ¥Y—X cst unc mesurc de Jb(X) , concentrée sur Y tcllc que
h(xo) = fhd ’J' pour toutc h&J6 . Pour un point ¥ —cxtrémal Xy
sulto : Xy &Y . Onadonc X €Y ot '}-C; € Y . D'aprés lo théorémc 1, on a

aussi 3—(; e S s cc qui prouve que _f; ost la frontiére de Silov 6% X .

, 11 en ré-

2. Fonctions M4 -harmoniques.
Pour lc probléme de Dirichlet abstrait que nous voulons traiter, il scra néccs-
Pl
saire do romplacer 1'espacc 4 par un sous-cspacc vectoriel ¥ de ‘B (X) plus
vasto, qui cn outre sora formé dans % (X) . On arrivera 2 la définition de 76

d'unc maniérc naturclle & 1'aide de certaincs mcsures "harmoniquecs".

A partir de X ot 36 , nous nous donnons un élément queclconque Y & S R
c'est-a-dirc un sous-compact Y de X tel quo : ag? X &€Y . On désigncra par

fY la restriction 3 Y d'unc fonction £ définic dans X .

Pour tout s € X , on notera tﬂ; = 37’);(2@) 1'onscmble dos mesurcs V&W&(Y)

telles que l'on ait
(1) h(s) = ]h‘_f dp pour toute h & b6 .

D'apres (H2), on a fd{» = 1 pour toubec Peﬁ?b; .« Pour tout s €Y , on'a



7=05
g,se‘)’lb§ ; pour tout s & Xe , on a méme W(:; = {{: S} . On verra plys tard
que les points ofs-extrémaux sont en réalité caractérisés par cette derniere
propriété (proposition 8).
Par un raisonnement analogue i celui de la démonstration du théoréme 2, on peut

montrer que %; n'est jamais vide. Mais cela résultera aussi des considérations
suivantes ¢

Pour toute f & G(Y) et tout s £€X , nous poserons :

(2a) 'ff;(f) = inf h(s) H
£¢hy,he db
(2b) HY(f) = - Fy(- £) .

La démonstration du lemme suivant est alors élémentaire et peut &tre supprimée :

IEMEl. - Pour tout s € X et tout couple de fonctions f , g &6 (¥) , ona:

(3) -0 <HA) ST <+

(4) £ g0 ¢Hle)

(5) H(f + g) ¢ T(e) + Hyle)

(6) E(Ae) = AEAe) (X30)

(7) Hp(hy) = Wo(hy) = h(s)  pour toute BEJE .

I1 en résulte alors :

PROPOSITION 1.

(a) Quels que soient s @ X , Pé%g’ﬂ fFEB (YY), ona
(8) | Hy(f) < ffdr. < Hy(f) .
(b) Soient s €X, f € E@) , et Y€ R tels que :

S
Hylfy) £ Y € Bylggy) o

11 existe alors au moins une (AG.%§ telle que : X = fo df"“ .

La démonstration de (a) est évidente ;. démontrons donc (b). Soit

§ .= {Af}

ol\epr 1le sous-espace vectoriel de ¥(Y) , engendré par £y o



706
Xf‘ — XX est alors unc forme linéaire Mo sur :fr telle que @
o (f) (f) pour toute fé& 3:' . La fonction HY posseda.nt les propriétés
(3), (5) (6), il existe, d'aprés une généralisation connue du théoréme de
Hahn-Banach (cf. [4], p. 105, exercice 16), une forme linéaire p prolongeant
bo 2 B(Y) tout entier telle que : pi(f) 4'§(f) pout toute f & B(Y) .
Ainsi Y(f) <P (£) < Y(f) pour toute f & % (Y)., En liaison avec le lemme 1,
il en résulte que o est une mesure de % telle que 5 = ff d {.4, .

PROPOSITION 2. - Pour toute fonction f & @(Y) , les conditions suivantes sont
équivalentes

(a) £(s) = ffY dps pour tout s e X et toute K€ W(J.i, 3

(b)  £(s) = Hy(fy) = Wy(fy)  pour tout s €X.
1 1
(e) Pour tout € >0 , il existe un nombre fini de fonctions hy , «ue , b ;

" n “
hy 5 ees 5 b do ¥ telles que @

hgfeh ot -~ h-h<E ’

! 1 — i1 "
ot h= sup(h1 s see s hm) et h=inf(h , «e hn) .

L1

(a) => (b)

(b) = (c) : selon (2a) et (2b), il existe des fonctions h h2 €% telles
que l'on ait (hl)Y“ v < (hZ)Y et h2(s) - hl(s) <& quels que soient €>0
ot s €X , En vertu de (4), (7), et de la condition (b), il résulte de la premiére
propriéts h1 £f ¢ h2 de la deuxiéme propmetc§ résultc 1'cexistence d'un voi=-
sinage ouvert U° de s tel que : hz(t) - 1® (t) <& pour tout t €. U® , L'espa
ce X étant compact, Sll suffit d'un nombre fln:L de VOlSlng. o8 u® .2 SS-€ X. , pour
recouvrir X : X=U1 u... UU . Les fonctions hi = h1 s hi = h21 ’

i=1, eee 5 n, répondent alors & la quostion.

c'est une consédquence immédiate de la proposition 1 .

(¢) =3 (a) : pouf' un Eio donné, chc')isissons hl RIS hl;; h; s eee ,h:l
solon (c). Comme h, < f< hJ implique h, (s) £y d},« < hj(s) .
(=1, eeey m.; j=1, «.. , n), ona hs) ;]fy dy,gﬁ'(s) pour tout
s &X ot peIhy . En vertu des rolations h«f<h ot F-hE€E ,ilen

résulte (a).

Le sous-compact Y de X n'intorvient pas dans la condition (c). Les condi-

tions équivalentos (2) et (b) sont donc vérifides pour tout sous-compact. YES
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quand ellcs sont vérififes pour un tel sous-compact.

DEFINITION 2. - Nous dirons qu'une fonction f£ & & (X) ost #, -harmonique si
elle satisfait aux conditions équivalentes (a), (b), (c¢) de la proposition 2 pour
XCY (et alops pour tout tel

un sous-compact Y de X 1ol que O

¥

sous=-compact) .

A 7~
Nous noterons 96 1'ensemble dos fonctions 3-harmoniques. 55 est un sous-
”~~

ospace vectoricl fermé do B(X) teol que dbc b .

e
La proposition suivante caractériscra 1l'espacc leb d'unc maniére nouvelle, Sui-
vant G. CHOQUET ot J. DENY ([10]), nous dirons qu'un céne convoxe & dans (X

ost semi-réticulé inférieurcment (s. r. inf.) si & contient 1'enveloppe in-

férioure inf(f , g) de tout couple f , g de fonctions do % , Evidemment,
il existe dans (X)) un plus petit céne convexe, fermé, s. r. inf. de sommet

0 contcnant 9% . On le notera 87@ .

PROPOSITION 3. - On a 36 = éy,n(- 5‘7’6) .
4 .
Les fonctions h ot h de la condition (c), proposition 2, apparticnnent a
y ot - \t’) 76, TOSP activement. I1 résulte donc de la proposition 2 que l'on a
ﬁ; n(-— %) . L'cnsemble & dos fonctions v & E(X) vérifiant 1'iné-
galité

vd e € v(s)

pour tout & & X et toute p.& :7((9; est un ebne vonvexe, fermé, s. r, inf, .o
somaet 0 dans (%) (cf. [10]) contenant W6 . On a done : [%;%C E . Mais
comne 2}6 = &n (- %) , il on résulte 1'assortion. N
~
COROLLAIRE, - L'identité des espaces %t et 4 équivaut & 1'existence d'un
céne convexe, formé, s. r. inf. % de somawct O dans B(X) tel que @

¥=5n(-8) .

RE].\{ARQUES .

1° On peut montrer que le cbne é construit dans la démonstration de la pro=-
position 3 cst méme identique a 646

R° L’cxcmp'le 3 du numéro. 1 montre que 24 peut 8tre différent do % . En offot ’
~ ,
dans cet exemplo, on a X (#) = X , ce qui entrafne 46 = 6(X) comsc la pro-

position 5 lo démontrera. Par contre, G@ est formé et ;! D(X)
Tam =
Dans un cas particulior, F est 1'adhérence de &6 dans B (X) 3
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PROPOSITION 4. - 51 ¥ cst un troillis pour la rolation d'ordre naturelle

”~ , N
< , l'espace 9@ ost 1'adhérence de %, dans ¥B(X) .

AN
En vertu de la proposﬂxtion 2, a toute f & ¥ ot tout € » 0 correspohdent
'

] i ,
ee s b3 y eoe hné 96 tolles que

des fonctions h h1

1"

et

Désignons par Sup ot Inf los opérations dans le treillis b . Pour

n

"
:Inf(hl,u..,h) »

] ! -
hy = Sup(h; , ..., hm) ct h n

0

on a alors h € h,« 565, T, d'ou résulte |f - ﬁ;[s £ . Clost-a-dirc 3 f
] e » Ve 4 .
cst adhdéront & ¥ 3 W6 étant formé, cela nous donne lo résultat en question @

> 7"
W= #,

On roviendra 3 cette propriété particulierc de % au numéro 3.

Py ,

Remarquons maintenant que 96 possdéde les propriétés (H )s (H )y (H ) de son
sous-cspace 96 . Par cons"quunt les enscmbles suivants sont définis ¢ X (5@) ’

%X 37(95(36) , ot ab D'abord, il résultc de la définition 2 (condit:.on (a),
Y=X).

-~

(9) X (R) =x (%) .

En vertu du théoréme 2, on a donc :

(10) ag,éxzagex .

La définition des fonctions I -harmoniquos (condition (a) ) donne @
(11) I 5(30) = M3

pour tout s € X et tout sous-compact Y de X contenant O 46, X o Finalement,

1a proposition 3 et son corollaire entrainent :
N\,

(12) %= % .

Nous constatons donc 1'ind4pendance des notions du numéro 1 par rapoort au passage
de 26 a % .

Montrons encore @

PROPOSITION 5, - Pour que tout point de X soit " —extrémal, il faut et il
~
suffit que 1'on ait Tb= B(X) .
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1l

7N -~
Supposons : 905 = ©(X) . On a alors 1'égalité Xe( $) = X , d'ou résulte
xe(g@) = X en vertu de (). Réciproquenent : si Xe(%) =X, ona
%;(9&) = Es} pour tout s € X . La condition (a) de la définition 2 montre

alors que J% = G(X) .

3. Le probléme de Dirichlet abstrait.

Nous poserons désormais :

x*

S N . 2
Les éléments de I~ seront apnelés les mesures ™6 -harnoniques assocides au

x*:a%x=ag,éx ot I° =9° () =W(,§*(@) (s€X) .

point s & X . Pour qu'une fonction f &€ G(X) soit K -harmonique, il faut et

h = th d
(s) fx* p

pour tout s € X et toute mesurs %-hamlonique V&S’fl,s .

il suffit que 1l'on ait :

”~
Comme toute fonction de '3 est uniquement dterminée par sa restriction 2

x* , 11 se pose le probldme de Dirichlet abstrait suivant : quelles sont les
conditions nécessaires et suffisantes pour qu"une fonction donnée ou toute fonc-
tion de @(X* ) puisse &tre prolongée en une fonction 5%—hamonique ?

DEFINITION 3. - Nous dirons qu'une fonction f €6 (X*) est Wo-résolutive si
Py ‘
elle peut &tre prolongée en une fonction he J6 .

PROPOSITION 6. - Pour toute fonction f €% (X') , les conditions suivantes

sont équivalentes :

(a) f est résolutive.

(b) Pour tout point s & X et tout couple le y |+ de mesures de ,f)?(;s ’

2
[fd}“'l = ffd!"'»? .

(¢) Pour tout s& X, ona gs*(f) = B (£) .
X

x*

. \
(a) ==5(b) t: ona f=h pour une h@& 3> . Il en résulte 3 his) = ffdt«
pour tout 8 € X et toute * j» €JL° , donc aussi (b).

on a @

(b) == (¢) : c'est une conséquence immédiate de la proposition 1.

(¢) =>(a) : définissons une fonction h dans X en posant @
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h(s) = E?{*(f) = ﬁs*(f) pour tout s& X , En vertu de (2a) et (2b),
X

h est alors semi-continue supirieurement et inférieurement, donc continue., D'apre:
la proposition 1, on a alors h(s) = fd},«. pour tout 8 € X et toute t:—éTos .
Comme €S appartient a M° quel que soit s & x* , cela entrafne que h est
un prolongement de f . On a donc : h(s) = ( » dp- pour s EX et ,\LEJK}

ce qui signifie que h est YO ~harmonique. Par conséquent, f est risolutive.
Voiei un premier critdre pour que notre probléme de Dirichlet posséde une solu-

tion pour toute f & B(X¥) .

THEOREME 3. = Pour que toute fonction de S(X* ) soit résolutive, il faut et
il suffit que, pour tout s € X , il n'existe qu'une seule mesure %-harmonigue

associée.

Ce thdoréme est une conséquence irmédiate de la proposition oriciicntc.

PROPOSITION 7., - Si toute fonction ds ‘tf’)’(X”E ) est résolutive, tout point de
X* est Hb-extrémal.

En vertu du théoréme 3, il n'y a qu'une seule mesure F—S € 168 , quel que soit
s €X 3 en particulier, on a ‘LS = ES pour tout s & X' . L'application
&ff : X >IM(X*) définie par @p(s) = f*s est continue. En effet, soit f wun
filtre dans X convergeant wers un point N € X ; toute fonction g@-harmonique

f h(s) , donc

f dk». O = 1in f hX* d},(,s

-~
pour toute h & J . Or, toute f & E(X*) 4tant de la forme f = h)f" pour

étant continue, il en résulte : h(so) = lin

une h¢g {j/é , cela signifie que : o (so) = lim \f(s) , donc la continuité de
‘@ . Choisissons mgintenant Xq X et iz J?Z)(X) d'une manidre telle que 1l'on
ait h(xo) = hd!J« pour toute he % . L'intdgrale kf?d existe et

Y [\ dje = f dlw(s) est une mesure de JU(X" ) . a

1

T f((fdt;.)dr(s) fh(s)d‘,;,(s)—h(x

pour toute he;}@ . I1 en risulte é_% , ctest-a-dire Ve = EXO « Or,
il résulte facilement de 1'égalitd Exo = ffks db,L(s) et du fait que toute

<&

}»S posséde une masse totale 4gale &4 1 que H = Ex . Le point x, est
0



T=-11
donec 3@ ~cxtrénale.

Considirons maintenant 1l'application h — h de B dans @(f).ns'agitd'un

x*

monomorphisme pour la relation d'ordre naturelle ; g < h contralne g < hX* ’

ot réciproquencnt. Si toutc fonction de & (X*) cst risolutive, il s'agit méme
RS . s
d'un isomornhisme de l'ensemble ordonnd %% sur 1l'ensenblc ordonnd ¥ (X) . Ce
A
dernier jtant un treillis, %&£ 1'est aussi (ot par conséquont méme un cspace de

Riesz)s Si on notc Sup ot Inf les opérations dans cc treillis, on a
”~
en général, Sup(h1 , }12) est différent de esup(h1 , h2) .

THEOREME 4. - Pour que toute fonction de B(X*) soit résolutive , il faut et

"~

il suffit que ¢ soit un treillis (donc forcément un espace de Riesz) pour la

relation d'ordre naturelle < .

P
I1 nous reste & démontrer : si H& est un treillis, toute fonction de B (X¥)

est résolutive. La démonstration demande quelques préparations.

Soit H wun espace de Riesz quelconque (cf. [3], chapitre 2); notons Sup et

Inf les opérations dans le treillis H . On dit qu'un sous-espace vectoriel N
de H est épais si tout élément de N est la différence de deux éléments > O
de N et si les relations 0<£g £f, f& N, g&H entratnent : g& N .

On dit qu'un sous-espacc épais N de H est maximal si N#H et si N et H

sont les seuls sous«cspaccsépais N' de H tels que : NcN'<H.,

Pour toute forme linéaire positive X sur H , un calcul simple montre 1'équi-
valence des trois propriétés suivantes :

oo

®) e, =0 =) =0 wm  y(@=0 (f,gcH
(Br) % (Inf(f , ))= dnf(( (£) , ¥ (e)) (f,geH)
(Bg)  x (Sup(f , g))= sup(¥ (£) , ¥ (g)) (g » g€ H)

ve

Les énoncés suivants sont alors connus (cf. [2], chapitre 15 ; et [12]).

(A) Tout sous-espace épais maximal N de H est un hyperplan. Il existe une
-1 :
forme linéaire positive Y osur H telle que 1l'on ait N = X( 0) . Toute telle

forme lindaire ’X’ posséde la propristé (E).

(B) Pour toutc forme lindaire positive X #Z0 sur H ayant la propriété (E),
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X(O) est un sous-espace épais maximal de H .

Montrons maintenant pour notre espace de Riesz particulier ¥ :

A
IEME 2. - Soit ¢, un treillis. Pour tout sous-espace épais maximal 96

de '5\6 » il existe alors un seul point x, & X tel que 9G soit 1l'ensemble des

)
fonctions hé& %, s'annulant en Xy

Comne 9?; sépare les points de X , il existe au plud un tel point Xy Sup=-
posons que 1'on ait h(x,) #£0 pour toute h €Jb et tout Xy € X « 96 éStant
épais, il existe alors une hx«"i% telle que ¢ h >0 et hx(x) >0 quel
que soit le point x £ X . Pour tout x & X , il existe donc un voisinage ouvert
U, de x tel que : hX(y)> 0 pour tout y & U_ . L'espace X étant compact,

il suffit d'un nombre fini de Ux pour recouvrir X : X = Ux U oo U Ux .
1 n

La fonction hO = hx + ees + hx appartient 3 90 et ost strictement positive
1 n

dans X . Quelle que soit la fonection h 20 de '5(:/ y 11 existe donc un nom/‘Pre
%> 0 telque : 0<£h<nhy; il on résulte he IL. On a done Jb = 3¢

ce qui est absurde. Par conséquent, nous avons démontré 1'existence d'un X, X
tel que h(xo) = 0 pour touto hedb . Le sous-espace Jb est égal 2 1'en—
semble 91! des fonctions de 36 o'annulant en x, . En effet, I ot !
sont des hyperplans dans 3& (cf. (B)) ; la relation JUcJIl' implique denc
L= 9

A
LEME 3, - S1i ¢, est un treil'is, X" = 6% X est 1l'cnsemble des points x€ X
ayant la propristé suivante

(13) In.f'(hl R h2) =0 =% hl(x) =0 ou hz(x) =0 (h1 y e 5%) .

Autrement dit : X° ost 1'cnsemble XO des x € X tels que la forme linéaire

positive h —¥ h(x) satisfasse aux conditions équivalentes (E), (EI), (ES).

On vérific 4'gbord aisément que © est fermé, donc compact. Toutc fonction
ra) .
hy € d¢, atteint son minimum global en au moins un point de XO « En effet, soicnt

% = inf ho(x) et M 1'enscmble des x€.X, olona h (x) = ¢ , Considé-
x€X ’

rons 1l'cnsemble 3/(90 de toutes les fonctions h & é‘(’) ayant la propriété :

PN
h=h -h,,ol h 20, higse R h(x)-O pour tout x&€M (i=1,2).
3’0‘0 est un sous-espace épais de {;é tel quo : hjy - oKE ﬂDO , mais 1 & I

Le lomme de Zorn assurc alors 1'existonce d'un sous-espaceépelircximel Il de 3@

contecnant %O . Soit x

0 le point unique de X correspondant a 90 au sens
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du temme 2. En vertu de (A), la forme lindairc h — h(xo) posséde la propriété
(B), clest-a~dirc que 1l'on a Xy € XO . Come hy = J<€.J(DO € J0, 11 en résulte
que h0 atteint son minimum global au point Xg On adonc : X € XO + Finale=~

A
mant, considérons 1'application h—h de 36 sur le sous-espace vectoriel

%X* des fonctions hX* de @(f) o I1 s'agit d'un isomorphisme pour la sttuc-
Py

ture d'ordro, cc qui ontratne que M, . est un treillis pour sa relation d'ordre

naturclle. Par consequent » pour tout X £ KO et la forme lindaire corrospondante
X(h) = h(xo) sur d”» , la forme lindaire 'X <hX*) = X(h) sur %X* posséde

la propristé (E). Il résulte alors de (B) et du lemme 2 quc le point X, appar-
tient 3 X . Ainsi, nous avons montré que XD c X , donc que XO =X,

La démonstration du théoréme 4 cst maintenant une simple conséquence du lemme
3. En effet, d'aprés ce lemme, on a

[Inf(g , h)] , = inf(g , , b ) et [Sup(g , h)] , =sup(g , , h )
d ™ % X X *
~\ e
quelles que soient les fonctions g , h& J6 . Le sous-cspace vectoricl re )

de H(X*) satisfait donc aux hypothéses du théoréme 4d'approximation de M. H. STONE
En vertu de cec théoréme, %X* ost partout densc dans ¥4X°) . Om, la conver-

N\
gonce uniforme d'une suite (h™. ) de fonctions de #f»  ontrafne la convergenco

A
de la suitc correspondante (h") dans ®(X) . L'espace Jf étant formé dans
”~

G (X) , il en résulte que %}f‘ ost fermé dans B (X") , donc méme égalc a
Q") . Ainsi, toutc fonction de ‘6(X*) est résolutive.

REMARQUES 4

o~
1° On virific facilement que lo treillis 56 est un (M -)espacc au sens de

Se KAKUTANI ([12]), qui, d'aprés un résultat de [12], cst isomorphe & un espacc
B(Q) pour un compact Q convenablcment choisi. Notre théoréme 4 affirme que Q

X .
%

2° Ajoutons cncore lc résultat suivant sans démonstration. Pour que toute fonc-

est homéomorphec & la frontiére de Silov O

tion de € (X*) soit résolutive , i1 faub et il suffit que toute fonction du céne
o D gt

'636 (cf. le numéro 2) posséde unc plus grande minorante "6, ~harmonique.
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4. Application.: Caractérisation de certains simplexes de G. CHOQUET,

L'espace compact X sera maintenant une partie compacte et convexe d'un espace vec=

toriellocalement convexe E (sur lc corps R ). Notons 4o 1'cnsemble des fonctions
h e &(X) qui sont linéaires dans X , c'est-a-dire concaves et convexes dams X .
Alors ¥ = & possdde les propridtés fondamentales (Hl), (HZ)’ (HB) cpmme on
le vérifie facilement. (La propriété (HB) résulte d'un théoréme connu sur la sé-
paration des ensembles convexes ([4], page 73, proposition 4)). Ainsi notre théo-
rie générale peut 8tre appliquée.

In'berprétons d'abord los notions les plus importantes de cettc thiorie dans notre

cas particulier. L'ensemble 5 des fonctions concaves de ‘G(X) est un cdne
convexe, fermé, s. r. inf. de somwt O dans O(X) tel que : L= %0 (- 8).

D'aprés lec corollaire de la proposition 3, on a donc
A

(14) L=4d .

Pout tout s & X ct tout sous-compact Y de X contenant O, X , nous avons
défini 1'enscmble fmai = m;( 55) ¢ I1 résulte de (1) que %; cst 1l'cnsemblc des
mesures j € 76(Y) do masse totale 1 avec 8 somme barycentre
, 11,5
(15) fdr, =1, s= fxdfa, ( el
(ef. [3], page 87, ot [7], page 236).
D'apres le théoréme 2, la frontiere de Silov a% X cst complétement déterminée

par les points L ~oxtrémaux. Nous allons montror qu'il y a idcntité cntre ces

points ¢t les points extrémaux géométriques. Un point Xq € X est un point

extrémal géométrigque si 1'ensemhle X N 6 {XO} cst convexe.

IEM.E 4, - Pour tout point %,

(a) %, ost un point cxtrémal géométriquc de X .

£ X , los conditions swivantes sont équivalentes :

(b) Pour tout voisimage U do x, dams X, il existe unc formo linfaire con-

tinue f sur E et un nombre réol M tels que 1l'on ait @

(16) xoe{xﬁX‘: £(x) >”’1}CU .

(e) X, posséde un systéme fondamcntal de voisinages V pour losquels X 0 C v

est convexe.

(a) == (b) ¢ Lc voisinage U peut 8tre supposé ouvert. L'cnsemble K = XﬂCU

et son envelopne formée convexsm KO sont alors compacts. Tous les points extré-

maux géométriques de K, apparticnnent donc a K (cf. (4], pagc 34,
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proposition 4) ; on a ainsi X, # Ki) « 11 en résulte 1l'ecxistence d'unc forme
lindaire continue sur E tolle que : f(xy) > £(x) pour tout x €X, (cf.
(4], page 73, proposition 4) . La forme lindaire f et lc nombre ™ = sup £(x)
possédent alors la propriité (16). x €Ky

(v) == (c¢) : C'ost unc conséquence immédiate de (b). Il suffit de considérer
V = ix X s f(x)m} .

(¢) = (a) : Pour tout couple de points X, KHEXA C {_XO} , il existe
un voisinage V de X, tel que Xn (, V soit convexe et tcl que Xy X,
n'apparticnnent pas & V . Le segment formé d'gxtrémités X, ot x, est alors
contenu dans X N C V , donc aussi dans X N (/' {xo} « Ainsi x; est un point
cxtrémal géométrique.

IEMME 5. - Pour tout point X, & X ot tout compact Y tcl que %X cYcX,
les conditions suivantes sont équivalcntes s

(a) X, ©st un point extrémal géométriquo do X .

X
() one o0 () = {€, }

(a) == (b) : En vertu du lemme 4, X, posséde un systéme fondamental de voi-
sinages dans X dc la forme : Vh n = {x : h(x))'!l} , ol hES ot
s

WL € R .Comme h n'atteint son maximum global qu'en des points de Vh , On a
. X0 P
4 Ca g g1t -
vh”’L N r)ﬁ X#¢ . I1 on résulte s xOC aﬁ X ot ¢ 0€ fﬂJY « Soit maintc

X
nant j4¢ unc mesure quelconque de %YO. On a p = t 81l on peut montrer quc

le support S " de i ne contient qu'un secul point. Supposons X Xy € SQ“‘-
ot X, # X, 3 nous al’ons voir que ccla cntrafne contradiction. On a alors
h(xl) < 0 <h(x,) pour unc h e Jd, . Nous posons

F

il

{x: h(x)éO} nY ,
{x:h(x)}O}nY ,

1

G
et

o= Al ’ f*,vi:?{c;f)' ’

ou % a désigne la fonction caractéristique d'un cnscmble A C Y relativement

a

a Y. F ct G étant des voisimages dans Y do points de SQ"‘ , 0N a

¢, = Jdk.;z H(F)’O et c, = jd};;.—_ (,«(G))O .
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- ! .
bey = cj_1 }—‘i (i=1,2) sont des nesures de (YY) de massc totale 1 o Pour
les barycentres correspondants x;i = de ‘J.i , ona s

* * _
Xy = Cy X+ Cy X ’ cl>0, 02>O, e, tey=1 .

*

Xq 1= }g . Comme F et G sont des en-
scmbles convexcs, on a x’; EF ot x§€_ , denc h(}:*{) £0 ot h(x;) >0,

c'est-a-dire h(xZ) = / hdp. = 0 . Mais cotte égalité cst absurde, car la rcs-
G

trictionde h & G ost continuc ot strictement positive, ct H.(G) >0 .Ainsi :

X, étant extrimal, il en résulte 3 X
G

SP ne contisnt qu'un soul point.

non (a) == non (b) : Comne Xy n'est pas un point extrémal géométrique, il
oxiste deux points différents x, £ x, de ‘X otun AE R tols quo @

%= Ax + (1= A) x, , 01 . )
En vertu de la proposition 1, il existe un couple de mesures !""'i 6%‘11 ’
i=1,2 ; 1l'indgalit? X, £ X, entrafnc Hq # PZ » Par conséquent,

b= A Ry * (1 - 7\)?-4.2 cst une mesure de %}YCO différente de Exo . En offot,

L= & entrafne S =35 = {x 1 donc p., = = £ cc qui est
P % P‘l HZ 0’ t‘l "‘2 X9

absurdc.
2. PRy . & ’ .
La caractérisation déja annoncéc dos points L —extrémaux est maintenant une

conséquence immédiate du lemme précédent pour Y = X ¢

COROLLAIRE, = Il y a identité entro lcs points L ~oxtrémeux do X ot los
points oxtrémaux géométriques de X .

La frontiérc do Silov 6'8 X est donc 1'adhérence ’ie de 1'onsemble X des
points oxtrémauz géomitriques de X . Par conséquent, notre probldme de Dirichlot
ost ici lc problémc de donner des conditions nécessaircs ot suffisantes pour que
toute fonction de ‘6('.‘20) puisse Stre prolongée cn unc fonction continue iindaire
dans X . Nous nous proposons dc caractériser locs cnsembles convoxcs compacts

X CE ayant cottc propriété par des propriétés géométriques.

Rappelons la définition des simplexcs de G. CHOQUET ([8] ot [9]). Un sous-compact
convexe X de E est un simploxc si, pour tout couple d'images positivoment
homothétiques de X

X

on a 1l'alternative : 1'intcrscction Xl 2l X2 cst vide, ou cllc cst cllc-mémo

=a; + A X (aieE,lizo;i:1,2) ,
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unc image positivement homothétique de X . En vertu d'un théoréme d'unicité
de G. CHOQUET ([8] ot [9]), pour tout point s d'un tol simplexe X , il existe
au plus une mesurc P_é IE () portée par X, .

x*

THEOREME5, - Pour toutc partie convexe compacte X d'un espace localement

convexe E , los conditions suivantes sont équivalentes

(a) X est un simplexe dont 1'enscmble Xe des points extrémaux géométrigues
est fermé.

(b) Tout point s € X est le barycontrc d'unc scule mosure HSE _‘)7(;(7(@) de

masso totale 1 .

(¢) Toute fonction de *8(70) pout 8tre prolongée en unc fonction de L.

(a) _f;. cst un treillis pour la relation d'ordre naturclle.

L'équivalence des conditions (b), (c), (d) est une conséquence immédiate des
théorémes 3 ot 4. La condition (a) cntratne (b) en vertu du théoréme d'unicité de
G. CHOQUET cité plus haut. Si (b) est vérifide, 1l'application s — HS est un
isomorphisme et homéomorphisme canonique de X sur 1l'ensemble convexe compact
971?1(3‘(0) des mesures ’l&ﬁ'ﬂ:ﬁe) de massc totale .1 ..Lc céne 375@@) étant
un treillis ot 97'(71(}{0) étant une base de cc céne, 977’1(70) est un simplexo
d'aprés un rdsultat de G. CHOQUET ([8] ct [9]). L'image isomorphe X de 97191(70)
est donc aussi un simploxe. Finalcment, il résultc du théoreme 3 ot de la propo-
sition 7 que X = ecst fermé.

REMARQUES ,

1° Lc théordme 5 caractérise les simplexes X donc 1'cnsemble des points cxtré-
maux géométriques cst formé par des propriétés intrinséques. L'implication
1(a) => (e)" sc trouvc déja dans [8] ot [9].

2° On pcut montrer que lo cdnec 8£ du numéro 2 c¢st 1l'cnsemble des fonctions

continues concaves dans X .,

3° Soit .80 1'ensomble des fonctions x —» £(x) + Ctec dans X , ou f ocst
unc forme lindairc continue dans X . Alors ‘BO posséde auesi les propriétés
(Hl)’ (HZ)’ (HB) s on a °80C )i . En remplagant £ par ‘80 dans co numéro,
on. arrive aux mémes résultats parce que : ‘80 = ﬂ .

4° On sait (cf. [4], page 85, rcmarque 2) qu'un ensemble convexc compact X
dans T pcut avoir des points extrémaux géométriques par lesquels nc passc au-
cun -hyperplan d'appui de X . Un tel point extrémal géométrique nc peut pas &tre
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So-exposé .

5+ Retour & la théoric géniralc.

Considérons de nouveau un cspace compact X quolconque ct une partiec 5% de
Y (X) ayant les propriétés (), (&), (HB)' Munissons 76 de la topologic do 1la
convergence uniforme sur X ot son dual (topologique) E de la topologic faible.
L'onsomble X' dos formos lindaires positives I sur %, tolles que I(1) =1,
est unc partic compacte convexe de E . Pour tout x &E , 1l'application
h — h(x) cst un élément I €X' ; l'application ¢ définio par (x) = I
ost continuc ot biunivoque. L'espace X étant compact, il en résulte que L&/ est
une homéomorphic de X sur wx) cx .

IEMME 6. - L'application @: X — X' applique 1'ensemble X, dos_podyths : %oxtme-

i
naux do X (biunivoguunent) sur 1'ensemble X' des points extrémaux geomei:rlqu%de X'

Pour toutc h € %, s I —=1I(h) est unc formec lindaire continuc sur E $ commo
E est muni do 1a topologic faible, réciproquement toutc forme lindaire continue
sur E est de cette forme (cf. [5], page 50, proposition 1). Il en resultc a'a-
bord X (d Lf(X) « En effet, supnosons 1l'existence d'un po:Lnt I, = X 0 C(\O (x) .
L'ensem.ble <)O(X) et son cnve 1op e fermée convexo tF(X) étant compacts, I,
ne peut pas a/p;oartcnlr a uf(X) » Autroment, I, sorait un point oxtrémal géomé-
trique de ﬁf(X) » donc un élément de Q(X) (cf. [4], pago 84, propos:LtJ.on 4).
Par conséquent, il existe un hyperplan fermé dans E séparant I ct (X)
strictement., En voertu de notre romarque préliminaire, ccla sn.gnlfle 1'existence
d'une hy€ % tolle que 1'on ait

I(hy) < I,(hy)

A
pour touto I€ Lf (X) , donc cn particulier pour toute I € P (X) . Ainsi, on a

(x) « I.(h,) , quel que soit x€&€ X . I1 en résulte & = sup h,(x) < I,(h,) ,
0 00 x & X 0 070

ce qui est absurde , car hy € cntratne Io(ho) < Io(a) = « Nous avons
donec montrd : X c @ (%) .

Ce r3sultat, cn liaison avec lc lomme 5 (pour Y = Q\>(X) ), nous fournit main-—
tenant la proposition affirmée. En cffet, soient X € X ot ,*e%(x) choisis
d'unc maniére tellc que 1'on ait

h(xo) = hdf.:. pour toutc h e .

Alors t:.' = af(r‘) est unc mesurec > 0 sur t,{)(X) de massc totale 1 avee

‘\?(xo) comic barygentrc, et réciproquemont.
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Remarquons encore qu'il résulte du lemme 6 ot du théoréme de Krein-Milman que

X' est 1'enveloppe fermée convexs de X; , donc aussi de k? (x) .

Voici un supplément utile & la théorie générale des numéros 1, 2 et 3.

PROPOSITION 8., - Pour qu'un point X5 € X soit d-extrémal, il faut et il suf-

fit que Exo soit la sculc mesure ée-harmoniclue associde a Xy o

Nous n'avons qu'a montrer que x, est ¥ —extrémal si Jﬂ;b = {&x} . I1 ré-

1 U
sulte du lemme précédent que l'on a X, cy (XY cx , ou X = 539 . Le méme
0
raisonnement qu'a la fin de la démonstration du lemme 6 montre que, pour toute

X
b € M6 0 » () est unc mosure de .‘)WD(Q(X*)) de masse totale 1 avec

¢ (xo) comne baryeentre, ot réciproquement. En vertu du lemme 5, (xo) cst
alors un point extrémal géométrique de X ; en vertu du lemme 6, Xy est donc un

point 3 ~extrémal.

REMARQUES «

1° Il serait intéressant d'avoir unc démonstration directe de la proposition 8
qui n'utilise pas 1'immersion k\/ X — X de X dans E .

20 I1 résulte encorec de la proposition 8 : pour qu'un point X5 € X soit
¥ —extrémal, il faut et il suffit que 1'on ait «%;0(3{’;) = { } pour un

(et alors nécossairement pour tout) sous-compact Y de X contenant 6%6 X .

39 Pour X et p3 donnés, définissons 1'immersion LD ¢ X -—«r X' de X dans
E comue plus haut. En remplagant le couple (X, é@) par (x, \,»b) , on arrive
a des espaces et applications E , /)‘(, , L’% : X 1{ définis respectivement. En
aissociant 4 tout élément de E , c'est-a-direc & toute forme linéaire continue sur
3@; sa restriction & 3¢ , on définit une application linéaire continuc
52 3 fE\ —E de T sur E . ( P ost surjective on vertu du théoréme de Hahn-
Banach). D'aprés le théoréme de M. G. KREIN sur lc prolongement des formes linéai-
res positives (ef. [4], page 75, proposition 6), on a 7;6 (X) = X 3 de plus 3
,‘\-(? =P (é Les points % -extrémaux de X &tant identiques aux points
¥-oxtrémaux, il résultc du lemme 6 quo &P applique 1'ensemblo des points extré-
maux géométriques de X de fagon homeonorpho sur 1'ensemble des points extrémaux
géométriques de o ( &) applique néme QP( X) de fagon homeomorphe sur
‘e (X) ). Mais J;J n'est pas une application biunivoque de X sur X on général,

comme on le vérifie facilcment dans le cas de 1'exemple 3 du numéro 1.
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6. Application au probleme de Dirichlet classique.

.

Considérons dans 1'cspacce cuclidien RN & N2 dimensions une partie ouverte
relativement compacte SL ; désignons par F 1la frontidre euclidienne de Q.
L'espace compact X s8era maintenant 1'adhérence de {L: x= :z_ =fluvF,
L'espacc 94 sera 1'enscmble des fonctions hé& % (X) dont la restriction a2 L)
o8t harmonique au sens usucl. Il est alors évident que ‘¥ possdde les propriétés
(H)s (5), (K).

Aussi, dans ce cas particulier, on a 6?) = % on vertu du corollaire de la pro-
position 3. En effet, 1'ensemble f, des fonctions f& S(X) dont le restriction

a2 [l ost surharmonique cst un céne convexe, fermé, s. r. inf. de sommet O dans
6(X) tel que l'on ait H6 = Hn (- &) .

La détermination des points Y6 —oxtrémauz ct de la frontidre de Silov est ici
un probléme plus délicat que le probléme correspondant au numéro 4. Montrons
d'abord que 5% X eet compris entre des parties topologiquement intéressantes

de X . Dans ce qui suit, K(x , y) sera le noyau newtmnien usucl de la théorie
du potentiel :

lx =y IIFY (pour N 33)

(17) K(Xy.Y): (X9Y€RN)’
-logllx = y||  (pour N =2)

note la norme cuclidiennc dans RN .

ot ||eee

Par un calcul simple qui peut 6tro supprimé ici, on montre :

LEMME 7. - Soient A unc pertie compacte de g , (x) une suite
E— n n—-l’z,oo- e~

convergente de points X & RN dont la limite Xg = lim X n'apparticnt pas a

A, et f  la rostrictiond A do la fonction x — K(x , xn) (n=0,1,04)e
Alors la suite (fn)

converge uniformément vers f, dans A .

n:].,z,nto

Le résultat déja annoncé pcut 8tre énoncé commc suit :

PROPOSITION 9. - Pour la frontidrc de Silov X = 62}% X,ona:

(5]
F A gxcx*cF

[e]
(od X désigne 1'intérieur de X dans Y )

En vertu du principe classique du maximum, toute fonction dec % atteint son
maximum global en un point au moins de F ; la frontiére F étant compacte, il



T=R1

, )
on résulte : ¥ C P . Il resto done a démontrer la relation ¢ F N () X cC x* .

(o] o
Supposons 1'cxistence d'un XO(:’_ Fn C Xn (, Ve s nous allons voir que ccla cntrafne

contradiction. En effet, il cxistc unc suitc (xn) de points X, 6’ X

tols que : 1lim X, = Xy o Désignons par hz ot hz—lx,'is,:;')c;c.:tivomont la rostric—
tion a3 X' ot X de la fonction x — K(x , xn) , m=1,2, ees )e A cause dc
xnec X, la fonction h = appartient & 36 pour tout n . Commo x, n'appar-
ticnt pas a x* , la suite (h:) converge uniformément dans X* cn vertu du
lorme 7. GrAce aux propriétés de la frontidre de Silov, il cn résultc la conver-
gence uniforme de la suite (hn) dans X , donc cn particulicr la convergence

de la suite (hn(xo)) vers unc limite finio. Mais comne

lim hn(xo) = lin K(x, , xn) =+ ® y
. O
nous aboutissons & unc contradiction. On a donc F n L X C x .

COROLLAIRE. - Si £ ost égalc & 1'intéricur de X, la frontiérc do Silov

d., X ost identiquec & la frontidre cuclidicnnc F .

®

En offot, ona.FanCﬂgch .

- o
Dans lc cas {1 = X , los résultats du numéro 3, surtout les théorémecs 3 et 4,
fournissoent dos eritéres nouvcaux pour quc lc probléme de Dirichlet classiquo

posséde unc solution pour toute fonction de G (F) .

Pour la caractérigation dos points J€ —oxtrémaux ct la détermination oxactc de
xX* , nous rappolons'qu'é toutc fonction f& S (F) correspond unc solution
généraliséo du probléme de Dirichlot classique. Il s'agit do la fonction de N.
WIENER Hf qui ost d'finie de la manidre suivante (pour plus de détails, voir
par cxcmple [6]): on considérc 1'ensemble (O . dos fonctions v surharmoniques

f
dans L , bornécs inféricurement, ot tclles que @

(18) lim inf v(x) > f(xo) quol quo soit x; €F .
P --é‘-XO
xe 1
On considérc aussi 1'cnscmble lif = - @_f . On montre alors 1'égalité de 1'cn-

veloppe inféricure do Of avee 1'cnveloppe supéricurc de U e Ot définit :

(19) Hf(x) = inf v(x) = sup w(x) pour tout x € () .
ve‘(})f VE Zif

Hp ost alors unc fonction harmonique (au scns usucl), définic dans (L «

On appclle régulicr tout point xoa F pour lequel on a



T2

(20) lim Hf(x) = £(x,) quelle que soit f& & (F) .
X —-->x0

xe 2

THEORELME 6, - I1 y a identité ontre les points ¥—cxtrénaux de X ot leos
points régulicrs dc F .

Soit X, un point 9 ~oxtrémal. En vertude la proposition 9, X3 appertient 4 F

ot F ost un sous-compact de X contcnant X* . On a done 77@;0(2}{)) = {ﬁxo .

X,
I1 on résulto _I-_I_Fo(f) = "{;Fxo(f) quolle que soit la fonetion £ € & (F) , en vertu

de la proposition 1. Pour toutc f € H(F) ot tout € >0 , il oxiste donc doux
fonctions h1 ’ 1;2636’ tellos quo @

(21) hl(x) < fA(x) < h2(x) pour tout x&F ot hz(xo) - hl(xo) £ & .

L iel L1
Pour les rostrictions h, do h, a JL (i=1,2), ona donc : h, € llf

et h’?é @ e Les égalités (19) ontrafnent alors s

a0

Pour x & (. tondant vers Xy » il on résulto :
hl(xo) < lim inf Hf(x)s 1lim sup Hf(x) & hZ(XO) ,
d'oli, on liaison zvee (21) :

£(x;) = lin  Hu(x)
X — XO
xelL
quallc que soit f & € (F) . Ainsi, lc point X, ost régulier. En vortu d'un
théoréme de M. V. KELDYCH [13], tout point régulior de F ost b-oxposé, donc

aussi I -oxtrémal (cf. numéro 1, cxemple 1).

REMARQUE. - La plupart des résultats précédents s'étendont sans difficulté a
certaines généralisations du problémc de Dirichlet, par cxemple pour un ouvert
relativement compact d'un cspace de Groon. Cotte remarque concernc aussi le théo-
mo 6 dont la démonstration utiliso lo théoréme de Keldych. En cffot, M. BRELOT
a démontré simplement un lemme valable on particulicr dans le cas précédont, co
qui entrafne, soit dircctement le fait que tout point régulier cst gg—oxtrémai,

soit, comc nous 1'avons rcmarqué, lc théorémc de Koldych.
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