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1. Introduction.

Les’ travaux classiques snr le problème de Dirichlet pour l’équation de Laplace
et les équations de type elliptique ont été, surtout dans le cas harmonique, beau-

coup approfondies avec des frontières idéales variéeà. A côté des axiomatiques re-

latives à ce des essais beaucoup plus généraux ont été développés par
TAUTZ [6] , et récemment par DOOB [4] en liais on avec une extension des lignes de
mouvement brownien. Nous proposons ici une axiomatique assez différente et plus

simple, qui conserve les traits essentiels de la théorie des enveloppes introduite

par PERRON-WIENER et diversement adaptée par la suite en particulier dans les tra-
vaux précités.

~ 2. Hypothèses sur l’espace.

On raisonnera sur l’espace topologique D localement compact, non compact,
connexe et localement connexe.

_ 

Il sera commode d’adjoindre un point d’Alexandroff el donnant un espace compact
ê2 dont on prendra la topologie. L’adhérence et la frontière d’un ensemble e

’ 
seront notées ’ 1 , e* .

. Système de fonctions principales. - Il est défini par la donnée dans chaque
ouvert partiel d’un espace vectoriel de fonctions réelles finies continues, appelées

principales, satisfaisant aux conditions suivantes : ,

Axiome I (axiome de caractère local)

a18 Si u est principale dans 03C9 ouvert, elle l’est dans CJ. C. 6J

b18 Si u est principale dans 03C9i , elle l’est 

Axiome II (axiome de fermeture)
Dans G connexe, un ordonné filtrant croissant de fonctions principales tend

vers + o0 ou vers une fonction principale.
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Conséquence. - Pour toute fonction principale u dans un ouvert partiel 4JO
a2. Il y a impossibilité d.’un minimum nul sans constance au voisinage.

b2. Si u  0 dans un domaine partiel 03C9 quelconque, u = 0 ou u &#x3E; 0 dans

~ t out ~ . 

Ces deux propositions sont d’ailleurs équivalentes dans úJ 0 pour les fonctions

réelles semi-continues inférieurement. Or si u dans ú) connexe est principale
~ 0 , et nulle en un point, nu tend vers une fonction principale donc u = 0

dans 

Axiome III (axiome d’unicité)

a . Pour tout ouvert 6L) si u principale dans c.J s’ annule à la

frontière, u = 0 .

b... (forme équivalente) Pour tout ouvert (~C(~c~ ~ si u principale dans

Gw) admet en tout point frontière une lim inf &#x3E; 0 , alors u ~ 0 .

Il est équivalent de supposer 6J connexe.

Il est évident que (b3) entraîne (a..). Supposons (a3) et l’hypothèse de (b3).
L’ensemble où u  0 s’il est non vide est un ouvert 6.)0 C En un point
frontière situé dans u = 0 à cause de la continuité. En un point frontière

situé sur @" lim inf u ~ 0 , et à cause de l’hypothèse de (b ) , lim inf u = 0 .

Donc u ~ 0 à la frontière de 6) . On conclut u = 0 ce qui est contradictoire

et exige donc u ~ 0 dans ~ .

Axiome IV (axiome de régularité)

on dira que 03C9 ouvert est régulier si 03C9 c Q et si toute fonction finie con-

tinue e sur se prolonge continûment par une fonction principale
dans a (nécessairement unique) notée C’est pour x fixé une fonction-

nelle croissante qui s’écrit sous forme intrégrale J Q dp (f~ mesure ~0

de Radon sur 6j)* 
’

’ 

Noter que toute composante connexe ~ de (J régulier est un domaine régulier et

que H~= dans éÎ ..
L’ axiome IV s 1 énonce alors :

Les ouverts réguliers contenant un point forment une base de voisi-

nages de ce point (donc aussi les domaines réguliers contenant le point).
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3. Quelques critères suffisants généraux.
a. Remarque : Désignons par

a28 : impossibilité pour une fonction d’un minimum ~ 0 sans constance au

voisinage.
Alors une fonction, semi-continue inférieurement dans un ouvert 03C9 d’un espace

connexe c ompact ~ ~ , satisf a isant à { a’ 2 )~ et admettant à la frontière de àJ

dans ~ une en tout point, 

D’onc, indépendamment de tous les axiomes, la condition (a’) entraîne (b3) et III.
Par suite, si on ne suppose des axiomes que les axiomes I et II, mais que les
constantes soient parmi les fonctions considérées dans alors III est satisfait.

De méme si, au lieu d’une constante, il existe une fonction h &#x3E; 0 parmi les

fonctions considérées dans 03A9 . Car les quotients par h satisfont à I , II

donc à III et par suite les fonctions elles-mêmes. 
’

. b. Les axiomes sont satisfaits si au lieu de II et III on suppose les propriétés
suivantes de caractère local :

(a2) et d’où (b2) 
’ et III. ~’ 

. 

e ur03B2. Pour toutes les u principales? 0 dans 03C9 connexe, admet pour

chaque x des bornes supérieure et inférieure qui tendent vers 1 quand x ~ x0
(axiome fort de Harnack).

Il s’ensuit :

Toute fonction principale ~0 dans x connexe, majorée par 1 en un

point est majorée sur tout compact indépendamment de la fonction (axiome faible
de Harnack) .

~ , Les fonctions principales qui au voisinage d’un point sont bornées en
module par un nombre fixe sont également continues en ce point. Alors os.
entrafne que la limite d’un ordonné filtrant croissant dans un ouvert a connexe

est partout o0 ou localement bornée.

fil implique que pi la limite est finie, il y a convergence uniforme locale vers

une fonction continue et l’axiome IV montre que la limite est localement principale.
c. Au lieu de II on peut supposer des propriétés supplémentaires pour les do-

maines réguliers ou m~me seulement pour un domaine régulier dans tout voisi-

nage de tout point, telles que la suivante qui entraîne II :

~ Pour un tel domaine la sommabilité, x est indépendante de x et.
pour f sommable, dpx sur ~ ~ Î f d x est continue. Plus particulièrement :

V. Pour un‘ tel domaine, = K(x , y) est une mesure ~0
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de Radon sur ~;~ et K(x , y) &#x3E; 0 finie continue de chaque variable 

y é 1 * , bornée pour y quelconque et x sur un compact de 

4. Exemples.

1° Les fonctions harmoniques dans chaque ouvert d’un domaine euclidien forment

un système de fonctions principales. 
’

Le caractère local est évident d’après les critères locaux comme celui du lapla-

cien ; ce qui résulte du critère de moyenne entraîne III ; II (qui résulterait

de ~ ou V d’après l’intégrale de Poisson) peut se voir directement comme

suit : pour l’ordonné filtrant croissant la limite en un point vaut la moyenne

spatiale de la limite sur toute boule centrée en ce point ; donc elle est co

aux points dont tout voisinage donne pour la limite une intégrale infinie. Ces

points forment donc un ouvert comme ceux du complémentaire. La limite est donc

partout infinie ou localement sommable et alors harmonique d’après le critère de

la moyenne spatiale. Enfin l’intégrale de Poisson qu’on a pu éviter jusqu’ici
fournira IV.

On peut faire l’extension à un "espace ~ " et aux fonctions harmoniques sur
les ouverts de ‘~ [3].

2° On considère dans un domaine euclidien D. les fonctions douées de dérivées

secondes continues et intégrales dans chaque ouvert partiel d’une équation (de

type e llipti que )

où S a ix B. ÀK est une forme quadratique définie, à discriminant -;&#x3E;0 en tout

point. Les coefficients et 1~ dérivées premières des aiK sont continues et loca-

lement lipschitzien. Enfin c ~ 0 .

Ces fonctions définissent un système de fonctions principales dans 03A9 . Le ca-

ractère local est évident ; est assez élémentaire grâce à c ~ 0 et entraîne

donc III ; ~l~ , ô . 

résulte de l’expression de la solution du problème de Dirichlet

pour les domaines assez réguliers [ 5 ] , ce qui entraîne IV et II.

On peut d’ailleurs remplacer le premier terme de l’équation par un opérateur

plus générale supposer les b. , c seulement continus et les intégrales seulement

pourvues de gradient continu.
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Il y a d’autre part extension à un opérateur généralisant le premier membre sur
une variété riemannienne (Voir ~5~ ).

5. Le problème de Dirichlet pour un ouvert régulier ~) ’

On a noté H03C903B8(x) = fe d X la fonction principale dans 03C9 prenant les valeurs

sur 03C9* de 6 
6 

finie continue. 
°

Si ~"’ est sur ~j semi-continue inférieurement &#x3E; - on notera

qui dans chaque domaine composant vaut + co ou est principale (d’après II).

Pour f réelle quelconque sur 6)’* , on notera

qui vaut dans chaque domaine composant + co , - ro ou est principale.

Introduction analogue de ~ = [ f d0 = - ~f 
Solution généralisée. - Lorsque ~f et Hr sont égaux en un point, ils le

sont dans le domaine composant contenant ce point (grâce à b?).
En cas d’égalité et valeur finie partout, on note Hf (x) la fonction principale

Jr appelée solution généralisée.

Allure à la frontière. - Si f quelconque est bornée supérieurement

Donc si f est bornée, et continue en x0 , ’H,, et Hp tendent vers 

en 
.

Propriétés de la mesure harmonique dP .
a. dpx ne charge que la frontière de la composante connexe de x dans 03C9 .

b. Si 03C9 est connexe, dpx charge tout voisinage de tout point-frontière. Si-

non pour 9~0 finie continue non nulle en x~ ~ ~ H- pourrait être nulle en x~

donc diaprés (b2) nulle partout, et ne pourrait alors tondre vers en x0 .
c. Les mesures extérieure et intérieure de e sont fe dpx

(f fonction caractéristique de e). Si u est connexe, la mesurabilité, la

sommabilité, les ensembles de mesure nulle sont indépendants de x ; la sommabilité
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équivaut à l’existence de la solution généralisée H...
6. Fonctions hypo et hyperprincipales p et p .

On dira que v réelle dans un ouvert ~ ~ (1 y est hyperprincipale (notée p)
si

1 ° v &#x3E; - 0153 .

2° v est semi-continue inférieurement. 03C9
3° Pour tout ouvert régulier ~C ~ 1 ~~ ~J , v ~ H ~ dans Cùl 

que v ~ H~ pour tout e finie continue ~.v sur 4);&#x3E;. Une fonction principale
est donc hyperprincipale ; de même + co , . v .

Notion analogue de fonction hypoprincipale p .

Propriétés.

2° La limite d’un ordonné filtrant croissant de fonctions p est p .
3° Soit C ¿J1 C. régulier. Si v est p dans 03C9 , lorsqu’on la

remplace dans Ú}1 par Hl, on obtient une fonction p dans 6J.

Etudions la. fonction obtenue v’ et montrons que dans 02 régulier ~ 03C92 C. ú) ,
on a H03C92v’ .
C’est évident dans 6&#x3E;2 n C (.J1 . Quant à c:J2 (B ~. ~ introduisons e finie

~ {,() ~2
continue sur Q; . et  v’ ; il suffit de voir que H03C9203B8  H03C92v’ . C’est évident
dans tout composant de 03C91 /1 6)2 où H , est + 00 ; dans un domaine composant

03B4 où il est principal, on considère H03C91v’ - He2 et on conclut d’après l’allure
à la frontière de S , et III.

4~ Dans un domaine úJ , une fonction hyperprincipale v si elle est + 00 au

voisinage d’un pointa vaut + ro partout.

Sinon on trouverait un domaine partiel ~ où v vaut + co , avec un point-
frontière x.. dans ~ ~ n’admettant aucun voisinage où la fonction vaut la
constante + 0153 . Un voisinage connexe régulier convenable de Xc couperait

£J1 et aurait un point-frontière dans 4)1 . La propriété (b) de la mesure d(
montrerait que H = + 0) donc v = + co au voisinage de x~ ~

5~ Si une fonction hyperprincipale v admet un minimum relatif nul en x~ ~
elle est constante au voisinage.
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Dans un voisinage ouvert connexe de v  0 . L’ ensemble 03C91 de w

où v &#x3E; 0 est ouvert. S’il n’était vide, la f onction lim (nv) , valant + co

nco
sur 03C91 et hyperprincipale serait + 0153 dans (J alors qu’elle est nulle en x .

6° S i dans un ouvert partiel 03C9 le s c ons ta nte s s ont principales ,

618 Il y a pour tout p dans impossibilité d’un minimum sans constance

au’voisinage.

6Z. Principe du minimum des fonctions v hyperprincipales dans et) : v ~ inf

(lim inf aux points frontière).

6~. Si une fonction f est localement dans ~) ~ elle est p dans 1) ~

Il suffit de voir que dans tout domaine 6)1 régulier ~03C91~ (J

pour 03B8 , finie continue sur 6J[ 
Or v - admet à la frontière de 6). une lim inf  0 . Si ce 

. la borne inférieure : 0 serait atteinte dans ta . L’hypothèse locale et (6 )
entraînerait que cette différence soit constante dans GJ 1 d’où la contradiction.

7. Fonctions h-principales, hypo ou hyper h-principales.

Supposons l’existence dans n d’une f onction principale h &#x3E; 0 . Les fonctions
v où u est principale satisfont aux axiomes et les ouverts réguliers sont les

On les appellera h-principales ; elles comprennent les constantes.

Si à partir des fonctions h-principales, on introduit les hypo ou hyper-h-

principales, on obtient les fonctions ?- où les v sont les hypo ou hyperprin-

cipales.

Applications. - Considérons un système quelconque de fonctions principales compre-
nant dans un domaine partiel 6j une fonction h.7 0 . Alors

’~ 1 . Les hyperprincipales dans C~ ont le caractère local car il en est ainsi

des hyper-h-principales.

7~. Si de plus h maj ore une constante ~ 0 , toute hyperprincipale v dans

6J satisfaisant à lim inf v~&#x3E;0 à la frontière, est ~&#x3E;0 .

Car on a lim et on peut appliquer (6 ) à v- .
8. Ensembles de fonctions hypo ou hyperprincipales dans un ouvert partiel (J.

. On dira qu’un ensemble V (même vide ) de f onctions v hyperprincipales dans

6~) est saturé si



6-08

1° inf (vl ’ 
2° si ~1 c. w est f onction obtenue à partir de 

en la remplaçant par dans à&#x3E;, i appartient à V .

Etant donné un ensemble quelconque W de fonctions hyperprincipales, il existe

. 

un plus petit ensemble sature le contenant, dit extension saturée de noté

~ . C’est l’intersection de tous les ensembles saturés contenant W .

Définition et notation analogue pour les fonctions hypoprincipales.

. 

THEOREME 1. - L’enveloppe inférieure d’ un ensemble saturé de fonctions hyper-
princ ipa le s v dans a connexe e s t + co , - 0153 ou principale.

Cette enveloppe est dans connexe régulier celle des H03C91v ,
dont chacune est + ro ou pr incipale ; l’enveloppe de cet ordonné filtrant dans

úJ 1 est + 00 , .. co ou principale. On pas se à la même propriété globale dans
CJ de l’enveloppe considérée.

. Majorante et minorante essentielle. - C onsidérons un ensemble U (même vide)
de fonctions hypopriucipales u dans un ouvert 03C9 . Toute fonction majorant à

la fois ces fonctions est dite majorante de U . Les p majorant U f orment .

un ensemble saturé dont l’enveloppe inférieure est appelée majorante essentielle
de U ; dans chaque domaine composant E U est + 0153 ~ - CD ou principale.

Supposons 6J connexe : 
,

a. Si E ~.. oo (ce qui a lieu seulement s’il existe une fonction u de U,
~ - E est la plus petite majorante p (et est + ro ou principale)

b. Si E est finie (ce qui a lieu seulement s’il existe une u ~ - co et une

maj orante p non infinie) , E est la plus petite majorante principale.

On introduit la minorante essentielle.

~ 

THEOREME 2. - L’ extension saturée U d’un ensemble U de fonctions hypoprinci-

pales u dans 03C9 a même majorante essentielle que U et c’est l’enveloppe

supérieure de U .

Soit v une p majorant U ; si U’ est un ensemble saturé contenant U ,
on voit que les ut e U’ qui sont ~ v forment un ensemble saturé contenant

U . Donc 7 admet v comme majorante. Ainsi la majorante essentielle de U

est aussi celle de U .
De plus dans chaque domaine c omposant
1° Si les u e U sont - II est formée de la seule fonction - ro et

c’est l’enveloppe supérieure de U.
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2° S’il existe une u ~ - ~ , l’enveloppe supérieure est + 0153 ou principale ;
comme elle est majorée par toute majorante p de U ~ c’est la plus petite
ma j orante p de U .

Ordonnons les fonctions réelles sur ûj par l’inégalité partout. Alors :

THEOREME 3. - L’ensemble des fonctions principales &#x3E; 0 est réticulé. L’ensemble
des différences de fonctions principales 0 est un espace vectoriel de Riesz

complètement réticulé.

D’abord si u 1 et u2 sont principales et ~ 0 , u 1 + u2 et 0 sont princi-
pales et respectivement majorante et minorante de l’ensemble (u. ~ fi) ; il
existe donc une plus petite majorante principale et une plus grande minorante
principale. Il s’ensuit que les différences de fonctions principales ~ 0 forment

un espace de Riasz (voir [1 ] )..
Enfin cet espace est complètement réticulé parce qu’un ensemble de fonctions

principales ~ 0 , majoré par une fonction principale, admet une plus petite majo-
rante principale.

9. Le problème de Dirichlet dans ~. ,

On met à la base :

A. Un ensemble ~~ dit "fondamental" de fonctions hyperprincipales dans fi satis-

faisant aux conditions

a. Il est saturé.

b. Il contient toute combinaison linéaire à coefficient? 0 de fonctions de

l’ensemble.

c. Il contient toute majorante hyperprincipale d’une fonction de l’ensemble.
Tel est l’ensemble de toutes les fonctions hyperprincipales ou celui de toutes les
fonctions hyperprincipales bornées chacune inférieurement.

B. Un ensemble ~ de filtres 3f dont chacun n’a pas de point adhérent dans
03A9 et qui est "limitateur de 1;&#x3E; " c’est-à-dire tel que si v E Q satisfait à

lim inf v  0 quel que soit v &#x3E; 0 .

Si v et - v appartiennent (et sont donc principales ) , la condition

0 pour tout ~ entraine v = 0 .
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THEOREME 4. - On considère sur le limiotateur À de l’ensemble fondamental 
une fonction réelle f (fl#’) (~ ) . On considère toutes les fonctions y ~. 1? satis-
faisant à lim inf v &#x3E; f ($ ) . Elles forment un ensemble (vide ou non) saturé

. 

dont l’enveloppe inférieure notée ~ est sa min orante essentielle et vaat

+ 0153 ~ - 0153 ou une fonction principale.

Si l’on pose f = - -f (qu’on pourrait définir de manière analogue) on a

~~ ~f ~ 
Les théorèmes 1 et 2 précisent les enveloppes. La comparaison des ~6 se voit en

introduisant u hypoprincipale (-u~~) satisfaisant à

et v hyperprincipale (v °1 satisfaisant à

et lim inf (v - u)  0 d’où v- et 

Propriétés de f . - C’est en chaque point une fonctionnelle croissante de f .

"i~= -À..~ .
Si 3iL + ig a un sens (en un point, donc partout), elle majore f+g où

f + g est pris arbitrairement là ou il est indéterminé.

On le voit en approchant f et g par des p .

LEMME 1. - Si fn croit et tend vers f et si if... &#x3E; - 00 ,

Evident si %p == + 0153 à partir d’,un certain rang. Supposons f fini. Soit"n 
’~ 

~ .

v ~~~ . satisfaisant aux conditions :

et

(1) Il suffirait pour ce théorème 4 de supposer )7 saturé et additif c ’est-à-
dire contenant la somme de deux fonctions de l’ensemble, et Jt limitateur 
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où ~n &#x3E; 0 avec 03A3 ~n = ~ (x0 et ~ fixés quelconques). La fonction

w = lim f + 03A3 (v - f ) est hyperprincipale, majore tout vp , doncn i n n

appartient à ~ et satisf ait à

Donc w &#x3E; ~f et ~L +~ d’ où
n

et

alors que l’inégalité contraire est évidente .

10. Résolutivité.

L’égalité de f et g si elle a lieu en un pointa a lieu partout. Dans le

cas d’égalité partout, avec valeur commune finie (principale) on dit que f est
résolutive et l’enveloppe commune est la "solution généralisée" f .
Si f est résolutive, Bf est résolutive (X. = Cte) = 03BBf .
Si f et g sont résolutives, f + g définie arbitrairement aux points d’indé-

termination de la somme est résolutive et ~ == ~ ~~ *
_ 

i~g 1 g

LEMME 2. - Si f et g sont résolutives, (+0153ou

principale). Evident si la fonction de gauche est + oo .

Sinon comme Y a Une plus petite majorante prin-
cipale w0 de sup(f , g) et elle minore sup (f, B . 

Soit pour x0 et ~

fixés, v et w hyperprincipales de Y satisfaisant à
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Alors w défini par vo + + est hyperprincipale,  v ,  w
d onc dans y et .

et (xO) - 2E , Xo et 6 étant quel-

conques, on conclut d’où
u 

CONSEQUENCE. - Si f et g sont résolutives, sup (f , g) est résolutive, si
et seulement si sont majorées par une même fonction hyperprincipale
# + oo (ou enc ore une même f onction principale), ce qui a lieu par exemple si f

et g sont 0 .

DEFINITION. - On dira que f est absolument résolutive si f+ et f- sont

résolutives. Une condition nécessaire et suffisante est que f soit égale à la
différence de deux fonctions résolutives 0 , là où cette différence a un sens.

REMARQUE. - Considérons pour une "mesure ~ 0 abstraite ou une intégrale de
Daniell" les fonctions sommables et l’intégrale correspondante. Si l’on prend les
fonctions sommables finies et l’intégrale correspondante,’ elles définissent, selon
le prolongement de Daniell, une nouvelle intégrale abstraite, pour laquelle on
montre que les fonctions sommables et l’intégrale (et par suite f sont

les marnes qu’au départ. On identifie donc ces intégrales abstraitës, définies par
la classe des f onctions sommables et la valeur de l’intégrale, ou par la classe
des f onctions sommables finies et l’intégrale.

THEOREME 5. - Quel ue soit les fonctions absolument résolutives sur

~ sont les fonctions sommables f pour une mesure abstraite ~ 0 (sur j5) dont
l’intégrale ~Ôt ~~0 ~ °
Etudions donc les fonctions absolument résolutives finies elles forment un

espace vectoriel. En ordonnant selon l’inégalité partout, on obtient, grâce au
lemme 2 pour fonctions ¿ 0 !t un espace de Riesz c’est-à-dire que ~)
et 03B12) sont absolument résolutives si 03B11 et of le sont. Puis le
lemme 1 montre que (x ) définit une intégrale abstraite Daniell ce .
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On voit ensuite que les limites  de suites croissantes ou décroissantes de

X donnent des æ(x0) et æ(x0) égaux à  d|  . On en déduit pour f

quelconque que et sont encadrés Par J f dt’- 
0 

et ff dt- 0 .
La sommabilité entraîne donc la résolutivité (d’ailleurs absolue) et l’intégrale

f f vaut alors æf(x0) . Il reste à voir que si f est résolutive  0 , elle
est sommable.

Or en considérant f - f , on voit que toute fonction nulle là où f est finie

est résolutive et de solution 0 . Par suite toute fonction égale à f aux points

, 

où f est finie, est résolutive et de solution ~ . En particulier la fonction
f n égale à f là où f est f inie et à n ailleurs est résolutive finie ~ 0

donc sommable et de solution ou intégrale égale à ~ ~ f tend en

croissant vers f qui est donc sommable.

REMARQUE. - Lorsque 17 est formée de fonctions p bornées chacune inférieurement

et que les constantes sont principales, toutes les fonctions résolutives sont

absolument résolutives. On peut alors définir l’intégrale de Daniell à partir des

fonctions résolutives bornées.

Car si f est résolutive, æf est majorée par une fonction hyperprincipale
1= + co et bornée inférieurement, donc par une fonction hyperprincipale  0 .

Si on part maintenant des fonctions résolutives bornées f et de ~(x~) ~
on voit qu’elles définissent une intégrale abstraite, que la sommabilité entraîne

la résolutivité. Enfin si f 90 est résolutive, inf (f , n) est résolutive,
sommable et d’intégrale  æf(x0) . De sorte que la limite f est sommable.

11. Cas particuliers..

I. Le problème de Dirichlet pour un domaine régulier.

Complétons le n° 5. Prenons pour ~ l’ensemble des fonctions p dans © (ou
celui des seules fonctions $ bornées inférieurement) et comme limitateur L,
grâce à l’existence de et à (7~) n° 7 , l’ensemble des

filtres des traces sur 6J des voisinages des points-frontière. On emploiera la

m~me notation pour une fonction de ~ et du point de convergence y 
_ 

,

Montrons que les fonctions résolutives sont absolument résolutives et, comme

fonctions de y sont les f onctions sommables pour la mesure harmonique 
.

du n° 5 ; ~$ f vaut alors la solution généralisée ff dYx du 
. 

n° 5 et l’intégrale
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de Daniell du théorème 5 sur L vaut l’intégrale de Radon correspondante sur

t.J Il ,-
En effet si 03A8 désigne une fonction &#x3E; - oo , semi-continue inférieurement sur

G)w. , admet en tout y ~ 03C9* une lim inf  03A8(y) , donc  03A8 dpx  æ03A8(x) .
Si e est sur 03C9* finie continue ~ 03A8,  03B8 dpx~æ03A8(x) d’où  03A8 dpx ~ æ03A8(x) .
On conclut ~.= ~ -~ = Alors pour! quelconque, comme ~ est ici

l’enveloppe inférieure des ~’~ pour les ":&#x3E; - co semi-continues Inférieurement,

majorant f , on conclut 
-

En particulier la résolutivité équivaut à la sommabilité - dpx ce qui entraîne la

résolutivité absolue et = J f dp .
II. Exemple général d’un problème de Dirichlet avec frontière.

Hypothèses générales. - Q est partout dense dans un espace compact g et

les constantes sont principales.

Choix et C . - On prendra pour cy l’ensemble des fonctions hyperprinci-

pales (ou seulement celles qui sont bornées inférieurement) ; on pourra prendre

pour ~ l’ensemble des filtres 1 , traces des filtres des voisinages des points
de ~-1~ (frontière de ~1 dans ~ ), car 0’ est, d’après (6~) un limitateur
de ~.

Les fonctions résolutives sont alors absolument résolutives. On notera de la

même manière les fonctions de F et du point de convergence H . Les

théorèmes 4-5 s ’appliquent. Complétons :

Supposons 03BE métrique et les fonctions finies continues sur 03BE - 03A9 résoluti-

ves. Alors æ03B8 pour 6 finie continue définit en Xo une intégrale de Radon

Pour f quelconque, æf et æf valent f f 
~ x 

~ 
~ x

~(x ) = j f d47 ~ . Les fonctions résolutives sont les fonctions 

L’intégrale de Daniell du théorème 5 s’obtient par prolongement de Daniell à

partir de l’intégrale de Radon pour les fonctions finies continues. 

Pour voir ce complément, remarquons que sur 03BE - 03A9, 03A8 semi-continue inférieu-

rement ~ - 0153 est limite de 6 
n 

finie continue croissante d’où
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et

d’où

D’autre part si v ~ ~ ,de lim inf &#x3E; - CD à la frontière, on voit que la
~- f

fonction (t = lim inf v à la frontière est semi-continue inférieurement sur

6 - Q. , &#x3E; - 00 avec æf ~ æ03C6  v d’où

et

Cette étude contient donc l’axiomatique nouvelle développée dans [2] pour un

espace de Green et les fonctions harmoniques u , et aussi les quotients *
par une f onction harmonique h finie &#x3E; 0 .

III. Autres exemples.

On pourrait généraliser l’autre axiomatique développée dans [2] et qui équivaut

d’ailleurs à celle qu’on vient détendre.

D’autre part, sans introduction de frontière, on a utilisé, dans les espaces

de Green, les lignes de Green régulières [3] dont les arcs terminaux définissent

des bases de filtre rt, formant un limitateur pour les fonctions surharmoniques
ou + oo bornées inférieurement. Il s’y applique le thé orème 4 , comme on le

sait et aussi le théorème 5 .

Le s axiomes proposés et le p roblème général ne sont sans doute que provisoires.

Mme dans notre cadre, il resterait à étudier d’abord la solution généralisée
selon les filtres ~ dans des cas plus ou moins généraux, à introduire, avec

. les.axiomes nécessaires, une fonction de Green et à généraliser la frontière de

Martin e t ses applications.
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