MARCEL BRELOT

Une axiomatique générale du probleme de Dirichlet dans
les espaces localement compacts

Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théorie du potentiel, tome 1 (1957), exp.n°6, p. 1-16
<http://www.numdam.org/item?id=SBCD_1957__1__A6_0>

© Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théorie du potentiel
(Secrétariat mathématique, Paris), 1957, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la collection « Séminaire Brelot-Choquet-Deny. Théo-
rie du potentiel » implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SBCD_1957__1__A6_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Faculté des Sciences de Paris

gt ' 6-01
, Séminaire de
THEORIE DU POTENTIEL 9 avril 1957
Année 1957

UNE AXIOMATIQUE GENERAIE DU PROBIEME DE DIRICHIET
' DANS IES ESPACES LOCAIEMENT COMPACTS

par Marcel BRELOT

1. Introductiocn,

Ies travaux classiques sur le probléme de Dirichlet pour 1'équation de ILaplace
et les équations de type elliptique ont été, surtout dans le cas harmonique, beau=
coup approfondies avec- des frontidres idéales varidea. A c6té des axiomatiques re-
latives & ce cas [2], des essais beaucoup plus généraux ont été développés par
TAUTZ (6] , et récemment par DOOB [4] en linison avec une extension des lignes de
mouvement brownien. Nous proposons ici une axiomatique assez différente et plus
simple, qui conserve les traits essentiels de la théorie des enveloppes introduite
par FERRON-WIENER et diversement adaptée par la suite en particulier dans les tra=-

vaux précités.

2. Hypothéses sur l'espace.

On raisonnera sur l'espace topologique {1 localement compact, non compact,

connexe et localement connexe.

_ 11 sera commode d'adjoindre un point d'Alexandroff (2 donnant un espace ccmpact
Q dont on prendra la topologie. L'adhérence et la frontidre d'un ensemble e

P *
gseront notées e , e” .

Systéme de fonctions principales. = Il est défini par le donnée dans chaque

ouvert partiel d'un espace vectoriel de fonctions réelles finies continues, appelées

principales, satisfaisant aux conditions suivantes

Axiome I (axiome de caractére local)
aje S1 u est principale dans W ouvert, elle l'est dans GJICZ W

b, . Si u est principale dans Wi elle 1'est dans \)cqi .

Axiome II (axiome de fermeture)
Dans ) connexe, un ordonné filtrant croissant de fonctions principales tend

vers + o ou vers une fonction principale.
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Conséquence., = Pour toute fonction principale wu dans un ouvert partiel a)o
aye I1 y o impossibilité d'un minimum nul sans constance au voisinage.

bye 51 u > 0 dans un domaine partiel « quelconque, u=0 ou u.>0 dans
“tout (.

Ces deux propositions sont d'ailleurs équivalentes dans wo pour les fonctions
réelles semi-continues inférieurement. Or si u dans « connexe est principale
2 0, et nulle en un point, nu tend vers une fonction principale donc u =0
dans W .

Axiome III (axiome d'unicité)

age Pour tout ouvert ¢ @ ¢ ) , si u principale dens «) s'annule & la
frontiere, u=10 .
b3. (forme équivalente) Pour tout ouvert W< we O , 81 u principale dans

¢» admet en tout point frontiére une lim inf 20, alors u =0 .
I1 est équivalent de supposer s connexe,

I1 est évident que (b ) entrafne (a3) Supposons (a ) et l'hypothése de (b ).
L'ensemble ot u <0 s'il est non vide est un ouvert a) d woc 2 . En un pomt
frontiére situé dans @, u=0 & cause de la contlnulte. En un point frontiere
situé sur @* , 1lim inf u £ 0, et 3 cause de 1'hypothése de (b3), lim inf u =0
Donc u=->0 & la frontiére de & . On conclut u =0 ce qui est contradictoire

et exige donc u» 0 dans w.
Axiome IV (axiome de régularité)

On dire que «J ouvert est régulier si o c ) et si toute fonction finie con-
tinue ©® sur ¥ se prolonge continﬁment dans ¢ par une fonction principale
dans ® (nécessairement unique) notée Hy (x) . C'est pour x fixé une fonction-
nelle croissante qui s'ézrit sous forme 1ntregrale [ e d‘: (fx mesure >0
de Radon sur ).

Noter que toute composante connexe § de wW régulier est un domaine régulier et

que Hg) = Hes dans § .
Ltaxiome IV s'énonce alors o
Les ouverts réguliers contenant un point forment une base de voisi-

nages de ce point (donc aussi les domaines réguliers contenant le point).
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3. Quelques criteéres suffisants généraux.

a. Remarque : Désignons par
aé. ¢ impossibilité pour une fonction d'un minimum < O sans constance au
voisinage.
hlors une fonction, semi-continue inférieurement dans un ouvert w d'vn espace
connexe compact g;éc.) , satisfaisant & (aé), et admettant & la frontiére de w
dans % une lim inf 20 en tout point, est =0 .

Ponc, indépendamment de tous les axiomes, la condition (aé) entrafne (b3) et IIT.
Par suite, si on ne suppose des axiomes que les axiomes I et II, mais que les

constantes soient parmi les foncticns considérées dans (), alors III est satisfait.

De méme si, au lieu d'une constante, il existe une fonction h > O parmi les
fonctions considérées dans ) . Car les quotients par h satisfont & I, IT
donc & III et par suite les fonctions elles-mémes.
b. Les axiomes sont satisfaits si au lieu de II et III on suppose les propriétés
suivantes de caractére local
ol (az) et (a:'a), d'ob (b2) et III. 2(x)
. o >
[5. Pour toutes les u principales O dans @ connexe, -J-(}?(-)-T admet pour

chaque x des bornes supérieure et inférieure qui tendent vers 1 quand x —> X,

(axiome fort de Harnack).

I1 s'ensuit ¢
of 1° Toute fonction principale #0 dans @ connexe, majorée par 1 en un
point est majorée sur tout compact indépendamment de la fonction (axiome faible
de Harnack).,
/51. Les fonctions principales qui au voisinage d'un point sont bornées en
module par un nombre fixe sont également continues en ce point. ilors 0(1
entrafne que la limite d'un ordonné filtrant croissant dans un ouvert ¢« connexe

est partout o ou localement bornée.

ﬂl implique que si la limite est finie, il y a convergence uniforme locale vers
une fonction continue et l'axiome IV montre que la limite est localement principale. -
ce Au lieu de II on peut supposer des propriétés supplémentaires pour les do=-
maines réguliers ou méme seulement pour un domaine régulier dans tout voisi-
nage de tout point, telles que le suivante qui entrafne II :
Y+ Pour un tel domaine la sommabilité, dpx est indépendante de x et,
pour f sommable, dpx sur Q¥ , | T dgx est continue. Plus particuliérement s
X’. Pour un' tel domaine, d?x =K(x, y) dp(y) ot p est une mesure >0
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de Radon sur «” et K(x s y) > O finie continue de chaque variable x€() ,

yea)* , bornée pour y quelconque et x sur un compact de & .

4, Exemples.

10 Ies fonctions harmcniques dans chaque ouvert d'un domaine euclidien forment
g q

un systeme de fonctions principales.

Le ceractére local est évident d'aprés les critéres locaux comme celui du lapla-
cien 3 & qui résulte du critdre de moyenne entrafne III ; II (qui résulterait
de /5 ou X' d'aprés 1l'intégrale de Poisson) peut se voir directement comme
suit s pour l'ordonné filtrent croissant la limite en un point vaut la moyenne
spatiale de la limite sur toute boule centrée en ce point ; donc elle est
aux points dont tout voisinage donne pour la limite une intégrale infinie. Ces
points forment donc un ouvert comme ceux du complémentaire. La limite est donc
partout infinie ou localement sommable et 2lors harmonique d'apres le critere de
la moyenne spatiecle., Enfin 1'intégrale de Poisson qu'én a pu éviter jusqu'ici

fournira 1V,

On peut faire l'extension a un "espace 2" et aux fonctions harmoniques sur
les ouverts de & [37.

20 On considére dans un domaine euclidien () les fonctions doudes de dérivées
secondes continues et intégrales dans chaque ouvert partiel d'une équation (de

type elliptique)

2
—, Fu o
ey o o= by t =0
i,K i 1 i

o &3 85y )‘l }\K est une forme quadratique définie, & discriminant >0 en tout
point. lLes coefficients et les dérivées premiéres des 8k sont continues et loca-

lement lipschitzien. Enfin ¢ < O .

Ces fonctions définissent un systéme de fonctions principales dans 0. Ie ca=
ractére local est évident ; (aé) est assez é1émentaire grice & ¢ g 0 et entraine
donc III Y'_ résulte de 1l'expression de la solution du probléme de Dirichlet

pour les domaines assez réguliers [5], ce qui entrafne IV et II.

On peut d'ailleurs remplacer le premier terme de l'équation par un opérateur
plus général, supposer Ies by , ¢ seulement continus et les intégrales seulement

pourvues de gradient continu.
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I1 y a d'autre part extension & un opérateur généralisant le premier membre sur
une variété riemannienne (Voir [57 ).

5. Le probléme de Dirichlet pour un ouvert régulier ¢) .

On a noté H“)(x) = j (6 d[’ la fonction principale dans & prenant les valeurs
sur a) de 6 finie continue.

. ¥ . . . 2 s
Si W est sur ¢ semi-continue inferieurement > - w , on notera

I.Tg{x) sup HD {"I df‘)x

eéﬁr
qui dans chaque domaine composant vaut + co ou est prineipale V(d'aprés 11).

Pour f réelle quelcongue sur 0 , on notera
Bx) = inf H"J J £ df
gyt ¥
qui vaut dans cheque domaine composant + o , = @ ou est principale.

Introduction analogue de _P_léf) = f £ dPx = - T—I‘:)f sﬁ? .

Solution généralisée. - Lersque H. et ﬁf

sont dans le domaine composant contenent ce point (gréce a bz).

sont égaux en un point, ils le

En ces d'égalité et valeur finie partout, on note H, (x) 1a fonction principale

jf dpx , appelée solution généralisée.

Allure & la frontiére. - Si f quelconque est bornée supérieurement

lim sup . 'ﬁf < lim sup £ en Xy .
XEW,X - X W

Donc si f est bornée, et continue en x,, Hy et H

He tendent vers f (xo)

en Xy .
Propriétés de la mesure harmonique dfx .

ae d\)x ne charge que la frontiére de la compoéante connexe de x dans 4 .
b. Si @& est connexe, dpx charge tout v01s1nage de tout pomt—frontlere. Si-
non pour 020 finie continue non nulle en X w , He pourrait &tre nulle en x,
donc d'aprés (b ) nulle partout, et ne pourrait alecrs tondre vers 0 (xo) en X
c. Ies mesures extérieure et intérieure de e sont f df J’ f d(?

(£, fonction caractéristique de e). Si u est connexe, 1a mesurablllte, 1la

‘sommabilité, les ensembles de mesure nulle sont indépendants de x 3 la sommabilité
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équivaut & 1'existence de la solution généralisde Ho o

6. Fonctions hypo et hyperprincipales p et p .

On dira que v réelle dans un ouvert (wC {1l y est hyperprincipale (notée D)
si

1° v > - o.

2° v est semi-continue inférieurement. P

3° Pour &out ouvert régulier a)lc 51«:,40 , V3 Hvl dans a)l (c'est-a~dire
que Vv HS pour tout © finie continue g£v sur a)’{). Une fonction principale

est donc hyperprincipale ; de méme + .

Notion analogue de fonction hypoprincipale p .

Propriétés.
131 v et w sont '5, de méme }\,v +}w (}\,PZO) .
: {‘inf(v y W)

2° La limite d'un ordonné filtrant croissant de fonctions P est D .

0 Soi x

30 Solt 0y ¢ GC @, W 4
remplace dans a)l par Hv , on obtient une fonction p dans .

régulier. Si v est p dans W, lorsqu'on la

Etudions la fonction obtenue v' et montrons que dans &)é régulier Cbz Cw ,
4]

ona v'2 Hv'? .

Clest ¢vident dans @, 0 Bcol . Quant & &, N &, introduisons 6 finie
w

continue sur Q% et gv' ; il suffit de voir que H 2 H? . C'est évident
2 6 = !
dans tout composant de (4)1/1 &)2 oh HY est + oo ; dans un domaine composant

w .
© ob il est principal, on considére ij; - H92 et on conclut d'apres 1l'allure

4 1a frontiére de § , et III.
4° Dans un domaine (W , une fonction hyperprincipale v si elle est +o au

voisinage d'un point, vaut + o partout.

Sinon on trouverait un domaine partiel &Jl on v vaut + o , avec un point-
frontiere Xy dans @), n'admettant aucun voisinage oh la fonction vaut la
constante + o . Un voisinage connexe régulier convenable de X couperait .
() et aurait un oint-frontidre dans 4)1 « Ia propriété (b) de la hesure d?x
montrerait que HV =+ o donc Vv =+ o au voisinage de Xq e

50 Si une fonction hyperprincipale v admet un minimum relatif nul en Xg s

elle est constante au voisinage.
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o ¥ > 0 + L'ensemble wl de W

oh v> 0 est ouvert. S'il n'était vide, la fonction lim (nv) , valant + ©
n = ©
sur d)l et hyperprincipale serait + o dans W alors qu'elle est nulle en x ,

Dans un voisinage ouvert connexe 2 de x

6° S5i dens un ouvert partiel & les constentes sont principales,
61. I1 y a pour tout p dans ), impossibilité d'un minimum sans constance
au‘voisinage.
62. Principe du minimum des fonctions v hyperprincipales dans w : v 2 inf
(1im inf aux points frontiére).
63. Si wne fonction f est locelement p  dans ), elle est P dans Q) .

I1 suffit de voir que dans tout domaine @), régulier cz:ic_ W

by
v ZHy
pour € , finie continue sur wr et <V o
[
Or v = Hgl admet & la frontiere de @, we lim inf >0 . 51 ce ntétait =0,

la borne inférieure <0 sereit atteinte dans Gy e L'hypothése locale et (61)

entrafnerait que cette différence soit constante dans GJl d'ol la contradiction.

7. Fonctions he~prineipales, hypo ou hyper h—pfincipales.

Supposons l'existence dans {1 d'unz fonction principale h >0 . Les fonctions
% o u est principale satisfont aux axiomes et les ouverts réguliers sont les

mémes. On les appellera h-principales ; elles comprennent les constantes.

Si a partir des fonctions heprincipales, on introduit les hypo ou hyper=h-
principales, on obtient les fonctions % ou les v sont les hypo ou hyperprin-

cipales,

Applications. - Considérons un systéme quelconque de fonctions principales compre-

nant dans un domeine partiel ¢4 une fonction h >0 . Alors

’71. Les hyperprincipales dans () ont le caractére local car il en est ainsi
des hyper-h-principales.
72. Si de plus h majore une constante >0 ,' toute hyperprincipale v dans

() satisfaisant & 1im inf v >0 & la frontiére, est 20 .

Car on a 1lim inf % Z0 et on peut appliquer (62) a % .

8. Ensembles de fonctions hypo ou hyperprincipales dans un ouvert partiel .

- On dira qu'un ensemble V (méme vide) de fonctions v hyperprincipales dans
W est saturé si
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10 inf (v, , vy) &V
20 si W, c 2316- W est régulier, la fonction obtenue & pertir de toute v €V
en la remplagant par HV dans a)l appartient a V .
Etant donné un ensemble quelconque W de fonctions hyperprincipales, il existe

un plus petit ensemble saturd le contenant, dit extension saturée de W , noté

W . Clest 1l'intersection de tous les ensembles saturdés contenant W .

Définition et notation analogue pour les fonctions hypoprincipales.

THEOREME 1. - L'enveloppe inférieure d'un ensemble saturé de fonctions hyper-

principales v dans () connexe est + w , - @ ou principale,

- .
Cette enveloppe est dans (J); connexe régulier C(ch @, celle des Hv1 ,

dont chacune est + o ou principale ; l'enveloppe de cet ordonné filtrant dans
6)1 est + © , = ® ou principale. On passe & la méme propriété globale dans

@ de l'enveloppe considérée.

Majorante et minorente essentielle. - Considérons un ensemble U (méme vide)

de fonctions hypopriunedpales u dans un ouvert w . Toute fonction majorant &
la fois ces fonctions est dite majorante de U . Ies p majorant U forment
un ensemble saturé dont 1'enveloppe inférieure est appelée majorante essentielle

EU de U ; dans chaque domaine composant E. est + o , = o ou principale.

Supposons GJ connexe ¢ ’ ‘
a. Si E ;é - © (ce qui a lieu seulement s'il existe une fonction u de U ,
# - ®), E est la plus petite majorante p (et est + o ou principale)
be Si E est finie (ce qui a lieu seulement s'il exigte me u# - o et une

majorante p non infinie), E est 12 plus petite majorante principale.

On introduit de mfme la minorante essentielle.

' THEOREME 2. - L'extension saturde U d'un ensemble U "de fonctions hypoprinci-

pales u dans  a méme majorante essentielle que U et c'est l'enveloppe

supérieure de T .

Soit v une P majorant U ; si U' est un ensemble saturé contenant U,
on voit que les u'e U' qui sont <v forment un ensemble saturé contenant
U .Donc U admet v comme majorante. 4insi 1la majorante essentielle de U
est aussi celle de U .

De plus dans chaque domaine composant

1©5i les ue U sont - o, U est formée de la seule fonction =~ w et

c'est 1l'enveloppe supérieure de U .
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2° 5'il existe wne u # - o , l'enveloppe supérieure est + o ou principale 3
comme elle est majorée par toute majorante P de U , c'est lo plus petite
majorante P de U,

Ordonnons les fonctioms réelles sur « par 1'indgalité partout. Alors

THEOREME 3. ~ L'ensemble des fonctions principales 20 est réticuld. L'ensemble
des différences de fonctions principsles 2 0 est un espace vectoriel de Riessz

complétement réticulé.

D'abord si u, et u, sont principales et >0, u +u, et 0 sont princi-
pales et respectivement majorante et minorante de 1'ensemble (ul R u2) 3 il
existe donc une plus petite majorante principale et une plus grande minorante
principale. Il s'ensuit que les différences de fonctions principales > 0 forment

un espace de Riasz (voir [17).

Enfin cet espace est complétement réticulé parce qu'un ensemble de fonctions
principales 2 0, majoré par une fonction principale, admet une plus petite majo-

rante principale,

9. Le probldme de Dirichlet dans ).

On met & 1la base ¢

A. Un ensemble }) dit "fondamental" de fonctions hyperprincipales dans §t setis-
faisant aux conditions
ae Il est saturé,
be Il contient toute combinaison lindaire a coeff1c1ent 20 de fonctions de
1'ensemble,
c. Il contient toute majorante hynerprincipale d'une fonction de 1'ensenble.
Tel est 1l'ensemble de toutes les fonctions hyperprincipales ou celui de toutes les

fonctions hyperprincipales bornées chacune inférieurement.

B. Un ensemble 3 de filtres S‘ dont chacun n'a pas de point adhérent dans
Q et qui est "limitateur de "g) " c'est-a~dire tel que si v e “2? satisfait a
mefv,o quel que soit Sf, =0 .

Si v et - v appartiennent & Y (et sont donc principales), la condition
lin_v = 0 pour tout & entratne v =0 .

F
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THEOREME 4, - On considére sur le limitatsur §$ de 1l'ensemble fondamental ‘Y
une fonction réelle f£() (1). On considére toutes les fonctions v & 'Y satis-

faisant & lim inf v » f(fF) . Elles forment un ensemble (vide ou non) saturé
) v~
dont l'enveloppe inférieure notée 3'@1‘ est sa minorante essentielle et vaout

+ ®, = © ou une fonction principale.

Si 1l'on pose gf = _Z{e_f {qu'on pourrait définir de manidre gmalogue) on &

&Sg-ef'

Les théorémes 1 et 2 précisent les enveloppes. La comparaison des ¥ se voit en
introduisant u hypoprincipale (- ueY) satisfaisant &

lim sup u < £(%)
4 £ 4+

et v hyperprincipale (v'e'Y) satisfaisant a

Lin inf v 3 £(F)
N > =

v-ueVY et llmg,mf (v-u)3»0 d'od v-u30 et ugv.
Propriétés de ‘3@. . = Clest en chaque point une fonctionnelle croissante de f .
six>o, %Af"’xxf .

8i Z(k‘ +3€g & wn sens (en un point, dome partout), elle.majore £f+g ol

————

f + g est pris arbitrairement 13 ou il est indéterminé.

On le voit en approchant Yf et ?@g par des D .

—

IEME 1. - 81 £ crdft et tend vers f et si Zﬁf > - o,

- — n
% % .

Evident si %f =+ o & partir d'un certain rang. Supposons Qtef fini. Soit
n n 4

vne‘? , satisfaisant aux conditions :
i e
la.mg?inf v, > fn(é‘ )
>~

et

vn(x0)< ie;. (xo) + En
n

(1) I1 suffirait pour ce théoréme 4 de supposer Y saturé et additif c'est-a~
dire contenant la somme de deux fonctions de l'ensemble, et L limitateur selon\(B\).’
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®
ou tn >0 avec 2 & =€ (xo et € fixds quelconques). La fonction
1

- Q —
W= lim'é@f > (vn - %@f ) est hyperprincipale, majore tout v, » done
n 1 n

1y

appartient & Y et satisfait a

l.unsgnf wi’f(ﬁ) .

- —_—

Donc w 32 Sﬁf et w(xo) < lim '&fn(xo) +&  d'od
zéf(xo) < linm %fn(xo) + £
et
& (x;) < Lin j’ern(xo)
alors que 1'inégalité contraire est évidente.

10. Résolutivité,

L'égalité de }@f et ‘f,f'f,g si elle a lieu en un point, a lieu partout. Dans le
cas d'égalité partowt, avee valeur commune finie (principale) on dit que f- est
résolutive et l'enveloppe commune est la "solution généralisée" 3%. .

Si f est résolutive, Af est résolutive (N = Cte) et%’)\f =xb. .

Si f et g sont résolutives, f + g définie arbitrairement aux points d'indé-
termination de la somme est résolutive et 3€f+g = 3@ +£g .

IEMME 2.. - 51 £ et g sont resolutives, ;L‘gsup(f,g) = xsup(f,g) (+ o ou
principale). Evident si la fonction de gauche est + @ .
Sinon comme sup%. , fn’g)égsup(f,g) , i1 y a une plus petite majorante prin-

; 3
cipale w, de sup(%f , j%) et elle minore J—@sup(f,g) . Soit pour x, et

fixés, v et w hyperprincipales de YV satisfaisant 2

lim inf v » £(FP) 1lin inf w3 g(F) Fe £
& &

T - > -

vixg) - dh(x) <€ wixy) -'Zg(xo)s 3
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alors w, défini par Wy + (v —Jef) + (w = ygg) est hyperprincipaie, >V, 2V
donc dans 'V et
lim inf w, % sup(£(F) , g(§))
&
. >=-
. ' < jors » e -
dtou w1>/ﬁ(‘sup(f,g) et wo(xo) >J€sup(f,g) (xo) -2t , Xy et € étant quel

conques, on conclut Wy 3'63 d'ou

up(f,g)
Esup(f,g)> xsup(f,g) *

CONSE/QUENCE. -8i f et g sont résolutives, sup(f , g) est résolutive, si
et seulement si %f ’ ‘%g sont majorées par une méme fonction hyperprincipale
£ + o (ou encore une méme fonction principale), ce qui a lieu par exemple si f
et g sont >0,

DEFINITION. = On dira que f est absolument résolutive si £ et £~ sont

résolutives. Une condition nécessaire et suffisante est que f soit égale & la

différence de deux fonctions résolutives >> 0 , 13 oh cette différence a un sens.

REMARQUE. - Considérons pour une "mesure 2 O abstraite ou une intégrale de
Daniell" les fonctions sommables et 1'intégrale correspondante. Si 1l'on prend les
fonctions sommables finies et 1l'intégrale correspondante,'ellés définissent, selon
le prolongement de Daniell, une nouvelle intégrale abstraite, pour laquelle on
montre que les fonctions sommables et 1'intégrale (et par suite j et j ) sont
les mémes qu'au départ. On identifie donc ces -intégrales abstraites, définies par
1a classe des fonctions sommables et la valeur de 1'intégrale, ou par la classe

des fonctions sommables finies et 1l'intégrale.

THEOREME 5. = Quel que soit er:Q les fonctions absolument résolutives sur
% sont les fonctions sommables f pour une mesure abstraite >0 (sur i’/) dont
ts 2 a
1'intégrale vaut Jéf(xo) .

Etudions donc les fonctions absolument résolutives finies & j; elles forment un
espace vectoriel. En ordonnant selon 1'inégalité partout, on obtient, grice au
lemme 2 pour fonctions > O , un espace de Riesz c'est-a-dire que sup@(1 ’ 0<2)
et inf()l1 , 0(2) sont absolument résolutives si @, et o le sont. Puis lex
lemme 1 montre que xd(xo) définit une intégrale abstraite de Daniell J X d‘# °.
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On voit ensuite que les limites \& de suités cr}%issantes ou déecroissantes de
X donnent des 'K:Y(xo) et 3@\((1(0) égaux & JXd'u,O . On en déduit pour f
: x - X

quelconque que é@f(xo) et %(XO) sont encadrés par !f dy\-o et jf d})«o .

La sommabilité entrafne donc la résolutivité (d'ailleurs absolue) et 1'intégrale

X
jf dtko vaut alors XQ(XO) . I1 reste a voir que si f est résolutive >0, elle
est sommable,

‘Or en considérant f - £ , on voit que toute fonction nulle 13 o f ost finie
est résolutive et de solution O . Par suite toute fonction égale & f aux points
o f est finie, est résolutive et de solution Zg,f « En particulier la fonction
fn égale & f 13 od f est finie et & n ailleurs est résolutive finie > O
donc sommable et de solution ou intégrale égale & ¥, , £ tend en

croissant vers f qui est donc sommable,

REMARQUE, - Lorsque Y est formée de fénctions P bornées chacune inférieurement
et que les constantes sont principales, toutes les fonctions résolutives sont
absolument résolutives. On peut alors définir 1l'intégrale de Daniell & partir des

fonctions résolutives bornées.

Car si f est résolutive, }@f est majorée par une fonction hyperprincipale

# + © et bornée inférieurement, donc par une fonction hyperprincipale =0 .

Si on part maintenant des fonctions résolutives bornées f et de ﬁﬁf (xo) ’
on voit qu'elles définissent une intdégrale abstraite, que la sommabilité entrafne
la résolutivité. Enfin si f » O est résolutive, inf(f , n) est résolutive,
sommabile et d'intégrale < Jéf‘(xo) . De sorte que la limite f est sommable.

11, Cas particuliers,

I. Ie probléme de Dirichlet pour un domaine régulier.

Complétons le n° 5. Prenons pour Y 1'ensemble des fonctions P dans @ (ou
celui des seules fonctions P bornées inférieurement) et comme limitateur §,,
grice & l'existence de H? (x) et & 1l'application (’72) n°® 7 , l'ensemble des
filtres destraces sur « des voisinages des points-frontieére. On emploiera la

méme notation pour une fonction de i}? et du point de convergence y de 8'? .

Montrons que les fonctions résolutives sont absolument résolutives et, comme
. " , X
fonctions de y sont les fonctions scmmables pour la mesure hormonique df (v)

du n® 5 ; ?s‘@f vaut clors la solution généralisde f f d?x du n° 5 et 1l'intégrale
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de Daniell du théoréme 5 sur £ vaut 1'intégrale de Radon correspondante sur
(,\)" o

En effet si 'V ddsigne une fonction > - o , semi-continue inférieurement sur

j'\kd? admet en tout yew”® une 1lim inf » ¥ (y) , done Pd(b zhé‘g(x) .

Si ©& est sur [.) finie continue 4 W, fe dfxz. mq(x) d'ou fi{d{) 4% (x)
On conclut &_:3_ jk’d(} + Alors pour f quelconque, comme Jer est 1c1
1'enveloppe inférieure des % g Ppour les & > - o semi-continues inférieurement

% = f £ d()x
En particulier la résolutivité dquivaut & la sommabilité -d?x ce qui entrafne la
résolutivité absolue et gﬁf(x) :J f dex

majorant f , on conclut

II. Exemple pénéral d'un probléme de Dirichlet avec frontiére.

Hypothéses générales. = Q est partout dense dans un espace compact £ et

les constantes sont principales.

Choix de ‘\> et g" « = On prendra pour Cy 1'ensemble des fonctions hyperprinci-
pales (ou seulement celles qui sont bornées inférieurement) ; on pourra prendre
pour i 1l'ensemble des filtres ‘3*0 , traces des filtres des voisinages des points
g -0 (frontidre de £2 dans # ), car co'est, d'aprés (62) un limitateur

decy.

les fonctions résolutives sont alors absolument résolutives. On notera de la
méme meniére les fonctions de & et du point de convergence y¢€ 3 -8, les

théorémes 4 - 5 s'appliquent. Complétons :

Supposons ¢ métrique et les fonctions finies continues sur f -{) résoluti=-

ves. Alors %G pour ® finie continue définit en Xy une intégrale de Radon

X

fe dg® . Pour £ quelconque, e et Z@f valent. If d6 jf do”
x —

Z{T(XO) f f dg 0 . Ies fonctions résolutives sont les fonctions sommables —dd™ %0 .

L'intégrale de Daniell du théoréme 5 s'obtient par prolongement de Daniell a

partir de 1'intégrale de Radon pour les fonctions finies continues.

Pour voir ce complément, remarquons que sur -0 , ¥ semi-continue inférieu-

rement > - o est limite de Gn finie continue croissante d'ou

g@»\z(x& = m%en = )chfxo
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et

dtolu

&= as© .
D'autre port si ve'y , de lim inf > ;@ 4 la frontidére, on voit que la
fonction q.. lim inf v & la frontlere est semi=continue 1nfer1eurement sur
& - Q,)-»oo avec Z@.s?@(ezv d'ol

—

Hf;f inf % (¥s.c.d > - )

Zf
et
— XO
Fop () :jf«dcs .

Cette &tude contient donc 1'axiomatique nouvelle développde dans [2] pour un
espace de Green et les fonctions harmoniques u , et aussi les quotients %

par une fonction harmonique h finie > O .

III. Autres exemples.

On pourrait généraliéer 1'autre axiomatique développée dans [2] et qui équivaut

d'ailleurs & celle qu'on vient d'étendre.

D'autre part, sens introduction de frontiere, on a utilisé, dans les espuces
de Breen, les lignes de Green régulidéres [3] dont les arcs terminaux définissent
des bases de filtre (SD , forment un limitateur pour les fonctions surharmoniques
ou + o borndes inférieurement. Il s'y applique le théoréme 4 , comme on le

sait et aussi le théoréme 5 .

les axiomes proposés et le probléme général ne sont sans doute que provisoires.
Méme dans notre cadre, il resterait & Studier d'abord la solution généralisée
selon les filtres & dans des cas plus ou moins généraux, & introduire, avec
. les .axiomes nécessaires, une fonction de Green et & généraliser la frentiere de

Martin et ses applicatidns.
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