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Séninaire de 26 nars et ler avril 1957
THEORIE DU’ POTENTIEL

hnnée 1957

SUR 1ES ESPACES DE DIRICHIET (1)

par Jacques DENY

1, Contraction normale dtune fonection.

Soient u et v deux fonctions & valeurs complexes, définies sur le méme
ensemble X . On dit que v est une contraction normale de u si on a

[v(x)| € Ju(x)| pour tout x X
lv(x) -v(y) | < Ju) -u(y) | pour tout couple x,ye X .

Par exemple |u| , T, fu (partie rdelle de u ) sont des contractions normales
de uj; demme ut et u”, si u est & valeurs réelles.

Plus généralement si T est une contraction "normale" du plan complexe C ,
c'est-a-dire une application de C dans lui-méme qui conserve l'origine et
n'augmente pas les distances (|T &' -TZ"| <| e - *g‘"! pour tout couple
ﬁ' ’ ‘g" €C) , v =Tu est une contraction normale de u . On peut d'ailleurs
montrer inversement que si v est une contraction normale de u , il existe au
moins une contraction normale T de C telle que v =Tu .

Ltapplication "projection sur un formé convexe e de C contenant l'origine"
est une contraction normale de C . Le cas oh e est le segment unité 0 <& {g 1
de 1ltaxe réel jouera un rdle particulicrement important. De méme le cas ou e est
un disque fermé de eentre O .

(1) Les idées qui sont développées dans cet exposé sont, en rajeure partie, dites
& A, BEURLING, Un prenisr travail BEURLING-DENY vient de paraitre (Acta Math.,t. 99,
1958, ps 203-224) . Il est consacré au "cas élémentaire" (l'espace X n'ayant
qu'un nombre fini de points j les nméthodes utilisdes dans ce cas trés particulier
peuvent d'ailleurs &tre adaptdées le plus souvent au cas général). La théorie
générale des espaces de Dirichlet a été exposée par L. BEURLING ot J. DENY dans
un Séminaire & 1'Institutefcr advanced Study (Princeton, octobre-décenbre 1957),
et résumée par A. BEURLING au Synposiun sur les algébres de Banach et l'analyse
hurnonique (Stanford, avril 1958). Le présent exposé reproduit, & quelques
détails prés, deux conférences faites au Séninaire de Théorie du potentiel (Paris,
mars-ovril 1957). Il comprend deux partics ¢ lss élénents de la théorie du
potentiel dans un espace de Dirichlet général, ot le représentation des especes
de Dirichlet "spéciaux". Parmi les questions inportantes non abordéecs ici,
signalons la représentation des espaces de Dirichlet généraux, le théoréne de
synthése spectrale, 1'étude dos "algdbres de Dirichlet", etc.
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2, Définition générale des espacss de Dirichlet.

Soit X un espace localenent compact. On suppose qu'il existe une nesure de
Radon positive 3 partout dense sur X . On appelle espace de Dirichlet relative—
ment 3 X ot g tout espace hilbertien complet D = D(X , T ) dont les élénents
sont des (classes de) fonctions & valcurs complexes localenent somnables pour

T les 3 axionmes suivant étant vérifiés

S ”un | =0 entratne Siun(X)! dgj(x) ~» 0 pour tout cornpact KcX .

S
be COD est dense dans ¢ et dansg D .

ceSi u est dans D ot si v gest une contraction normale de u , alors
veD st |lvll =llll .

Dans cette définition C est l'espace des fonctions continues sur X , & valeurs
complexes et & support compact. On désigne par llu|l 1a norme de 1'élénent
u €D . Deux fonctions égales localement presque partout (pour la nesurs g )
définissent le néne élénent u €« D o Une fonction v est une contraction de
1'élément u € D si, dans la classe de fonctions définjies par u , il en existe

une dont v soit une contraction.

EXEMPLES «
1°© D= Lz(g) .

2° X est 1'intervalle borné ] x, 13[ ds R 3 ¥ est la nesure de Lebesgue.
D eut 1l'ensemble des fonctions absolument continues (2) nulles aux extrénités
& dérivée de carré sommable la norme étant définie par .

| = 5 )2 ax .

3° X est un domaine de R? (quelconque si n »3 , de conplénentaire non
polaire si n =2) 3 € est la nesure de Icbesgus. On munit l'espace des fonctions
indéfininent dérivables & support compact dens X de la norme ds Dirichlet
classique, définie par

ull? = | lerad ul? ax .

L'espace obtenu par conplétion est un espace de Dirichlets

('?: ) D'une fagon plus précisc ¢ dans chaque classe de fonctions définie par
un élément d¢ D , il existe une fonction absolument continuec. Par la suite

on se permettra fréquenment des abus de langage analoguecSe
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Cet exenple est & l'origine de la terminologis utilisée. Contrairenent a
1texemple 2 (espace de Dirichlet classique pour n =1), les éléments ne sont
pas tous définis par des fonctions continuese On peut renplacer lc domaine eucli-
dien X par un cspace de Green au sens de Brelot-Choquet.

3, Conséquences irmédiatcs de la définition.

Si u est dans D, @ st dans D et a néms normce

Si u et v sont deux éléments réels de D , leur produit scalaire (u , v)
est réel.

Si f est uns fonction nesurable (pour 3 ), bornée, & support conpact, il
existe un élénent de D ot un seul, soit u, , tel que
(1) | (u,uf)= Xufdg pour tout u €D .

Cette derniére propriété csb évidente d'asres llaxioms a .

4 Potentiels.

Un élénent u e D est appeléd potentiel s'il existe une mesure de Radon M sur
X (dite associde & u), telle que

() (u ’ \_f)) = 3 dM  pour toute \feC nD .

Si une telle p existe, elle est unique (d'aprds l'axiome b).Si P est positi-~
ve, on dit qus u est un potenticl pur. Ia propriété (1) nontre que les poten=—

tiels, et méme les combinaisons lindaires de potenticls purs, sont denses dams D .

IEMME 1, - Les potenticls purs sont positifs. Pour qu'un élénent u de D soit

un potentiel pur, il faut et il suffit qu'on ait

(3) lla +v |i > llull pour tout v €D avec ®Rv > 0

ou encore, cc qui est équivalent @

(3") R, v) >0 pour tout ve D avec (v 20 .

DEMONSTRATION, = Tout u €D satisfaisant & (3) est véel >0 ; en cffet
1'ensenble U = {w eD; Rw =u)= 0% est convexe, fermé, non vide, et son
élénent (unique) de norme minirmm est u (par définition) ; comme lu] est
dans 3 et a unc norme au plus égale & celle de u (axiome c), ona u= lul s
d'ol le résultat.

Tout potentiel pur satisfait & (3) pour veg ¢ ND avec (Hv=0 (évident
d'aprés (2)), d'ol, par un passage & la linite facile, pour toute v ¢ D avec
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® v 20 (& ce propos il peut &tre intéressant de dégnger le lerme suivant,
, ' . . . . +
que nous énongons sans cn Jomner lo dénonstration, qui est sinple ¢ € AD  est

dense dans D" , oensenble des ¢lénents positifs de D).

Les propriétés (3) ot (3') sont éviderment dquivelentcse Il reste donc 2
nontrer que tout u €D satisfaisant & (3') est un potentiel pur. Or, pour
un tel u , le proluit scalaire (u ’ v) est une forne seni-lindaire positive
sur CND qui, A'aprés 1'axionme b, peut &tre prolongée & (& tout—entier,

d'ol llexistence d'une nesure positive M satisfoisant & (2) ; le lemme 1 est
donc étcbli,

Si D est l'espace de Dirichlet classique (exenplc 3), lcs potentiels purs
ne sont autres quec 1és potecnticls de Green d'énergie finie engondrés par des

nesurss > 0
a(x) = |6x , ) 4pG)
ou le noyau G est la fonction de Green de X (& un factour positif prés)e.

Les deux théorémes suivants peuvent &tre considérds corme les résultats
fondarmentaux de la théorie du potentiel dans les espaces de Dirichlet. On
notera qu'ils sont énoncés sans janais faire appel explicitenent au noyau
sous=jacent (qui, dans le cas général, est une nesurc positive sur l'espace
produit X x X).

7’ »
THEORGME 1.(théoréme les condenseteurs). - Soient @, Sb o eoy deux ouverts

de X , d'adhdrences disjointes, eo; ¢tant relativement compacts Il existe un

potenticl réel u , de nesure associde w, tel que

i. O0=2u(x) =1 presques partoute

ii. u(x) = 0 presque partout sur o , u(x) =1 presque partout sur oy

iii. H+ est portée per <o t"- cst portée par G

DEMONSTRATION. ~ L'ensciible
E = %f eD; Bfx1l prcsoue partout sur “y (03 f«0 presque pertout sur (""o}

est convexe, ferné, (1'aprés l'axioms a) non vide (d'aprés l'axiome b). Soit

u l'unique élénent de E dont la norme soit ninimun j; soit T la conitraction
normale du plan complexs, qui est la projection sur le segment unité 0= (ﬂf <1
de l'axe réels On 2 Tu eE et [|Tull € llul] (exiome c), dtod u="Tu
(d'aprés l'unicité) et par consCquent u est réel, O=u £1 presque partout.
Donc u satisfait & i. ct ii.
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Pour établir iii. considérons les sous-enscubles de C N D
V= {ve CND ;3 v réelle & support dans {5:,0 y v» 0 sur wl}

W= {weGﬂD

“e

w 1réclle & support dans CJi y W» O sur O‘:’o}

Comme u + hv ¢ E pour tout nombrec réel h »0 et tout élénent v ¢V , on a
[lu + hv || »u, d'os (u, v) >0 ; il cxiste donc une mesurc de Radon o

positive portée par By 9 avec
(w, v)= Svdo' sour tout v eV .
De ménc il existe unc nmecsure T >0 portée par 5.‘50 avee
w, w=- S w dv pour tout w e W .
Soit alorslfee, ND , réelle 3 soient v' et v eV, viepe v sur co j
gsoient w' et wWleW , w'= sz_.w" sur o e On a '
(@, v" + w* - @f) >0, car u + h(v® +w' - xf)eE pour tout h > O
(u ,4“0 -v!' «=w") =0, car u + h(\F—v' -w")sE pour tout h >0 .
I1 en résulte
(vt +w" ,u) =, ¢) <" +w', u)
sv'da‘ - sw" dtT «(u ,cf)sg v" d6 - gw' dT
d'ou la relation & établir | '
(, \?) = ‘\de - S‘fd\’,
en faisent converger unifornément v' et v" vers ¥ sur wy » ‘w' et wh'" wvers
© sur oo (les supports restant portés par un compact fixe). ‘
Unc étude plus appronfondie nontrercit qu'on a ‘d’c‘/ «|dg (on le vérifiera

. ’ / .
dans le cas des espaces de Dirichlet spéciaux)e Noter qué si 3 est vide, le
théoréne 1 se réduit au théoréne d'équilibre. Ltélénent u de norme mininun

satisfaisant eux conditions de 1'¢noncé cst le potenticl d'équilibre de co;
" la nesure associde est positive j sa nasse totale, égale au carré de 1la norme
de u, cst 1o copacité de <o
Avant d'énoncer le théorémc du balayage, nous allons dégager un lerme important
par lui-néme :

LEMME 2. (théoréne de 1'enveloppe inféricure). = L'envcloppe inférieure de

deux potenticls purs est un potcnticl pur.
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Soient en cffet u et v deux potentiels purs ; l'cnsenble
E ={weD 3 Rw > inf(u , v)}
est convexc, fernd, non videe Son 61 _ent (unique) f de norme minima est un
potentiel pur d'aprés le lorme 1, car pour toutc g € D avec (Hg >0 on a

f+geE d'on ||f+g H ‘a”f” .

L'élénent inf(u , f) = % - u:-z-f est dans E ; or on a, d'aprés le lemne 1

et l'axione c ¢

4 |linta, £) 1% = Jjuse B2+ || et ] |I° - 2(nsg, [a-e})

= [Jusg |2 + || Just] |[® = 2(utg,umf) = 2(usf, Ju-t|-u+f)

/

<l 1P + Jluet [ - 2(us,u-t) = 4 ]I2]F .

On a donc ||inf(u , £) || < |l£]] a'ou (définition de £ comme élément de
norne minima) inf(u , £) =f « On a de néne inf(v, £f) = £, d'oh
 f<inf(u, v) et par suite f£ =inf(u, v) .

THEOREME 2 (th-ordme du balayage)s - Etant donné un potentiel pur u gt un
ouvert quelconqus v deé X , il existe un autre potentiel pur u' satisfaisant

aux condtions suiventes ¢

i. la mesurs agsociée & u' est portéc par &3 3

ii., u'(x)< u(x) (presque partout) ;
iii. u'(x) = u(x) (presque partout) dans co
En effet l'ensenbls
E = {v eD; Av(x) = ulx) pfesque partout dans w}

est convexe, ferné et non vide ; soit u' 1'élénent (unique) de E dont la
norne est minima. Pour tout v «eD avec B3v >0 sur @ ona u' +vek,
done |lu' + vl > |lu? | s ce qui montre que u' est un potentiel pur
(lerme 1) et de plus que sa mesure associée est portée par & « Donc u'
vérifie i. Pour montrer que u' vérifie ii. et 1ii, il suffit de vérifier
qu'on a u'(x)< u(x) presque partout. Or si on pose w = inf(u , u') ,

cet élément est un potentiel pur (lemme 2) et on a, par application répétée
de la relation (3) s
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2
lut =wll® = (@, ut =w) = (W, u =we @,u -u=|u|f-@,w
2 2
=t 1R = Gy w) = Gy ut =w) = [l (12 = el
dtot |lwll < llu' |l et par suitc w=u' (d'a>rés la propriété nininale de u').

On a donc bien u'= u (presque partout).

I1 peut exister plusicurs éléments u' satisfaisant aux conditions du théoréme 2.
L'élément u' de norme minirun (considéré dens la dénonstration précédente) est
appelé potenticl balayé de u sur oo o On peut d¢ ontrer que la nasse totale
de la mesure associde & u' est inférieure ou égale & la masse totale de la
nesure associde & u .

5, Espaces de Dirichlet spéciaux.

- On appelles ainsi tout espace de Dirichlet D(X ’ E) lorsque X est un
groupe abélien localement compact, */& est la nesure invariante sur X , et
1'axione suivant est vérifié (outre les axiomes a, b et c) 3

de 84 u st un élément de D et x un point de X, la translatée de u

par x est un éléuent Uxu de D, et 1l'application x —- Ux est une représen—
tation unitaire de X dans §£,(D) .

Autrenent dit les opérateurs Ux sont unitaires, on a Ux—y = Ux U; pour
tout couple x , yeX , et Ux converge fortenent vers l'identité lorsque

x tend vers 1'élément neutre de X

Corme il est bien connu, 1l'axiome de permet de définir des opérateurs de con=
volution sur D : sl p est une nesure de Radon sur X , de variation totale
vornée, il oxistc un opératcur lini~irc berné U sur D tcl que, pour tout

couple u, veD, onait s

(U, u,v)s= X(Uxu,v)dt\(x) .

©
- . ' _ %
On a éviderment HUPH .egldtll et Uf‘*?’ = UP Ul .
Notons sncore que U, u est représenté par le produit de composition ordinaire

QA

u % r{ .
Pour déterminer tous les espaces de Dirichlet spéciaux, nous allons rappeier

la définition et les propriétés essentielles d'une classe remarquable de fonctions @
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5, Fonctions 1ifinies négatives (3 ).

Une fonction ")\ & valeurs conplexes, définie continue sur un groupe abélien
localement compact G , cst dite définie négative si, pour tout systéne de n
points x; ¢ G (n =1,2, «us), la forme hernitiennc

n éL , _
DIty + AT - Al - x) 1y §
est positives

Les fonctions définics négatives adnettent la synétrie hermitienne
(A(=x) = (%) ; celles qui sont & valeurs réellss sont donc synétriques). En
particulier N\(0) est réel >0 ; on a dtailleurs @®A(x) g A(0) pour tout
x €G . 81 D est Aéfinic négotive, A~ A(0) est définie négative.

Si C ost une constante positive et y wune fonction de type posiiif s la
fonction

(4) Ax) =C + ¢(0) - ¢(x)

est définic négative. Inversenent toute fonction Aéfinie négative est linite
uniforme sur tout compact de fonctions j\n de cette forme ; il suffit de
prendre }ntx) =C + Qn(O) - qh(x) , avec C = A(0) et

\(n(x) =n exp R(O); a(x) , 6t dtutiliser le résultat suivent @ pour qu'une

fonction 7\ continue sur G soit définic négative, il faut et il suffit que

N0) soit réel >0 et que exp(- tA) soit de type positif pour tout nonbre
réel t;Oo()

Voici deux conséquence simples du résultat précédent (on les dénontre A'abord

pour des fonctions de la forme (4), puis on passe & la linite)

(3) Nous conservons cette terminologie de BEURLING, bien qu'clle ne soit pas
trés heursuse (une fonction "définie négative" n'est pas llopposée d'une foncticn
de type positif). Ces fonctions semblent avoir été considérées pour la preniére
fois par SCHOENBERG, dans ses rechcrshes sur le plongenent isonétrique de
certains espaces nétriques dans un espace de Hilbert. BEURLING a nis en évidence
un grand nombre de propriétés remarquables de ces fonctions.

(4)'06 iemme, capital dans 1'étude des fonctions définies négatives, est une
conséquence facile de cette remarque élémenteire ¢ si j:i:aij £4 F} est une
forne hermitienne positive, il en est de mére de la formc ’

Zr exp(‘oaij) Pif; Powr tout nombre t >0 .
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Si “A est définiec négative, 11 en est de sdnc de r}\m s Guel que soit. o réel
avec O (<1 &

Si A est définie négotive, la fonction 1/ est de type positif si elle est
sotmable sur tout compacts
Dans le cas du groupe o s 1o fonction |x|2 est définie négative ; par

a r'd L3 . ’ 03 ’

suite |x| est déefinie négative pour tout x réel, 0=« «2 . D'ailleurs
. ,_ 2, - - L. 2 e 2 , 'y n

1l'expression générals des fonctions définies négatives sur R est ¢

NAx) =C +1 L(x) +Qx) + S [1 -0 L4 X o 1+ly?!2 as (y)
1+lyl® Iyl
oi C est une constante réelle >0, L(x) une forme linéaire réells par
rapport .au.x coordonndes de x , Q(x) wune forne quadratique positive , enfin &
une nesure positive sur R® s de nasse totale finie, ne chargeant pas l'origine.

Cette forrmle est bien connue dans la théorie des lois de probabilités indéfini-
nent divisibles. '

PIEREN
THEOREME 3. - Si D est un espace de Dirichlet spécial sur le groupe abélien

X, i1 existe une fonction définie négative réelle sur le groups dual )'§ ’

dont 1'inverse 1/A est somrable sur tout compact de £ s telle que, pour
tout ¢lément ue ¢ ND , on =ait

(5) Halt? = (la@ P 2@) ar .

DéMONSTRATION o = L'existence de A\ va &tre déduite du théoréne des condensateurs.
Soit en effet x un voisinage ouvert relativenent corpact de O (origine de X).
Prenons pour ouvert <o, ce voisinrtge & , pour ouvert e le conplénentaire
de 1l'adhérence du voisinage «+ % ; soit u, le potentiel rdel associd a
=R et wd par le théoréne 1, et po{ =6, = T, sa nesure associde. Soit enfin
up 5 de nesure associée N =6, =", le potentiel correspondant & un second voi-
voisinnge ouvert borné dc pdc O .« D'aprds lcs propriétés des opérateurs de
convolution sur D , on a, pour toute fonction feC 3

(up( * f , uﬁ)= (u, , uﬁ*?)
d'od (u, # £ Stant dems C ) ¢
(uck % f) drﬁ= S (up % f) dYR
(on a posé :E(x) = £(~- x)) , et par suite

(6) u *F!’.’;:‘\i *tkb(

A P
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Foisons "tendre" 3 vers X 3 la nesure ¥ B qui est portée par le conplénentaire
[6 fo, converge vague*’cnt vers O 3 il résulte de (6) que la nasse toteale

de P est >0, d'ou |dT, = dh’ (résultat énoncé sans dénionstration a la

fin du théoréme 1, dans un cas plus géaéral).

Conne u, est & support compact, et P de nasse totale finie, on peut trans-
forner (6) par Fourier ; il vient

A - A
y Ve = tp b A
(égalité de deux fonctions continues sur X) Posons

Ha(®) F)
@) = = .
Lo e

Cette fonction est définie pour tout 2, car, pour A =0, /ﬁ (O) tend
vers 1 uniforménent sur tout compact de X (puisque u, est O non identique=

nent nulle, et son support tend vers 0). Elle est & valeurs réelles (faire x = f4),
et elle est deflnle negatlvc car on a, unlforncncnt sur tout compact
5,(0) - (ﬁ)
0
ﬁ’é )

&) = lin
= O

. A - ~ - ~ _h
o T est de type positif et ’\,0((0) = Sd\%égdq& = crog(O) .

Nornalisons naintenant u, en posant v AR c,k/ Su ” dx ; soit v = Po(/ ju‘xdx
la nesurs associée ; si uelCND, on a

IIu*szz(u*vm,u*v‘)z(v *uxU, V)= v*u*ﬁ'du
Y 28 o X A A
2 A 2
- S%‘ﬁl b at= Slﬁl o, 12 Aat .
Lorsque o tend vers l'origine, la nesurc de densité v converge vers la

o
nesure de Dirac ; donc u % v,  converge fortenent vers u dans D, et la

fonction continue ¢, , de nodule <1 , converge unifornénent vers 1 sur tout

conpact de ﬁ . A 1la linite on obtient la relation (5).

A
I1 reste & prouver que 1/ est sommable sur tout compact de X o 4 cet effet
.on va d'abord nontrer que l'application u -4, qui est une isonétrie de C.ND
dans L (’\) , se prolonge en une isonétrie de D sur 12 (,\) .

Soit D 1'inage de D par cette application. Tout rev:.snta..m que D con=-
tient G (ensenble des fonct.ions continues & supoort coupact sur X) , car D
est ferné dans 1? () st G est dense dans 2 (3) » Pour cela il suff:.t de
nontrer que D contient toutes les fonctions & de la forne »g % \f y AVEC
\? eé (les combinaisons lindéaires de telles fonctions étant denses dans @ ’
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donc dens L (’)\)) Une telle fonction £ ezt la transfornée de Fourier d'une
fonction g > 0 sorxable ({gdx = H‘dz d%). Donc (propriété des opumteurs
de convolution), f % g est un éléient de D, d'ou facilernent f ge D. 11
suffit alors de faire converger convehablenent £ wvers la nesure de Dirac ; £
convergs vers 1 unifornénent sur le support de g, dol & eD .

Soit mointenant f unc fonction nesurable bornée & support cornpact sur X .
Soit up le potcntiel dont la nesure assoc:.ee a pour densité f ) et soit ﬁ
1'inage de up dans 1'isonétrie de D sur 1() .« Pour toute LgtC on a,
dtaprés l'isonétrie et la relation de Parseval 3

{ﬁfif?Adﬁ"‘(uf"?): Sf‘i;dx"

A
d'ou ﬁf'}\ = f presque partout.

£ Dar

&>

On en déduit que l'ensenble des zéros de )\ est de ncsure nulle et qu'on a
ﬁf = f/7\ preeque perteut. D'aprés l'isonétrie on a donc 3

roR
o 17 = {lo1* et - \ 5L e

Cette dernidre expression est finie, 4'ol la sormabilité de 1/ sur tout
conpact, grice & l'arbitraire sur f . Coci achéve la déionstration du théoréne 3.

Renarquons encore que 1/\ étant de type positif, c'est la transfornée de
Fourier (en un sens convenable) A'une nesure positive K 3 la forrule ﬁf =f/ A
nontre que le potentiel U est le produit de composition XK = £ ; le carré
de la norne de Ue est la trace de K *» f = f 3 ces deux rerarques font le
lien avec la théorie classidgue du potentiel.

Avant d'énoncer 1o réciprogue du théoréne 3, nous allons faire une renarque

prélinincire @
A
LEMME 3+ = Soit A\ une fom,tlon définie néoative sur X ; soient u une

fonction de carré sommable sur e s 66 v une contraction normale de u ;3 on a

162) 1% A@) & ;\xa(ﬁ)lz &) @& .

En effet posons ,\n(ﬁ) = A(0) + G‘n(o) - /S\h(ﬁ) y aVee

A00) = AR)

n

’}n(ﬁ) = n exp

la fonction de type positif Gn cst la transfornée de Fourier d'une nesure posi-
tive synétrique 6n de ~msse totale finie (théoréne de Bochner). On a

Slﬁm 2 2, & =A@+, |l & - (laf* 500
= [A(0) + fdanjﬁ 2] ag - Tr(u = ¥ * Gn)
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d'ou, par un calcul élénentaire
10172, a2 = 20 §lal® o+ 3 [l « ) - ) dey o) ax

Tous les calculs effectués ont un sens, car An est bornée et 5 est de
nasse totale finie. On a donc, par définition des contractions normales :
{al? a2 o s
WI%&eWI%@,
d'ol le résultat, car 7 n tend en croissant vers A lorsque n augmente

indéfininent.

RECIPROQUE du théordne 3. = Soit 7\ une fonction définie négtive réelle sur

A
X 4 dont l'inverse 1/}\ est sorr:able sur tout coipact. Il existe un espace de

Dirichlet spéecial D sur X (et un seul) tel qu'on ait
A 2
mn=ﬂwnam&

pour tout ueCND .

DEMONS‘I‘RATION sorriaires = On comaence par nontrer qu'a toute fonction 4 & L Q)
on peut associer une fonction (unique 3 une équivalence prés) u sur X telle
que

- S AN
Suq)dx:ﬁﬁ\?dfc pour e
A
En effet si ¢ C il suffit de prendre pour u 1la fonction continue dont @ est
la trensformée de Fourier (ou sens de 12 , par exenple). Sincn prendre une suite

de fonctlons ﬁncc convergeant vers @4 dans L°(A) . D'aprés Parseval on a,
pour toute t?é ¢

S!un -unl “é dx = Sﬁ‘*@idﬁ avee v = Ium - unl

oy =yl ol = 1 Wr e 10 2 et gﬁ?-@)l/z

<(( o, - 0, naw/? <gﬁt2-az>1/2

d'aprés le lerme 3 (car v est une contraction normale de u -u, ) « I1 en résul-
te.que, pour tout compact K de X, u  converge dans ! (K) vers une fonction
u répondant 3 la question.

On appellera D,A 1'enseinible de ces fonctions u « Muni de la nome

lull = qlalz 2 a)l/?
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. rd ) S 2 . td 3 .
D,,\ est isondtrique & L7 (A) . I1 s'agit e vérifier que Dﬂ est un espace de
Dirichlet spécial.,

Les inégelités écrites au cours de 1o Adnonstration précédente nontrent que si
u tend vers O dans D?\ p 2lors u tend vers O dans L1 (K) pour tout
conpact K de X (il suffit de choisir convenablenent la fonction ¢ )e
Ltaxione a est donc vérifié.

L'axione d est éviderment vérifié.

Montrons que l'oxione ¢ est vérifié. Soit u e D , et soit T wune contraction
nornale du plan couplexse Si u est dans I? N IL> on a, d'aprés le lerme 3,
Tu QD'P\ et ||'1‘u H < ||u H (pour appliquer le lerric 3, observer que dans ce cas
4 est l= transfornée de Fourier-Planchercl de w). Sinon prenons une suite de
fonctions %e[?ﬂDxmmwgmtmmmmt%m u ; tout revient & nontrer
" que Tuh convérge faiblenent vers Tu (car olors |lTul|sligJ|Tun|lflin|hﬁﬁf=l|u}|)
Or, étant donnés f bornée nesurable & support conpact sur X , on a

Tu, 1<l Il et |
(Ta, , up) = gmn'f‘dx-g \Tu'fdx

d'aprés la relation

IS(Tu-Tun)'deIé{lu-unl lf] a&x =0,

d'ou facilenent la convergence faible (rappelons que l'existence des "potenticls"
u, st une conséquence du seul axione a, et que ces éléments u, sont denses
dans D 'A) .

I1 reste & montrer que l'axione b est vérifid. A cet effet on utilisera le
contraction normale T€ du plan complexe qui consiste a projeter sur le disque
fermé lgls ¢ .

La preniére partie dec 1l'axione b se déduira du résultat suivant ¢ quel que
soit le voisinage V de l'origine ds X , il existe unc fonction e, positive
et de type positif, telle.que la fonction contimue \p (qui est aussi positive
6t de type positif) satisfasse 2 L?(X)<: W(O) hors de V . Si donc on appelle i
la borne supérieure de L?(x) pour x hors de V , on voit que la fonction
continue @ - TK‘? s qui est dans D;\ s 68t nulle hors de V 5 dans V elle
est > 0 , nais non identiquenent nulle j les combinaisons linéaires de ces diverses
fonctions (correspondant 3 tous les voisinages conpacts V) et de leurs translatées
sont, corme 1l est bien connu, denses dans C .
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Les fonetions u dont la transformée de Fourier est dans € sont continues et
tendent vers O & 1'infini. Par définition elles sont denses dans D » ¢ Pour montrer
que € N Dy est dense dans D) il suffit donc de vérifier que si u est un é1é-
ment de Dy , IITe u| tend vers O lorsque £ tend vers O (car alors u - Teu, qui
est dans € A D, pour tout € >0 , tendra vers u fortement). Or Tg u tend
faiblement vers O (||Tguf <ull et (Tgu, uy) = )TE uf dx —>0 pour tout

uf) 3 donc un barycentre convenable v, des Ty u (0<k gn) tend fortement vers
' k

O . Par conséquent T u =Ty v, ‘tend fortement vers 0 , ce qui achéve la démons-
tration. n n

n

P

6+ Cas du groupe R .

Certoines démonstrations se sinplifient un peu, surtout cn ce qui concerne la
réciproque du théoréne 3. Dtautrs part la reprisentation explicite des fonctions
définies négatives permet de donner unc cxpression de la norme ne faisant pas
intervenir la transforuation de Fourier : tout cspace de Dirichlet spécial sur
R contient les fonctions continuenent dérivables 2 support compact, et on a,
pour une telle fonction ¢

n n

lhu 112 =cjtulz ax v & B 3[%&1— %“;:«m +;_-)§|u<x ¢ 3) = a0 ? as)ax

o C est une constante positive, les 3 4 sont les coefficients d'une forte
quadratique positive, et ¢ est une nesure positive dans R - {075 s Synétrique,
de nasse totale finie hors tout voisinage de 0 , telle enfin que

S x° do(x) 2o .
lx] <1

Mais si on se donne arbitr-irenent C , Q et g, on ne d3finit pas toujours
un véritable espace de Dirichlet ; il faut encore ajouter une condition traduisant
le fait que 1/}, doit &tre socirwmble sur tout compact, A étant la fonction
définie négative réelle associde & C, Q et ¢ + Une condition suffisante
_trés sinple est € >0 . '

Pour C=0, ¢=0, aij = é ij ? on retrouve la norme de Dirichlet classique ;
on a alors A(x) = lxlz o Plus généralenent, pour N(x) = ke[ , avec 04X £ 2

et n>2 , l'espace D.‘ n'est autre que l'espace les potentiels géniéralisés
%=

A'énergie finie pur rapport au noyau |x (pour n=1 ou 2, il frut

‘supposer 0<x <« n , pour que 1/} soit somiable sur tout compact).




