J.P. KAHANE
Polynomes a coefficients unimodulaires sur le cercle unité

Séminaire d’analyse fonctionnelle (Polytechnique) (1979-1980), exp. n°9, p. 1-10
<http://www.numdam.org/item?id=SAF_1979-1980 A8_0>

© Séminaire d’analyse fonctionnelle
(Ecole Polytechnique), 1979-1980, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire d’analyse fonctionnelle implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SAF_1979-1980____A8_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ECOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES
91128 PALAISEAU CEDEX - FRANCE

TéL : (1) 941.82.00 - Poste N°
Télex : ECOLEX 691596 F

SEMINAIRE
D'"ANALYSE FONCTIONNETLTLE

1979-1980

POLYNOMES A COEFFICIENTS UNIMODULAIRES SUR LE CERCLE UNITE

J. P. KAHANE

(Université Paris-Sud, Orsay)

Exposé No IX 4 Janvier 1980






IX.1

L'exposé a pour objet le théoreme suivant : il existe une

suite de polynomes

n
(1) P (2) = m§1 8 ? (Iam’nl=1, n=1,2,...)

et une suite € positive tendant vers O, telles que pour tout z de modu-

le 1 on ait
(2) (1-¢ Wn< IP (2)] < (1+e)0n .
n n n
I1 y a deux inégalités dans (2). La seconde signifie
|
(3) Pl = Gieed P,

les normes étant celles de L~ et L2 sur le cercle muni de la mesure de
Haar. Le premier résultat dans cette direction est di a Hardy et Little-
wood (Acta Math. 37, 1914, p. 193) : il existe un B> 0 et une suite de

polynomes Pn(Z) de la forme (1) tels que
) IPll, < B IPll, (nzn (B) .

Evidemment B> 1, et méme B> 1. On a posé la question : quelle est la
borne inférieure des B possibles ? (Erdds, Michigan Journal, 4, 1957,
probleme 22). Le meilleur résultat connu jusqu'ici était qu'on peut
choisir B=1,1717 (E. Beller, Proceedings Amer. Math. Soc. 30, 1971).
La solution du probleme d'Erdds est d'apres notre théoreme inf B= 1.

La solution du probleme d'ErdHs ne nécessite que la partie la
plus facile (la majoration). Jusqu'en 1979 (T. Kbrner, travail a paraitre),

on ne savait pas construire une suite de polynomes Pn(z) telle que
(5) in IPn(Z)' > A J; , A>0 constante .
zl=1

Littlewood avait posé une série de questions a ce sujet (cf. son livre
paru chez Heath, 1968, probleme 19). KBrner a montré qu'il existe deux

constantes positives A et B, et une suite de polynomes Pn(z) telle que

(6) Avn < IPn(z)l < B Vn



IX.2
C'est son travail qui est a 1'origine du mien.

L'idée classique dans ce genre de questions est de considérer
des polynomes
n
(7) P (z) = 5 exp(ni f(m)) 2",
m=1
ou f(m) est une forme quadratique convenablement choisie (dépendante de n).
Cela permet d'obtenir (2) quand on exclut un voisinage du point z=1
(Littlewood), mais dans ce voisinage Pn(z) oscille beaucoup.

K8rner utilise au lieu du polynome (7) des polynomes, plus
compliqués, introduits par J.S. Byrnes (Bulletin London Math. Soc. 9,
1977). Les polynomes de Byrnes n'ont plus leurs coefficients de module 1,
amis, grace a d'astucieuses compensations, on obtient pour eux les iné-
galités (6) sur tout le cercle. L'idée principale de KYrner est d'ajou-
ter un polynome trigonométrique aléatoire qui amene a la méme valeur
tous les modules des coefficients, sans trop perturber le comportement

sur le cercle lzl| =1.

Nous partirons d'un ingrédient plus simple que les polynomes
de Byrnes (le lemme 3) : ce sont des polynomes dont on contrdole bien
le module sur |zl = 1, et le module des coefficients. La perturbation
aléatoire permet d'obtenir tout de suite la solution du probleme d'Erdbs.
Mais le module de ces polynomes est tres proche de O au voisinage d'un
point ; la compensation peut se faire encore par un procédé aléatoire,
beaucoup plus délicat. J'essaierai de donner une idée des preuves. Elles
sont développées dans un article a paraitre dans un journal de la London

Mathematical Society.

Avant de passer aux preuves, voici encore quelques commentaires.
Si on choisit pour coefficients de Pn(z) des variables aléatoi-
res Xm indépendantes, de module 1 et d'espérance nulle, on obtient assez

probablement

< B4V¥n log n

Pl

(c'est tres classique pour des variables symétriques, et vrai en général
comme 1'a observé Kbrner). La formulation précise, que j'emprunte a

Kbrner, est donnée dans le lemme 1.



IX.3
Si on choisit Xm= 1, et si ayyeresal sont donnés, on a proba-

blement

n . ' —
H > Xm a e2n1thm < BvNg lail Vlog n

m=1 m

Ce résultat classique est a la base du lemme 2.

Il est clair que, sauf pour n=1, an(z)l ne peut pas etre

constant sur le cercle |zl =1 quand P_(z) est de la forme (1). En écri-
2nit)|2

vant le développement de Fourier de an(e , on vérifie que dans

(2) on a forcément 6n;z§%-. En soignant la démonstration du théoreme,

on voit qu'on peut choisir snzzﬁ(n_1/17 Vlog n).

Voici un résultat simple et intéressant, du a H.S. Shapiro
(1951), retrouvé par W. Rudin (1959) ; la version que je donne est celle

. .
de S. Pichorides (1980) .Si n= 23, il existe un choix des €= 11 tel

que

n m

P(z) = ¥ € =z
m

m=1

vérifie
P ()24 1P (-2)1% = 2n .
n n

r 2 -1 2 , ., .
[Preuve : Pl(z)= z, P2n(z)= Pn(z ) + 2 Pn(—z ), et 1'égalité du paral-

lélogramme.] Ainsi, des polynomes trigonométriques a valeurs dans R

euclidien peuvent avoir leur norme euclidienne constante, sans étre cons-
. ’ 3 - Lol . . .

tants ni réduits a des monomes.Je ne connais pas la situation dans R

euclidien.

Pour les polynomes a coefficients *1, on a grace aux polynomes
de Shapiro 1'analogue du théoreme de Hardy et Littlewood (4), mais la
réponse au probleme d'Erdbs est inconnue. On ne sait pas si (5) peut
avoir lieu, et a fortiori si 1'analogue du théoreme de KBrner (6) est

valable.

Voici un aperg¢u des preuves. On change de notations.

S. Pichorides m'informe de la priorité de J. Brillhart et L. Carlitz,

Proc. Amer. Math. Soc. 25 (1970) 114-118.
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Lemme 1 : Soit X, ,X_ ,...,X. une suite de variables aléatoires naturel-

1’72 N
lement indépendantes, telles que E(Xn)z 0 et IXDIS 1, et A>0. Alors

N 2
Pr(|| = X_exp(2ninx)|| =X VYN log N < 4n N2 /32
n [ee]
n=1
Lemme 2 : Etant donné un polynome trigonométrique
K+N A A
o(x) = £ G exp(2minx) , O<as<lo |<p
n n
n=K+1

il existe un polynome trigonométrique

K+N A
p(x) = y 0 exp(2ninx)
n
n=K+1

tel que l@n-FG;I::B pour tout n (K+1<n<K+N), et

o]l = 10 J62 - a? N Tog v .

On a déja parlé de ces deux lemmes. Le lemme suivant part de
1'observation

2

L exp(-%) exp(mi x_a_)

Va

ou & est la transformée de Fourier et a> 0. Par des convolutions conve-

F o exp(niaxz)-——>

nables et la formule de Poisson, on obtient ceci

Lemme 3 : Soit a un entier positif pair, O<Zd<$%, X4 la fonction indi-

catrice de 1'intervalle [—% , -g-], ¢o une fonction a variation bornée V

portée par l'intervalle [%-(-1-+3d),-% (1-3d)]. On pose

P=d T xg*xg T xg

2>
I}

L exp(%}) expﬂ-ni%;)‘?(%)

" Va

A
= a, exp(2rtinx) .
ncZ

q(x)

Le polyndme trigonométrique q(x) est de degré < a et vérifie pour lxlzsé

q(x) = exp(ﬁiaxz) o(x) +r(x) , Ir(x)l=< 5
mad
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o N 3 . 3 3 ~
La premiere signification du lemme 3 est qu'on a un bon contro-

le (et presque par la méme fonction) pour le module de q(x) et pour le

module de Gn (voir figure 1). Cela suffit pour la solution du probleme
L SRS
Va .
a
0 5 V/4
9(x) voisin de lq(x)]
,4///’- 3
" g + e + * + "_, }
1 1
—2 0 E R ouT
Figure 1
d'Erd8s. Pour le théoreme, on a besoin de la connaissance de la phase
de q(x) - r(x). Dans les applications, ¢, sera toujours une fonction in-
dicatrice d'intervalle (donc V=2), et ad® sera trés grand.

Les lemmes 2 et 3 donnent tout de suite la solution du probleme
d'Erdds. On choisit pour @0 la fonction indicatrice de 1l'intervalle
[%(—14—3d), %(1-—3d)], donc ¥ et § comme sur la figure 2.

g | "

9n
-2 (1-3a) 0 2 (1-34d) a Z
2 . 2 2

P(x)

N
v

[\S] =N

Figure 2
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On pose
A
dj(x) = Z q exp(2ninx) (3j=1,2)

nel

I1 et 12 étant les intervalles figurés, de longueur 3da. On applique le

lemme 2 avec aa =0 et B:-gz , ce qui donne Pj(x). On pose
a

p(x) = q(x) + Pl(x)+ p2(x) .

On a

p(x) = 5 Sn exp(2minx) IShl =;%;
a

a
ll’llSE

p(x) = exp(niaxz) @(x) +r(x) + pi(x)+ pz(x)

1
#0,ll, = ——5+ 20 V3d log(3 da)
nad

I+,

Par un choix convenable de d, ce second membre est petit quand a est

grand, donc Hp”m/ Hp“2 est voisin de 1.
Pour la démonstration du théoreme, un autre lemme est.utile.

Lemme 4 : Soit I un intervalle de longueur £, h(x) une fonction a

valeurs complexes définie sur I, dérivable, vérifiant

h(x)] <1 et |h'(x)] <A quand x€1
[h(x)] = 1 cuand x€ 91,

0<e<+, m entier, tel que me>1 et AL > me. Alors il existe une fonc-

5 I
tion f a valeurs complexes, définie sur R, continue et dérivable par

morceaux sur R, nulle en dehors de I, telle que

1-8¢e < |f(x)+h(x)] < 1+ 8¢ (x€1)

ler(x) | <7 7%

-1/2 1/2

[T(u)| < 2004 m (log m) .
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La preuve de ce lemme est délicate. On partage I en m interval-

2""’Zm-1

comme m-1 variables aléatoires complexes indépendantes, de module 1, la

les égaux, dont les extrémités sont X aX gee ey X e On définit Zl,Z

distribution de Zj étant la mesure harmonique pj sur le cercle unité dont
la valeur moyenne est hj: (1-¢) h(xj)- On définit la fonction aléatoire

G(x) (x€1I) de la fagon suivante
G(xo) = h(xo) G(xj): Zj (j=1,2,...,m=-1) G(xm) = h(xm) 3

G(x) est continue et de module 1 ; sur chacun des intervalles [xo,x1] et
[x »Xx ], 1'argument de G(x) varie linéairement et de facon minimale ;
m-1""m —

sur les autres intervalles [x.,x. .], G(x) se trouve sur l'arc Z. Z.
i’ T+ j J+1

de uj—mesure inférieure a et varie de telle facon que la pj—mesure

55
—
de Z. G(x) soit proportionnelle a X=Xy On démontrer que

|[EG(x) - h(x)]| <8e ; c'est le fait essentiel. On contrdle bien la dérivée
de G(x). En raffinant le partage X 9X s+ ++,X on peut étudier, grace au
lemme 1, la transformée de Fourier de la fonction nulle hors de I et
égale a G(x) - EG(x). On voit ainsi qu'avec une probabilité positive la

fonction f(x) = G(x) - EG(x) vérifie la conclusion du lemme.

Pour démontrer le théoreme, on utilisera les lemme 2, 3, 4.
Les signes >> et << vont signifier "beaucoup plus grand" et '"beaucoup
plus petit'" dans un sens a préciser (<< est beaucoup plus exigeant que
le symbole o de Landau) ; ils visent a donner une idée des ordres de

grandeur.

1/2. On désigne par N la

On choisit a grand, a1>> a, et d>>a
1 2%
partie entiere de = —
2 a+a1
continue et linéaire par morceaux, telle que §(0) =6 ( %) =0, 8'(x)=a
1N 1
2 a '2

, et par 9(x) la fonction impaire, 1-périodique,

sur [0, %J, 8'(x) =0 sur [%,-%-—lLJ, 8'(x) = -a, sur [ Soit ¢,

a 1
1 = 1
resp- ¢1, la fonction de la forme d Xd*‘Xd**Xd**x, x étant une fonc-
N N
tion indicatrice d'intervalle, dont le support est [—;-,; resp.
[-gl-,~£L]. Soit q(x) et r(x) les fonctions du lemme 3 associées a a,
1 1 —
d, ¢. Soit q1(x) et rl(x) les fonctions du lemme 3 (c'est le lemme 3
écrit en changeant i en -i), associées a ays d, @]-
L'idée de base est de considérer la fonction ¢(x) 1-périodique

définie par

2(x) = (¢(x) + @, (x-3)) exp(ni 6(x))
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sur l'intervalle [—g, 1-—%] (voir figure 3). Elle est de module 1 sur

[e(x) |

1-N/a

, T8 (a7] TN & (oW

|§2(n+N)| A{/'f
.,

= s aa , D . ———
\Y -N -N+3ad 0 N-3ad N N+v

Figure 3

le cercle, en dehors des intervalles I1 et I_ représentés. On pose

2
h1(x) = ¢(x) exp(-2miNx) (x€ Il)
h2(x) = ¢(x) exp(+2miNx) (xe 12)
D'apres le lemme 3, on a
1 n A 1 n
1§ | = =we(2) , lg, | -—-=9 ()
n J; a 1,n ¢a1 1 ay

donc q(x) et qi(x) sont des polynomes trigonométriques de degré N, et

q(x) = exp(2nig(x))P(x) + r(x) , el 1
nad

IN

exp(2ni (8(x+2) - 8(g MW, (x) +r (x) , |r ]|

IA

q1(x)

2
Eald
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1

pour IXIS-E, donc sur tout le cercle on a

i 1
q(x)+e1Yq (x—l) = ¢(x)+0(1) , vy = 2m8(5) .
1 2 2
Le lemme 4 s'applique aux intervalles Ij et aux fonctions hj(x)

avec £ <74 et A::@(da1)- Si € est petit mais fixé, on peut choisir

m= stzal. L'application du lemme donne deux fonctions fj(x) telles que

1-8¢ < [f.(x)+h.(x)] < 1+8¢
j j

]ff;jllm = O(da,)
-1/2

1.1, = ota] /2 log a,)

On impose maintenant une autre condition, compatible avec les précéden-
tes : da,<<a. Soit v la partie entiere de s—idal, et gj(x) une somme
de Jackson de degré v de fj (c'est la convolution sur le cercle de fj
avec le carré de convolution d'un noyau de Fejer, normalisé) ; les

inégalités précédentes donnent

1-9e < lg.(x) +h. (x)] < 1+ 9¢ (x€I.)
J J : J

sup IQ. | = G(a;1/2

log a,) .
n Jsn 1

On pose

Y

F(x) = q(x) + et q1(x—%)+g](x) exp(2niNx)+g2(x) exp(-2miNx) .

On a |[F(x)|-1=0(e) sur tout le cercle. Le polyndme trigonométrique
F(x) est de degré N+ v, et on a bon controle des coefficients de Fourier

A .
Fn. Sur 1l'intervalle L—N4—3ad, N + 3ad], le module de ces coefficients

est voisin de a_l/2 3 sur les intervalles restants, le module des coef-

-1/2'

ficients est majoré par un nombre voisin de a On décompose F en

trois parties, correspondant a ces trois intervalles de son spectre, et
on leur fait jouer le role de o(x) dans le lemme 2. En veillant a bien

choisir a et B, on obtient trois polynomes trigonométriques p p p

1’ "2 73

tels que HDme soit petit et tels que le polynome trigonométrique

N+v
p(x) = F(x) + 91(x)+~p2(x)4-93(x) = =z ﬁn exp(2mninx)
' -N-v
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. .. A .. -1/2 .
ait tous ces coefficients P, de meme module, voisin de a . On a bien

[p(x)] -1 = B(e) (a—-o)

et comme € est arbitrairement petit, le théoreme s'ensuit.



