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VIII.1

INTRODUCTION.

On dit qu'un espace de Banach X a la propriété de Banach-Saks

(BS) si de toute suite bornée (xn) de X on peut extraire une sous-suite
n
(xh) dont les moyennes de Cesaro — T x: convergent dans X.
i=1
On dit qu'un espace de Banach X a la propriété de Banach-Saks-

Rosenthal (BSR) si de toute suite faiblement convergente vers O (xn) de

E, on peut extraire une sous-suite (xh) dont les moyennes de Cesaro
n
- z xi convergent vers O dans X.

n .
III;;t clair qu'un espace de Banach X a BS si et seulement si il est reé-
flexif et a BSR.

Ces notions ont été introduites pas H.P. Rosenthal [8] et A.
Brunel et L. Sucheston [4],et étudiées ainsi cue des notions voisines
par B. Beauzamy [2].
De plus, il résulte aisément des résultats de [2] et [6] que ces proprié-
tés passent aux espaces £P(X) : "X a BS (resp. BSR) si et seulement si
4P(X), pour 1< p<w, a BS (resp. BSR)."

D'autre part, on sait que la propriété BSR ne passe pas
aux espaces LP(X) : dans [1], D.J. Aldous montre que 1'espace L2(C0)
n'a pas la propriété BSR, alors que Co 1'a.

Le but de cet article est de montrer le méme résultat pour la
propriété BS. L'exemple de J. Bourgain [3] que nous allons donner ici
est une extension de celui de D.J. Aldous, la difficulté consistant a
remplacer C0 par un espace ayant BS.

Dans 1'étude des propriétés de Banach-Saks, on utilise le théo-
reme de Ramsey [9]. Ici nous aurons seulement besoin du résultat suivant

que 1l'on obtient par des arguments du type Ramsey [5]

?roposition 1 : Soit (xn) une suite d'un espace de Banach X telle que

pour tout £> 0 et pour toute sous-suite (xh) de (xn), il existe une

sous-suite (xg) de (xh) telle que

RN 1 n
lim H; s XQH < e
n-+® i=1

Alors, (xn) a une sous-suite (xh) telle que pour toute sous-suite (x;)

de (x') on ait
n
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1 n
lim Sup H— Z €,
n . i
No+® € «aef i=1
1 n

= o
1
ou e, = *1 pour tout i€ N.

Pour 1 < p<®, on notera Lp(X) 1l'espace des classes de fonctions

p-Brochner intégrables a valeurs dans X, sur un espace de probabilité.

I - CONSTRUCTION TECHNIQUE D'UN ESPACE ¥ AYANT BS.

Une partie finie P de N est dite admissible si Card P<Min P.
On écrira P<Q si Max P<Min Q. Soit X un espace de Banach et (Xi) une

suite de sous-espaces de X de dimension finie vérifiant 1'hypothese (H)

Pour toute suite croissante d'entiers (ik) et pour toute suite

bornée (x, ) de X telle que : ¥ ke N, x, €X, , il existe une
(H) K ko
sous-suite (xﬁ) de (xk) dont les sommes de Cesaro convergent

vers O dans X.

Notons E[Xi] l'espace des suites finies (xi) de X telles que xiE Xi pour
tout i. Si §:=(xi) est dans E[Xi] et si P est une partie finie de IN,

on définit

lel,= 2 xl -

Soit enfin ¥ le complété de ELXi] pour la norme

lell = sup( = [gl|2 )"/

)
s=1 s
ou le Sup est pris sur tout ensemble Pl"'Pr de parties admissibles
deux a deux disjointes de NN.
De fa¢on naturelle, les espaces Xi s'identifient a des sous-espaces de X.
On appellera n, les projections de X sur les X, - La suite (Xi) forme
une décomposition inconditionnelle et "boundedly complete" de X . En

fait, si £ et T sont des éléments a supports disjoints de X, on a
2 2 2
e+l = [Is]®+{nl= -

Pour démontrer que X a la propriété BS, nous avons besoin de deux

lemmes
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Remme 1 : Soit (xk) une suite bornée de ¥ et (ik) une suite croissan-

te d'entiers telle que xkE Xi pour tout k. Alors (xk) a une sous-suite
k
(x&) dont toutes les sous-suites ont des moyennes de Cesaro qui conver-

gent vers O dans X .

Démonstration : En appliquant 1'hypothese (H) et la proposition 1, on

voit que (xk) a une sous-suite (xk) telle que

€ X =0 .

e sl

™M Bs

lim Sup H%

n-+o g, ,=%1 i
i

Soit P une partie finie de IN. Posons {jaiz 1 s1i i€P

e.=-1si igP .

On a alors

n
1

I= =

i=1 i=1 i

On en déduit

LR
lim Sup ||= X x! =0 .
noto PCN ™ j-1 L F

Si P ...Pr sont des ensembles admisssibles disjoints, on a alors

1
r n n r n
1 2 1 1 |
s = = xtlls ssup = = xp, (= = ||z xp)
s=1 Mi-1 L Pg pew Moo VPOM ooy Tioy 1P
< Sup ”l ; x'“ 1 Sup Hx'“
PcN " i=1 'p " ken K
n
Donc % z xi tend vers O dans ¥ quand n tend vers +o.
i=1

Le résultat du lemme 1 est obtenu en réappliquant la proposition 1 a

la suite (xi) dans 1'espace X.

Lemme 2 : Soit (£ ) une suite bornée de % telle que lim Sup Hni(g )||=0.
n n-+o i€N n
Alors (§n) a une sous-suite (gh) telle que toutes les sous-suites de (gh)

ont des moyennes de Cesaro qui convergent vers O dans X .

Démonstration : A cause de 1'hypothese sur la suite (§n), on peut,
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par une technique standard, supposer que les (§n) sont a supports disjoints

et si Sn est le support de gn, on peut encore supposer : S1<IS <o oo X< Sn< .

2
Quitte a extraire une sous-suite de (gn), on peut de plus supposer

1
(Max S
n

1
fz% In; (5 )| = o 5 -

_1)
Alors, si m<n et si P est un ensemble admissible tel gque PrWSmféﬂ,

(Card P < Max Sm), on a

I _ 1 1 1 1
e [, = |l = =n.( )| < Card P — € = .
n''P iep i °n on (Max S )2 ol Max Sm
n-1
] N
Nous allons montrer que N z §i converge vers O dans ¥. Soient P1,...,Pr
i=1
des ensembles admissibles disjoints. Posons : n_-= Inf{n=1,...,N tels
que P_NS_ £P}. On remarque que Card{s,n =m}<Card S <Max S . Alors
s n s m m
r N N N
1 2 1 2
s=1 i=1 s N m=1 {s,n =m} i=1 S
1 N i 2
<5 = (legllp + = g llp )
N2 m=1 {s,nszm} m Ps n>m n Ps
N N
2 2 2 2
<5 = e llp +% = 5 Cz g llp )
N m=1 {s,nszm} s N° m=1 {s,nszm n>m s
N N N 2
2 2
<2 2 g PS5 Maxs —1—(z 1)
N~ m=1 N~ m=1 (Max Sm) n=m 2

2 [sup flg 1%+ 1] .
mEIN

A

N
Donc H% = giH tend vers O quand N tend vers +». Une nouvelle application

de la proposition 1 complete la démonstration.

Nous pouvons maintenant démontrer la propriété annoncée

[Proposition 2 : L'espace ¥ a la propriété BS.

Etant donné que les Xi forment une décomposition "boundedly
complete" de ¥ et qu'ils sont de dimension finie, on peut se limiter

a considérer des suites (gn) de X qui vérifient

lim ni(gn) =0 pour tout i€ N .

n—-+ o

Par une technique standard, on peut encore considérer qu'une telle suite
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(gn) est a supports disjoints et aussi que HgnH =1 pour tout n€ N .
Grace a la proposition 1, il nous suffit alors de montrer que, pour tout
e>0, cette suite (gn) a une sous-suite encore notée (gn) telle que
1 N
lim Hﬁ z §il| < g

N+ i=1

Pour cela, si gn: (xrll) posons : ¥ n€ N, ¥ 56> 0

ielN’

. i . i
In’() = {ieN, ”ansé} ’ Jn,f) ={ien, ||xn“>6} ’
i i
g! = (x )1 , EM = (x7). ,
n,5 n'ic n,6 n,d n IEJn,E)
A, o= 1lim g || , A = Inf A_ = lim A .
2 n—+® n,5 6>0 5 6-0 ®
€>0 étant donné, il existe >0 tel que
62
7\6 < K+-—6 .

Il est alors tout a fait immédiat que (gn) a une sous-suite vérifiant

2

€
(1) ¥ neN ||g;l,6|| <Ayt

E2
(2) ¥ neN g Mz -=

n,— -
Comme les éléments 5;1,1/n et gr'l,é— r'l,l/n sont a supports disjoints,
on a :
2 2
€ 2 2
g+ = M5, 6ll™ = Mgy o nll™llE) 5 -804 nll
2 2
SN 2
2 Ogyn=) +lgn 6 -5 1yl
€2
Or )\]/nz?\zké-—(s— . D'ou
62 2 E2 2 5
Mg+ g) - Og-5) 2 18n, 6= 5n, 1/nl
on en déduit que
2
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Posons u = E' et v =E" . Par construction
n gn,l/n n gn,é » on a

Hgn"(un'*vn)“ = Hﬁg,@"ig,1/n” s & -

Or la suite (un-fvn) a une sous-suite dont les sommes de Cesaro conver-

gent vers O dans ¥ . En effet, il suffit de voir que 1'on a

1 _ iy 1
fg%'hﬁ(un)u iEISup Han < =
n,1/n
donc que (un) vérifie les hypotheses du lemme 2 et que la suite (Vn) est
telle que Card[Supp vn]::Card[Jn 6]<GJE . Donc le lemme 1, appliqué plu-
9
o]

sieurs fois donne le résultat pour la suite (vn).

Ceci prouve la proposition 2.

IT - CONSTRUCTION DE L'EXEMPLE.

Notons (ei) la base canonique de C_ et I Hm sa norme.

Nous avons besoin d'un lemme

Lemme 3 : Si (yi)ieml est une suite bornée de C_ et (ri(t))iéni une
suite de fonctions de Rademacher indépendantes, la suite (yi®ri(t))i€]N
1 v

de L \Co) a une sous-suite dont les sommes de Cesaro convergent vers O.

Démonstration : I1 est facile de voir (par exemple [6]) qu'une suite

bornée (yi)iem de C_ a une sous-suite équivalente a la base canonique
n

de C_, ou bien équivalente a la base sommante de C_ [(j§1 ej)nem] . I1

suffit donc de prouver ce résultat pour ces deux suites particulieres

Or

1 P 1
(1) S = i§1 r.(t) ei\\°° dt = —
1 n i 1 n
(2) Jlg = ory®) = el jat =2 ] sup |z ri(0)] at
i=1 j=1 I<sm<n i=m
1 m 2 n
= — [ sup |.§ ri(t)l dt < = | l.z ri(t))l dt

1 i=1
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par 1'inégalité de P. Lévy. On conclut par la loi des grands nombres.

Comme nous 1'avons annoncé dans l'introduction, le lemme
suivant est déja connu [1]. Nous donnons toutefois sa démonstration

qui est fondamentale dans cette étude

Lemme 4 : Soit n un entier fixé et des fonctions de Rademacher inde-
pendantes rijpour 1<i<n, ]s;js2n. Posons

2!’1

. (t) = %
1 i

rij(t) e.
j J

1

pour tout i€ {1,...,n}.

Alors ¥ (ai)E RN )

n 1 N
[z a e ()] at =5 = la,l
. i i ® 2 . i
; i=1 i=1
Démonstration : Soient (ai)i—i n scalaires donneés et siz sgn aj -
=1, any,
Alors
n n
Sz a0, dt =] sup |3 a rij(t)l at
i=1 1<j<2 i=1
n
= P(Q) ¢ la,l
n i=1
2 n
ou Q= 'U .r] {rijzei}.
J:'l i=1
Comme les rij sont indépendantes, on a
2n n 2n n
P(Q) = 1-P(‘n u {rij:-ei}) = 1- 'II P(.U {rijz—ei})
Jj=1 i=1 J=1 i=1
2" n 12“ .
=1-TT (1-P n {r..=e}) =1-(1-3) =25
=1 -1 i] i 2 2

Soit X::L1(CO) et (ri(t)) une suite de fonctions de Rademacher indépen-
dantes. Posons ei.(s)f r.(s)e. pour tout i et j. Soit

Xj= Span{eij, 1< j< 21}C:L1(C0). D'apres le lemme 3, 1'espace X et les
sous-espaces X, de X vérifient 1'hypothese (H). Donc 1'espace X construit

a partir de L1(CO) selon la méthode de la partie II a la propriété BS.

[Proposition 3 Lz(ﬁf) n'a pas la propriété BS.

Remarquons que, comme ¥ a BS, ¥ est réflexif donc LZ(X) aussi
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2, .
et par suite, il est équivalent de dire que L (X) n'a pas BS ou qu'il

n'a pas BSR.

Démonstration : Considérons les fonctions de Rademacher indépendantes

rij(t) pour 1<i<® et 1<js<® et posons

i

2
¥¥i€EN, Qi(t)z pX

Z rij(t) e .

J

Notons que 1les Qi forment une suite inconditionnelle et donc convergent
faiblement vers O.

Nous allons montrer que si P est un ensemble admissible de cardinal n

on a H

vV

|z el n

. 2

icP ' L(3)
I1 résulte des résultats de [2] que ceci est suffisant pour montrer que
la suite (@i) n'a pas de sous-suite dont les sommes de Cesaro convergent

vers 0. Or

| = ¢.| =[] = ¢ ()| dat
iecp 1 L2(¥) | iep ! x
> [l = ¢. (), at =[] = ¢ ()], at
[z, ¢l Pz e (Wl
2[1
=l = r,,e..] dt
Y iep joq 13 13 L1(Co)
i- 2i
= ff l £ £ r,(t)r.(s) el ds at
ieP j=1 9 ! J
21’\
> [[|lz (2 r,.(t) r.(s)) e |, ds dt (car n=MinP =CardP)
I Hj=1 Lo j
> [ Sup | & r..(t) r.(s)| ds at
J] 1<j<2™ iep I !

([ Sup | £ r..(t) r.(s)lat) ds
| J1sjs2n iep 9 !

v

1 f s Jr.(s)|l as = & (d'apres le lemme 4) .
2Y jep 1 2
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