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D'apres un résultat de Grothendieck ([1]) si T est un opéra-
teur linéaire continu de Ll(u) dans L1(v), alors 1'image par T de toute
partie bornée pour 1'ordre de Ll(u) est une partie bornée pour 1'ordre de

1 \
L (v).

Plus précisément

¥ n, ¥, ,f € Ll (n), J omax Irf lavs|r) [ max [f ] an
1<i<n 1<i<n
Soit Y un sous-espace de Ll(u), et T un opérateur linéaire

continu de Y dans Ll(v). Soit

S

f €Y, max |Tf, ldvscC f max |f_ |dp}
n N 1 . 1
1<i<n 1<i<n

o(T) = inf{C, ¥ n, ¥ fireens
I1 est clair que si T admet un prolongement continu T de
L1(p) dans Ll(v), alors : o(T) <||T||, et donc a(T) est fini-
Le théoreme suivant, qui répond a une question de H.P. Rosen-

thal, montre que la réciproque est vraie.
Théoreme : Soit T un opérateur linéaire continu d'un sous-espace Y
de L1(u) dans Ll(v). Si a(T) est fini, il existe un opérateur T de

Ll(u) dans Ll(v), prolongeant T, et tel que ||T| = a(T).

Démonstration : Nous étudions d'abord le cas ou Lj(u) et L1(v) sont

, . s g1 1 . -
egaux respectivement a ﬂn et Zp, puis nous passerons au cas general en

utilisant la structure locale inconditionnelle des espaces L1.

[Lemme 1 : Soit Y un sous-espace de ﬂi- Si 1'on munit 1'espace
E::£(Y,£;) de la norme a, alors son dual E' est isométricue a S(E;,Y)

muni de la norme BY définie par

@
B,(8) = inf || = le || || max [y, || ,
Y i1 1% qsisk 11
ou 1'inf. est pris sur toutes les représentations de S de la forme

Sx = ? <@i,x> yi ,

i=1

ou ﬁPiefl:. y; €Y, 1<is<k.




Démonstration du lemme 1 : On utilise la dualité de trace.
k
1
si TE.,L‘(‘{,/Z;), SE€L(4,Y), avee Sx= T <0,,x>y,, alors
i=1
k
Tr(ST) = % <%.,T y.>
. i i
i=1
k
< |z le Il 1l max 1T y [,
1i=1 1<i<k
k
< alT) || = l@il\\ | max |y |l|1 .
i=1 1<i<k
Donc Tr(ST) < a(T) . BY(S) ,
et sup Tr(ST) < a(T) .
BY(S)sl

Soit €>0, et Yqoreoa¥y des éléments de Y tels que :

max ly. | =1 et max [Ty, | > al(T) - .
“1sisk il Hisisk il

Le dual de l;(ﬁi) est isométrique a 1;(2;). Donc soit @ 4,
des éléments de ﬂ: tels que

k
” ? l@iIHm =1 et ? <@i,T yi> = H max |T yi|H1 .

1 i=1 1<i<k

1

Définissons maintenant S€ £(£;,Y) par

Sx =

L e -

< > )
ATRER A

i=1

I1 est clair que BY(S)S 1, et que Tr ST > B(T) - €.

On en déduit que
a(T) = sup Tr ST ,
BY(S)sl

ce qui démontre le lemme 1.

i@mme 2 : Soit {e.} . la base canonique de 21, et N la norme nuclé-
—_— i 1<i<p p 1

aire de £(ﬂ;,2i). Alors pour tout sous-espace Y de ﬁn’ et pour tout S

de £(ﬁ;,Y), on a

n
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Démonstration du lemme 2 : Soit (e )1<1<p la base canonique: L'opérateur

S admet la représentation particuliere

P 3
Sx = ¥ <e.,x> S e.
. i i
i=1
k - ’
Soit Sx= ¢ <9, ,x>xi une autre représentation de S, ou Wiétﬁp, xié»@n,
i=1
1<i<k. Alors, pour j=1,...,p
k k
Is el =132 < ,e>x 1= 5 [0, e>l Ix|
J i=1 3 1 i=1 J
k
= ” z |@.|i| max Ix. | .
. i e . i
i=1 1<i<k
k
Donc H max I's ej||]1 < H‘Z l@il Hmll max |xi|1|1 .
1<i<p i=1 1<i<k
*
Comme ” z 'eile::1, on en déduit que la représentation
i=1
. P& )
particuliere Sx =% <ei,x> S e, réalise B 1(S). Puisque les S e, appar-
£
1 n
tiennent a Y, elle réalise aussi BY(S).
Enfin, d'apres Grothendieck les normes a et H H cof'ncident

sur 2(21 2;), et donc les normes B , et N co¥ncident sur £(ﬁ;,£;), ce
£
n

qui acheve la démonstration.

Ces deux lemmes permettent de démontrer le théoreme lorsque
Ll(u)::li, Ll(v)zlﬂ,1
Soit Y un sous-espace de ﬁi, et T un opérateur de Y dans 21,
T définit sur £(£; Y), muni de la norme By’ une forme linéaire ¢ de
norme o(T). D'apres le lemme 2, £(ﬂ1 Y) muni de la norme By» est isomé-
trique a un sous-espace de £(£; L ) muni de la norme N.

D'apres le théoreme de hahn-Banach,~@ se prolonge a une forme

linéaire ¢ sur £(Z; ﬂi), de méme norme. Soit T 1l'unique élément de

£(£1 2! ) qui s'identifie a ® par la dualité de trace. Alors

”TH =|VPH= a(T), et il est clair que T prolonge T.

Soit maintenant Y un sous-espace de dimension finie de L](u),
et T un opérateur de L1(u) dans L1(v), ou L](u) et Lj(v) sont quelconques.
Soit £> 0. La structure locale inconditionnelle des espaces L] (voir
[2]) entraine 1'existence de deux espaces de dimension finie E et F,
sous-espaces respectifs de L1(u) et Ll(V) vérifiant les propriétés sui-

vantes
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1) Y est inclus dans E, et il existe un isomorphisme ¢ de E sur ﬂ; ,

(ou n=dim E), avec
-1,
el e < e e

De plus, il existe une projection P de L](u) sur E, avec
IIP|| <1+ €.
2) TY est inclus dans F, et il existe un isomorphisme ¥ de F sur 1;,

(ou p=dim F), avec

< 1+ €

el e

1
De plus il existe une projection Q de L (v) sur F, avec

HQH <1+ €.

D'apres 1'étude faite ci-dessus, 1'opérateur S::TTFQ_1|¢(Y) se

prolonge a un opérateur S de ﬁi dans ﬁ;, avec a(S) = ||s]|. or

1

a(8S) < a(¥) al(T) al(d )

A

1

a(¥Q) a(T) ald™ ")

A

A

el llell e a(m)

Soit Tezzw—l S ¢ P. I1 est clair que Te prolonge T. De plus

[ I T Y TG

N

Il

(1 + 8)4 a(T)

A

On obtient donc des prolongements de T de norme arbitraire-
ment proche de o(T). On utilise alors un argument de compacité, et
1'existence d'une projection de norme 1 de [Ll(v)]"sur Ll(v), pour
obtenir un prolongement de T, de norme égale a a(T).

Lorsque Y est de dimension quelconque, on obtient pour chaque
sous-espace Z de dimension finie de Y un prolongement TZ de la res-
triction de T a Z, avec HTZ”s<x(T). On utilise encore un argument de

compacité pour conclure a 1'existence d'un prolongement de T, de norme

al(T).
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orollaire : Soit Y un sous-espace de Ll(u) et ¢ un isomorphisme de Y
sur Li(v). Alors Y est complémenté dans Li(u) si et seulement si a(T)

est fini.
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