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INTRODUCTION

Soient X un ensemble et d un écart sur X.
On dit que (X,d) se plonge de fagon lipschitzienne dans un cspace métii-
que (Y,®8) s'il existe A, B€ JO,»[ et une application t de X dans Y véri-

fiant

¥ x, yeX, A d(x,y) < 6(f(x),f(y)) < B d(x,y) .

(On dira aussi bien que d se plonge de fagon lipschitzienne dans (Y,t)) :

f est alors dit plongement lipschitzien de (X,d) (ou de d) dans (Y,&)

(si A=B on parle de plongement isométrique).

La borne inférieure de Log(%) pour de tels A, B est notée D((X,d);(Y,r))
(elle n'est pas symétrique mais on vérifie aisément ou'elle satisfait
a 1'inégalité triangulaire).

Dans [7], P. Enflo montre que N n'est pas uniformément homéo-
morphe a une partie d'un espace L1 et donc qu'en particulier ¢, ne se
plonge pas de fagon lipschitzienne dans un espace L1.

I1 faut noter qu'ici, dans le cas d'espaces normés, les plon-
gements ne sont pas supposés linéaires. Or on sait que pour p> 2, 4P ne
se plonge pas de fagon lipschitzienne et linéaire dans un espace L1 :
mais on ne peut en déduire 1'impossibilité de plongements lipschitziens
non linéaires par le procédé classique (remplacement d'un plongement
par sa dérivée en un point, P. Mankiewicz [11, p. 24], car en général
un espace L1 n'a pas la propriété de Radon-Nikodym (sauf ﬂj).

On se proposait initialement dans ce travail de montrer 1'im-
possibilité d'un plongement lipschitzien non nécessairememt linéaire de
4P qans 1! pour p assez grand (p=z= 3,2) par la méthode suivante

on montre (adaptant la méthode de [7]) 1'impossibilité d'un plonge-
ment lipschitzien de 4P dans un espace métrique pentagonal des que

Po

P>p, ou p, est défini par %::(%) (ce qui donne 3,1< P, < 3,2) 3 on
applique ensuite ce résultat a L1 qui est un espace métrique pentagonal
(pour ce terme voir § 1).

En fait 1'assertion relative aux plongements dans L1 a perdu
son intéret depuis que I. Aharoni a montré dans | 1] que 2P nrest pas

~ () - .
uni formement homeomorphe a une partie de L“ (donc a fortiori ne se plonge

pas de fagon lipschitzienne dans L1) pour tout p> 2 (voir plus bas 7 4).
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On s'intéresse donc aux plongements dans un espace pentagonal pour

eux-memes (voir § 2).

§ 1. LES INEGALITES POLYGONALES.

On sait caractériser les espaces normés plongeables isométri-
quement dans L1 (sans supposer que le plongement soit linéaire) par des
conditions ne portant que sur la distance de la norme :

E est plongeable dans L1 si et seulement si dE (1la distance de la
norme) est de type négatif (J. Bretagnolle, D. Dacunha-Castelle, J.L.
Krivine [5])). Cependant on ne sait pas reconnaltre les espace métriques
plongeables isométriquement dans Li. Les inégalités de type négatif sont
des conditions nécessaires mais non suffisantes et apparaissent comme
des cas particulier des inégalités suivantes introduites comme condi-

tions nécessaires des 1960 par M. Tylkin (Deza) [12]

[Définition 1.1 : Soient X un ensemble, d: X2—eR symétrique et nulle

sur la diagonale et n un entier > 1.

On dit que d est 2n+1-polygonale (resp. 2n-polygonale) si on a
¥ xl,xz,...,xné X, ¥ y1,y2,...,yn+1€ X (resp. ¥ yl,y2,...,yn6 X),

v od(x,.,x.)+ £ d(y.,y.) < 5 » d(x.,y.) -
i<j S RS tod ij o

On parle du pentagonal au lieu du 5-polygonal.
On dit que d est hypermétrique si d est (2n+1)-polygonale pour tout

Lentier nx1.

Cette notion et certaines de ses propriétés furent redécouver-
tes indépendamment en 1967 par J.B. Kelly [9] (d'ou provient la termi-
nologie "hypermétrique'). On va énoncer un certain nombre de résultats
concernant les inégalités polygonales (pour les démonstrations voir
P. Assouad et M. Deza [3])-

Proposition 1.2 : Soient X un ensemble et d: X2—'R symétrique et nulle

sur la diagonale. On a alors :
(1.2.1) d de type négatif © d 2n-polygonale pour tout n>1 ;
(1.2.2) d positive ® d 2-polygonale ;

(1.2.3) 4d écart & d 3-polygonale ;
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(1.2.4) d est hypermétrique si et seulement si

v nc N\{0}, ¥ XpseeosX €X, ¥ A yeee,h SZ .
n n n
XAy =1 = I I M Aj d(xi.xj) <0
i=1 1:] (]:1

(1.2.5) pour tout entier n>4, on a
d n-polygonal == d (n-2)-polygonal ;
(1.2.6) [12] pour tout entier n>1, on a :
d (2n+1)-polygonal ——p d (2n+2)-polygonal ;

(1.2.7) d hypermétrique = d est un écart de type négatif ;

(1.2.8) [12] sur Ll(u) la distance de la norme x,y- |x - y|| 1 est
L (n)

hypermétrique ; en particulier si (X,d) se plonge isométriquement dans

21, d est hypermétrique.

Les réciproques de (1.2.5), (1.2.6), (1.2.7) et (1.2.8) sont
fausses- En particulier P. Assouad [2] et D. Avis [4] ont donné indépen-
damment des exemples d'espaces métriques (X,d) hypermétriques et non
plongeables isométriquement dans L1 (avec |X|=7).

Rappelons par ailleurs 1'emploi de 1'inégalité 6-polygonale (resp. des

inégalités 2n-polygonales) par P. Enflo dans [6] (resp. [7]).

§ 2. PLONGEMENTS DE 4P DANS UN ESPACE PENTAGONAL.

Py

PP 5 4 .
On définit p_ par 5= (3) ce qui donne p_=3,1850 ...
Rappelons qu'un espace métrique (Y,5) est dit pentagonal si on a

(cf. Définition 1.1)

¥y13y2’y37a,b€Y b

8(a,b) + ¥ &(y.,y.) < ¥ [6(y.,a) +d(y.,b)]
i< i’ i i i

Le résultat suivant est 1'objet de ce paragraphe
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Proposition 2.1 : Soit p> P, -

Alors 4P (réel ou complexe) ne se plonge pas de fagon lipschitzienne

dans un espace métrique pentagonal. En particulier 4P ne se plonge pas

1
de facon lipschitzienne dans un espace L .

Démonstration : a) On considere le cas complexe (le cas réel s'y

ramene aisément). Soient p>p, et (Y,5) un espace métrique pentagonal.

Soient n€ N \{0}, N= 2" 2 ot M= 2.5". Soit G le groupe des racines

N
N-iemes de 1'unité.
M
Soit Xn: (GN) 3 Xn est un groupe (multiplicatif) commutatif

fini et on le considere comme un sous-espace métrique de 4P en posant

M .

1 .
¥ x,ye X , dix,y) = ( = [ x -y lp) /p ’
n -1 q q
q =

ce qui munit Xn d'une distance invariante.

On va montrer qu'on a : lim D«Xn,d» ;3 (Y,0) = +o, ce qui
n—o

démontrera la proposition.

b) On considere le graphe bipartite K2 = (les sommets
9
sont ﬂ1, n2’ ﬂ3, a, B, les arétes sont (ﬂi,a) et (ﬂi,B) pour tout i=1,2,3)
et on note d2 3 la distance géodésique (c'est-a-dire du plus court chemin)
9

sur l'ensemble des sommets de K Soit j& {O,.--,n—l}, on définit une

2,3°
application @j de 1'ensemble des sommets de K2 3 dans Xn de la fagon
9
suivante
(vY) . . est la suite de période 5 : M. ,MasTasCsByennn-
q=1’.._,23+15n—3 1727 '3
(e ) est la suite de période 10 : 1,1,1,1;1,-4,-1,-1,-1,-1,..

9 g=1,...,29" 15""J

pour tout sommet Yy de K2 on a

)3’
J

2 n-j
N

q . Jj+1
d2’3(Y,Y )) sigs<2 5 )

(@j(Y))q exp(2in €

= 1 sinon .

On dit que les points (x1,x2,x3,a,b) de Xn (dans cet ordre) forment un

j-graphe s'ils se déduisent, par une translation (multiplicative) et
une permutation des coordonnées, des points (@j(ﬂ1), @j(ﬂq), @j(n3),

@j(a), @j(a)). Si (x1,x2,x3,a,b) est un j-graphe, on appelle arétes

externes les couples (xi,a) et (xi,b) pour i =1,2,3 et aretes internes
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les autres couples. Soient x,y¢€ Xn. On dit que (x,y) est une O-aretc

si c'est une aréte externe d'un O-graphe. On dit que (x,y) est une
j-aréte (pour j=1,...,n-1) si c'est une arete interne d'un (j-1)-graphe
ou,ce qui revient au méme, si c'est une arete externe d'un j-graphe.
Enfin, on dit que (x,y) est une n-aréte si c'est une arete interne d'un

(n-1)-graphe. Autrement dit, (x,y) est une j-aréte si et seulement si

-1 ojen-j . . . 2Y jon-j ,
x y a 25 coordonnées égales a exp21n-3r , 2°5 autres coordonnees
J
N 2 , ~ . -~
égales a exp—2in-3r et les autres égales a 1. On a donc pour une jJj-arete

(x,y) (pour j:O,...,n) :

423 15 H VP 53y a(x,y) < 2n(2dt 15" 1/P 5]

Apres ces notations on va pouvoir donner une évaluation de
D =D((X ,d),(Y,5)).

c) On se donne un plongement isomorphe de (Xn,d) dans
(Y,8) avec des constantes d'isomorphisme A et B, c'est-a-dire une injec-

tion de (Xn,d) dans (Y,5) vérifiant
¥ x,yeX_ A d(x,y) < 6(f(x),f(y)) < B d(x,y) .

Soit j€ {O,...,n}. Si K est un j-graphe, on écrit 1'inégalité pentago-

nale suivante

(PK) la somme des (j+1)-aretes de K (comptée pour & o f) vaut moins que

la somme des j-arétes de K.

On remarque qu'un j-graphe contient toujours 6 j-arétes et
4 (j+1)-arétes et qu'une j-aréte (resp. une (j+1)-aréte est toujours
contenue dans le méme nombre de j-graphes. On en déduit en sommant les
inégalités (PK) pour tous les j-graphes K et en normalisant convenable-

ment

(moyenne de & o f sur les (j+1)-arétes)

< % (moyenne de & o f sur les j-aretes)

On trouve donc
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(moyenne de 6 o f sur les n-arétes)

n
) (moyenne de 5 = f sur les O-arétes)

[7AN
—_—
ol

Cela donne
AP on o g (3

Autrement dit, on a

Cela donne le résultat, car on a

1/p

p>po@ (=) > 1 . O

all o

RIS

On aura noté la parenté de la méthode ci-dessus avec celle
de P. Enflo dans [7]. Cette méme méthode s'adapte aisément quand on

remplace pentagonal par n-polygonal et donne

a-1 )po

3= (2
(avec a:[V%] le plus petit entier > % ).
Notons que lorsque n est grand, p_ est équivalent a Logz(-%) .
On peut vérifier que les deux plus petites valeurs de P, sont atteintes
pour n=5 et n=7. Le minimum est atteint pour n=7 et on peut énoncer
le résultat correspondant (cependant peu significatif)

si p est compris entre 3,0896 ... et 3,1850 ..., alors 4P ne se
plonge pas de fagon lipschitzienne dans un espace 7-polygonal.
Le fait que la méthode ne s'améliore pas lorsque n tend vers += montre

le caractere provisoire de la proposition 2.1

[?onjecture 2.2 : Pour tout p>2, il n'existe aucun plongement lips-

chitzien de 4P gdans un espace métrique pentagonal.

§ 3. QUELQUES LEMMES SUR LES PLONGEMENTS UNIFORMES.

Répétons d'abord les définitions de 1'Introduction dans un

cadre plus appropié. Soient n€ N . On appellera n-espace tout couple
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(X,k) ou X est un ensemble et k une application de X' dans R.

—Définition 3.1 : Soient (Y,£) un n-espace et ¥ (resp. ) une applica-

tion de R dans RU{-®»} (resp. de R dans RU{-=} ).

On dira qu'un n-espace (X,k) se plonge ({,?) uniformément dans (Y,%)

s'il existe une application f de X dans Y telle que
¥ x1,...,x2,...,xn6 X

W(k(xl,...,xn)) < ﬁ(f(xl),...,f(xn)) < @(k(x1,...,xn))

| Si 9=V = IdR , on dira que (X,k) se plonge isométriquement dans (Y,x).

. N
Si C est une classe de n-espaces, on note C({,?) la classe
des n-espaces qui se plongent ({,9) uniformément dans un n-espace appar-—
. AA
tenant a C et on pose @::G(IdR ,TGR ).

—Définition 3.2

(3.2.1) On dit qu'une classe C de n-espaces est convexe (resp.
fermée) si pour tout ensemble X, 1'ensemble des k: X" R tels que (X,k)
soit dans C est convexe (resp. fermée pour la convergence simple).

(3.2.2) On dit qu'une classe C de n-espaces est de type fini si
(X,k) appartient a C des que (Xl,klxi) appartient a C pour tout sous-

| ensemble fini X1 de X.

Béfinition 3.3 : Soit k' une application de N" dans R a support fini.

On dit qu'un n-espace (X,k) satisfait a 1'inégalité de type fini k' =i

. Vs
on a pour touté suite (xi)iEBV d'éléments de X

YOS e T k'(i1,12,...,in) k(xi REEEE ) = -1 .
i, i i 1 n
1 72 n

Les résultats suivants se trouvent en substance dans [5] et
correspondent a l'usage classique (J.L. Krivine, ...) des ultraproduits.
-

Proposition 3.4 : Soit C une classe de n-espaces.

A A
(3-4.1) Si C est fermée, alors C est de type fini.

A
(3.4.2) C est fermée et convexe si et seulement si elle est définie
par une famille d'inégalités de type fini (c'est-a-dire s'il existe une
A
famille (k') d'inégalités de type fini telle que C soit la classe des

o aeA
n-espaces qui satisfont a toutes les inégalités de type fini k&).

L
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On trouve dans [5], p. 252 (p<2) et dans J.L. Krivine [ 10]

1'exemple suivant : soit p€ [1,o[ ; notons C la classe de tous les
espaces LP(1) munis de la fonction k(x,y) = x - prp ; alors la classe
L"(w)

FaS
dp est fermée et convexe.

(Notons que pour p= 2, les inégalités de type fini qui la définissent
sont les inégalités de type négatif ; pour p# 2, meme pour p=1 comme

on 1'a vu, les inégalités ne sont connues explicitement.)

[ Lemme 3.5
(3.5.1) On suppose que | est s.c.i. et que ¥ est s.c.s. Si C est

une classe de n-espaces on a alors
N N
C fermée —= C({,?) fermée .

(3.5.2) On suppose que V est convexe et que ¥ est concave. Si C

est une classe de n-espaces on a alors

N A
— C convexe > C(y,P) convexe .

Démonstration : Evidente. O

Notons que la classe des espaces métriques plongeables de
fagcon lispchitzienne dans un espace LP forme, si on majore Log‘% (et
si on considere la puissance p-ieme de la distance), une classe de la
forme @p(w,¢).

I1 vient alors de (3.5) et des résultats cités plus haut que
cette classe est convexe et fermée (probleme : trouver explicitement
des inégalités de type fini qui la définissent, par exemple pour p= 2).
De méme la classe des espaces métriques plongeables de fagon lipschit-
zienne dans un espace pentagonal forme (si on majore %) une classe
convexe et fermée.

Lemme 3.6 : Soient X un ensemble, F, G deux groupes, E une extension
de G par F agissant a gauche sur X et ko, C, ¢, ¥ vérifiant les condi-
tions suivantes

(3.6.1) (X,ko) est un n-espace et X est un espace topologique séparé ;
(3.6.2) G est un groupe topologique séparé ; G admet une moyenne inva-

riante a droite sur 1'espace des fonctions continues bornées ;

1taction e G sur X est séparément continue ;
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A
(3.6.3) C est une classe de n-espaces et C est convexe et fermée ;

(3.6.4) @ et V sont comme dans la définition 5.1 et on a
A N
((X,x)ec, \l/(ko) < 4 < ‘P(ko)) = ¢ continue :
(3.6.5) k0 est invariante par G ; enfin il existe ¥ tel que
~
(X,£) €, £ est invariant par F, W(ko) < % < @(ko)

Sous les hypotheses précédentes, il existe alors Lo tel que

A "
(X,£ )eC, 4 est invariant par E, y(k ) < £ < @(k ) .
0 0 0 o 0

_

(Les hypotheses se simplifient beaucoup si on suppose X et G discrets :
pour les moyennes et les groupes amenables, on renvoie au livre de

F.P. Greenleaf [8].)

) A
Démonstration du lemme 3.6 : Soit K= {£[(X,£)€C, 4 invariant par F,
w(ko) <4 g‘P(ko)}, K est non vide (par 3.6.5) ;

donc W(ko) et ¢(ko) sont a valeurs dans R (voir définition 3.1) ; or K
est convexe et fermé pour la convergence simple (par 3.6.3) ; donc K est
convexe compact (pour la convergence simple).

G agit a droite sur K (car ko est invariante par G), de facon séparé-
ment continue (car G agit de fag¢on séparément continue sur X et a cause
de 3.6.4) et affine. La propriété de moyenne donnée en (3.6.2) entralne

1'existence d'un point fixe pour G donc pour E. O

§ 4. LES RESULTATS DE I. AHARONI.

Donnons une idée des résultats de I. Aharoni

Théoreme 4.1 (1] : Soit X un espace de Banach réel possédant une base

symétrique (ei)i telle que :

€N
e + e + €
(i) lim inf |

n—-+o /-
vn

2
Alors il n'existe pas de plongement uniforme de X dans un espace L

L
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Corollaire 4.2 {1] : Soit p>2. Alors il n'existe pas de plongement
2]
uni forme de 4P dans un espace L . En particulier il n'existe pas de

|
plongement lipschitzien de 4P dans un espace L .

Démonstration du corollaire 4.2 : Il est clair que +P vérifie (i)

(pour sa base canonique) ; donc (4.1) il n'existe pas de plongement
2
uniforme de £P dans un espace L. Par ailleurs on sait que L1 muni de
T )
la distance x,y-VHx-—yHL1 se plonge isométriquement dans L (car

x,y~||x - y|]| est de type négatif). D'ou le résultat. O

Esquisse de la démonstration du théoreme 4.1 : La démonstration

comprend plusieurs points (on suit la démonstration de [ 1] tout en
utilisant le § 3 ci-dessus qui permet d'unifier plusieurs lemmes de
(1])
(4.1.1) Soient X un espace de Banach et d la distance de la norme sur X ;
supposons que X se plonge uniformément dans L2 ; alors il existe @,
et £ tels que
a) ¢ et | sont des applications continues strictement croissantes
et nulles en O de [0, dans [0,=[ ;
b) £ est une application symétrique de x2 dans [0,o[ et est de
type négatif (autrement dit, dans les termes du paragraphe 3, (X,£) appar-
tient a é;) 3
¢) ona : w(d® <2 . 0(d®) .
(4.1.2) On obtient ensuite que sous les mémes hypotheses

a) £ peut étre supposé stationnaire (c'est-a-dire invariant par

les translations de X) ;

b) si de plus X a une base symétrique, alors { peut eétre supposé
de plus symétrique, c'est-a-dire invariant sous 1'action du groupe
{—1,1}“ et du groupe des permutations de NN .

(Le lemme 3.6 ci-dessus peut servir a démontrer a la fois a)
et b) en remarquant que pour la topologie discrete, le groupe additif
de X, le groupe {—1,1}]N et le groupce des permutations de IN ne déran-
geant qu'un nombre fini d'éléments sont amenables 5 on passe au groupe
de toutes les permutations en remarquant que £ est continu sur 1'espace
de Banach X).

(4.1.3) on montre enfin que sur un cspace de Banach X vérifiant (i)
un noyau de type négatif stationnaire et symétrique est nécessairement
identiquement nul ;

(I. Aharoni signale que ce résultat était donné dans [ 5],

p. 232, pour le cas X:Azp, p>2).
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(4.1.4) comparant (4.1.3) et (4.1.1) (ou | est strictement croissante)

on obtient la conclusion. 0O

[1] contient aussi d'intéressantes conséquences du théoreme

4.1 et notamment

[Corollaire 4.3 : Pour p>2, 1l'espace P nrest pas uniformément homéo-

morphe a une partie bornée d'un espace LP.

§ 5. QUELQUES QUESTIONS.

(5.1) Une distance pentagonale admet-elle un plongement lipschitzien
1

dans un espace L ?

(5.2) Une distance de type négatif (resp. hypermétrique) admet-elle

un plongement lipschitzien dans un espace L1 ?

(5.3) Soit k' :]Nz—ﬂm une inégalité de type finie ; on suppose que

k' est effective sur les espaces métriques (c'est-a-dire est satisfaite

par certains mais non pas tous les espaces métriques) ; peut-il exister
alors un plongement lipschitzien de £% dans un espace métrique satisfai-
sant a k' ? (Je pense que non.)

(5.4) Soient d la distance de la norme sur £ et & une distance équi -
valente (c'est-a-dire telle que s soit majorée et minorée) ; alors

d
(£°,d) est-il finiment représentable au sens isométrique dans (£7,8) ?

(c'est-a-dire toute partie finie de (ﬁw,d) se plonge-t-elle isométrique-

ment dans (£°,5) ? cela permettrait de répondre négativement a (5.3)).
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