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XXVII.1

Le probleme qui nous intéresse est la question classique

suivante

Probleme 1 : Soit T: Ll(u)-eL1(v) un isomorphisme sur son image R.

. . . } 1 o
Existe-t-il toujours une projection de L (v) sur R 7

Cette question est équivalente au probleme des trois espaces

pour les espaces £] et £m, c-a-d.

Probleme 2 : Soit Y un sous-espace de X. Les implications suivantes
sont-elles vraies

i)y x ¢y ¢! X/Yy £! 9

[oe] o o]

ii) X £, X/Y By Y £ ?
Pour plus de détails, on renvoie le lecteur a [4] et [5].

. - | oumnd
L. Dor a démontré [3] que si ||T|| IIT 1H<1V2, Prob. 1 a une répon-
se affirmative. On va démontrer cependant que, en général, le Prob. 1
est négatif (et par conséquent aussi le Prob. 2).

En fait, on a 1'énoncé local plus précis suivant

- .
Théoreme 1 : TI1 existe 0<C< = tel que pour tout 1>0 et D= DT suffi-
1

samment grand, on peut trouver un sous-espace D-dimensionnel E de L
tel que A(E,ﬁé)zsc et ||P|| = (log log D)1_T pour toute projection de !

sur E.

Introduisons quelques notations. Pour N entier positif, GN
sera le groupe {1,-1}N muni de sa mesure de Haar (= mesure produit) my
Pour 1<n<N, la n-ieme fonction de Rademacher r sur GN est définie ‘
par rn(x): x_ pour x¢€ Gy - A toute partie S de {1,2,...,N} correspond
une fonction de Walsh wS:-Igg L et le groupe dual

GN: {ws; Sc{1,...,N}}.

Pour O<ex< 1 fixé, soit u::@n un la mesure produit sur GN, ou

1+ ¢ 1-¢ .
un(1): 5— et un(—ﬂ~ 5 pour tout n=1,...,N Dénotons
T LI(GN)z>L1(GN) 1'opérateur de convolution par 1. Donc

(T_£)(x) = f f(x .y) uldy)
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T_ est positive et de norme 1 et vérifie Te(ws): e'sl W s ou |s| est

la cardinalité de S.

Enfin, pour chaque v¢ GN, on considere la fonction
N

1

53 - { .

tv-i_L (1-+vn rn) sur GN. On remarque que te, s S GN} engendre L (GN)
o, .. N 1

est isométriquement équivalent a la base £ N

2

On usera des deux lemmes suivants qui s'obtiennent par vérifi-

cation directe

. 1
[Lemme 1 : Si felL (GN), on a “T€H2 < IJ‘f dle+ € ”f“2 .
FLemme 2 : Pour tout K>0, on a 1'inégaliteée
2\N/2
. -1/2 €
< =
mN[Te(eV)>>KJ K (1 7 )

pour tout veg GN.

On utilisera aussi le lemme classique suivant

1emme 3 : Soient fl’fz""’fd des fonctions dans L1(GN) telles qgue pour

tout i=1,...,d

1. [ £ dmg =0

2. IA le 1 amg = 6 |I£ ), ou A =[lf 1 =a/£],] -
i

Alors

e}
i lfl(x1)+ e 4 fd(xd)l dx1... dxd > 5 bX HfiH1
GNX...XGN

Passons maintenant a la description de 1'exemple.

Fixons N et d et introduisons les espaces suivants

X = L1(GN)@ ...€)L1(GN) (® = somme 21)
“ _
d copies
Y = Ll(G ) X eve=Gy) .
- N - N

AN 7
A

d facteurs
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On considere aussi les applications

a : X —> 21(d)

et pour 0< e<1 fixé

définies par

)

I}

alf ®...8f (f fodmy ey [ £, dmy)

d J 7d N

d

s (f.(x,)-T £, am
. i Ti J i
i=1

)

1

B(f1®---€af )

d N

ou (x1,...,xd)EGNx... xGN est la variable produit et

V(P @ ®f ) = (£, - T fl)@...ea(fd-Ta f) -
On a clairement ||ocHs 1, HB” <2 et ”YEH < 2.
Soit finalement At X—»ﬁl(d)GBYEDX 1'application obtenue par somme direc-
te a®B®yv_. Donc HAEHSS- Remarquons aussi que le(d)@YéBX est isomé-
triquement un espace L1.

Démontrons maintenant

Lemme 4 : Soit 4de < 1. Alors
1. |1A5(¢)|I 2—2%- ||| pour tout @€ X ;

2. Si R_est 1'image de A_, on a A(R ,ﬂl
€ € e’ 4.0

N) < 120.

Démonstration : 2. découle trivialement de 1.

Supposons maintenant ¢ : fle}a e @ fd et posons pour tout i=1,...,d

g; = fy -y f; dmy

>
H

Llg;l=a e, , B, = Gy \A,

1] _ "oo_
i = & ¥y, et € ° XB,
1 1

Posons T={i=1,...,d; [[e;]|,>7 lle,ll;} et J={1,...,a\1 .



XXVII.4

L'application du lemme 3 nous donne

1
]lB(f1® e ® fd)H > f |.Z gi(xi)’ dxl... dxd > 54 ‘; HgiH1
i€l iel
D'autre part, en usant du lemme 1
N R L IR
< llgjll, + I gy amyl +eaje,|,
s 2 ”gi“1+ Ed“giHl 9
d'ou pour i€ J
. 1
ey =g tlly = lleg -1 eglly = lleglly - AT, e lly = 7 lleglly

Donc

1
Iy (f.@...0t)| =5 = |e.ll
e 1 d 1,y "%

En combinant les inégalités, on obtient

1 1
4 @lly =z 17 oy anyl v w gyl = o ol

comme voulu.

Notre but est de montrer que RE est mal complémenté dans

£1(d)€9Y€>X pour un certain choix de N, d et =.

Lemme 5 : Soit d=24, N-= d6d
jection P de £'(d)®Y® X sur R.
on définit

Démonstration Pour tout v¢ GN’

p 971 1
E = —_— - = € 5
®v d ,L T J (ev) et Av Lg,> 4J
3j=0 ¢
Puisque
d-1 1
A € U LT J.(ev)>?4-J ,

l'application du lemme 2 donne

d
et €= 1/4d. Alors HPH > =27

pour toute pro-
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|-

d-1 2jiN/2 €2d N/2
mN(AV) < ¥ 2(1-3——) =~ 2d (1-——) <

-0 4 4

en usant des hypotheses sur d, N, €.

Il en résulte que si

alors

1 ) 3 1
HWVH] = IA 5 "2 = j § "1 4

Pour tout i=1,...,d et vEG soit @t la fonction Wv considérée comme

N 9
élément de la i-eme composante L1(GN) dans la somme directe X. Donc

w(9l) = 0
Vv
1
peol) =y (x,)
i i i 1
vl) = el (ol) = 2 (e -1 (e ) .

€

Supposons P une projection de ﬂ1(d)GBYG)X sur R. On peut alors considérer
1'opérateur Q::A;1P de ﬁ1(d)&3YG§X dans X. Par un résultat bien connu

concernant les opérateurs entre espaces Ll, on trouve
i i | i
f m?x % l@vl = f m?x % |QA€(¢V)’ < Q]| f m?x % |A€(@v)|

Par symétrie, 2 l@t' est la fonction constante T IWVI- D'autre part
v v

. i
J max % IAE(@v)l =
1 \V

[ max g lwv(xi)l dx, ... dx

[ s - _
J max = +a | % ly, -1,y )1 dmy =

d
J % IWVI dmN-+J % 'ev-TCd(ev)l dmy -

Puisque ||Q|| =24 ||P]|[, on obtient 1'estimation

a % Iy, I amy = 24 ||P|| {[ % Ly, I dmy + 2N+ 1}

d' ou
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Ceci termine la démonstration du théoreme 1.

Remarques
1) Suivant L. Dor, on définit de la fa¢on suivante les modules

d'intégrabilité locale et uniforme pour E sous-espace de L1(u)

a(E,p) = sup{a(f,p); f€E}
ou
alf,p) = inf{p(a); [ Il an=ze £}

A
et

1

B(E,p) = inf{n(a); [ Ifl ap=p HfH1 pour tout f¢€ E}
A

En usant des techniques exposées plus haut, on peut démontrer le résultat

suivant

[Lemme 6 : Il existe une suite (En) de sous-espace de L1 et des cons-

tantes ¢> 0 et C<x, telles que

1. A(E_, 4Y(aim E)) < C
n n

2. lim a(En,c) =0 .
n—o

3. pour tout p >0 inf B(En,p) >0 .

. . . . 1 1
L. Dor avait remarqué que ceci mene a un sous-espace £ de L

non complémenté.

2) On obtient de la méme maniere pour 1< p< 2 des sous-espaces ﬂg
de L? ma1 complémentés (en fait, il s'agit des mémes espaces du point de

vue linéaire).

3) Le contre-exemple décrit ci-dessus laisse les deux questions
suivantes ouvertes
1. Quel est le supremum des A< tels que pour tout isomorphisme
T: L1(u)-*L1(v) a image R, la condition ||T|| HT_lH.SK entraine la complé-
mentation de R ?

2. Pour A <> et d fixés, posons

p(A,d) = sup{p(E) ; E sl ,dim E=d et A(E,z1(d))sx}
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ou p(E) - inf{||P||;P: Lor projection |

On ne semble pas avoir de bonnes estimations pour p(:.d). Est-il viai
que

Lo

lim 2CLd)
d-w v d

0 pour tout * <

4) On peut démontrer [2] que pour tout A<= il existe une constante
c~” 0 telle que tout sous-espace fini-dimensionnel E de L1 vérifiant une
des conditions

(a) A(E,4 ' (dim B)) <2

(b) p(E) <

. -1
possede un sous-espacc F pour lequel dim F=c dim E, A(F,ﬁ1(dim F)) < c

et p(F) - .
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