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INTRODUCTION

Soient X, Y, Z trois espaces de Banach et soit T un opérateur
de X dans Z. Notons FY(T) la "norme'" de factorisation de T par Y, c'est-

a-dire

Fy(T) = inf{[|]l ||B]]]

ou 1'infimum porte sur toutes les factorisations possibles X-Ji>Y Ji?Z
avec T = BA. Récemment, Benyamini et Gordon [1] ont donné une formule
permettant de majorer FY(T) dans un cadre tres général, en utilisant des
matrices aléatoires pour factoriser 1'opérateur T (en somme, on obtient
souvent une bonne factorisation en choisissant A et B au hasard !).

Nous exposons ici 1'inégalité principale de [1], ainsi que
quelques illustrations. Le lecteur trouvera de plus nombreuses applica-

tions dans 1l'article [1].

§ 1. INEGALITES SUR LES MATRICES ALEATOIRES.

Dans toute la suite, on notera {gijl i, J€ N} une collection
(indexée par IN x IN) de variables aléatoires gaussiennes réelles indépen-
dantes équidistribuées, normalisées de sorte gue E)lgijlzz 1. On notera
aussi {gil i € N} une suite de variables gaussiennes comme précédemment
mais cette fois indexée par IN. Pour toute suite finie (xi)i<n dans un

espace de Banach, on pose
n n 5
ey(x,) = sup{[|T o« XiHI z lail <1} .
1 1
Rappelons tout d'abord 1'inégalité suivante découverte par
S. Chevet et qui est extrémement utile pour estimer la norme des tenseurs

aléatoires gaussiens :

"Théoreme 1.1 ([8], exposé 19) : Soient E, F deux espaces de Banach,

soient (e.), et (f.). des éléments de E et F respectivement. On a
i’i<n j’ j<m
alors
n m _

A j
| (1.1) 5= E[ =z .Zg..ei®fjHE® psV2A
i=1 j=1 €
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ou 1'on a posé
A = €2(ei) ]EllZ}g:i fjH+ 52(fj) ]EHZgi ei|| .
C'est le coté droit de (1.1) qui nous servira ci-dessous. La dé-

monstration de (1.1) est une application tres simple d'une variante d'un

lemme dont la version originale est due a Slepian.

Notations : Soit n un entier. Soit A une matrice nxn. On ﬁote
[a] = (A" a)V/2
Al = tr [al
et [All, = (tr PSR

de meme, on note HAHoo la norme de A en tant qu'opérateur sur ﬁﬁ.
On note U" = (u?.) .. une matrice aléatoire orthogonale,
ij 1<i, j<n
uni formément distribuée sur le groupe orthogonal O(n) (i.e. la loi de
U" n'est autre que la mesure de Haar normalisée sur O(n)).

n . , . . PP
On note G~ la matrice aleatoire gaussienne definie par

n -1/2
G = (n €ij’1<i, j<n

« N . . ’ b ’ ’
Donnons une premiere application du théoreme precédent.

[Lemme 1.2 : 11 existe des constantes C1, C2 et 8> 0 (indépendantes de n)
telles que
(1.2) LT <E|" sc
C © 2
1
n
(1.3) én s E ]|, sn .
Démonstration : (Signalons qu'il existe une démonstration directe élé-

mentaire de (1.2) a partir du lemme 3.3 ci-dessous.) L'inégalité (1.2)
résulte immédiatement de (1.1) avec E= Fo42 ; on trouve C_ = 2/JE et

1 2 ~
D'autre part, il est facile de voir (puisque E)lgijlz %-) que 1'on a

fom e, - Bz el )2 s 2

v
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d' ou E]HGHHZ > (2n/7t)1/2

On a donc

1/2 | 1/2
(20/0) % < B [l6"|, < ® (6", )2 < (6™, ® (6" )"
< (B[], . 2V2) /2
a' on E|d, = n(xy2)™"

ce qui prouve (1.3) avec &= (= VEBnl (1'autre coté de (1.3) est facile).
Nous aurons aussi besoin de 1'inégalité suivante qui permet de

comparer les matrices aléatoires gaussiennes avec les matrices aléatoires

orthogonales (1'intéret est que 1'inverse d'une matrice orthogonale ou

unitaire est plus facile a déterminer que celui d'une matrice gaussienne !)

2

Proposition 1.3 [6] : Soit n un entier. Soit f: R" - R une fonction
convexe. On a

E £(6") > Ef(s6 U")
ou 5 est un nombre réel tel que
¥ neN, 5B 285>0 .
Démonstration : L'idée de la démonstration est de traiter U" comme
une variable de Bernoulli (Un est "unimodulaire'"...). En effet, si 1'on

fait la décomposition polaire de Gn, alors la partie unitaire de G" est
distribuée comme U" ; de plus, on vérifie aisément qu'elle est indépen-
dante de la variable |G"]. Précisément, si 1'on suppose que G" et U" sont
indépendantes, alors on peut voir que Uannl a la méme distribution

(comme matrice aléatoire) que U™. On a donc
E f(¢") = E £(u"|c"])
d'ou par convexité (puisque " et 1G"| sont indépendantes)
> Er(u" E lc"])

Or, on peut facilement estimer la matrice E 1c"] : en effet, on peut
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remarquer tout d'abord que IE [G"] est un multiple de 1'identité, car
E |G"| commute avec toute matrice orthogonale V [en effet V-jGnV est
distribué comme Gn, donc V-1 |G"| V est distribué comme lGnl, donc

-1

v IiIgle®™v - Ev V6" v) - E |G"

y cqfd 1.

nl_

On peut donc écrire E |G 5. I" ot I" est la matrice nxn identité.

Prenant la trace des deux membres, on trouve

n 5n - Etr [G"] ’
mais d'apres le lemme précédent, on a

E trlc"| > 6n ¥ nenN ,
d' ou &5 =6 . cqfd .

Le corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 1.4 : Soient p=>1 et (xij) des éléments d'un espace de

Banach arbitraire. On a

n n - -1/2 n
(1.4) E| ¢ ug X, ||p <& P E ||n Togy X, ”p .
ij=1 J J 13:1 J 1]
§ 2. LE PRINCIPAL RESULTAT.
‘Théoréme 2.1 [1] : Soient X, Y,Z trois espaces de Banach. Soient
3* * 3* . . . .
(xi’xi)isn , (yj’yj)jgm e:i (zi’zi)isn trois systemes biorthogonaux [i.e.

tels que, par exemple, <xk,xi> vaut 1 si i=k et O sinon] dans X, Y et Z

respectivement. n
On considere 1'opérateur T: X—=Z défini par T= £ xi<§§>zi . On suppose
i=1
que n<m. On a alors
-1 ¥* 3
(2.1) Fy(T) < Cm™ {e,(x,) E|z gjyj” + ez(yj) El|zg, x|}

#* *
. {sz(yj) E|s giziH + 52(21) ]EHZgjy'j

1}

Eu C est une constante numérique.
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Démonstration : On considere une factorisation aléatoire
(2.2) T =B A
w W
m n m %
avec A = 3% x ui.(u)) X, QY.
R SERE ST 1o
m n
m *
B = 3 s u,.(w) y.®z, .
w521 4=1 M o1

On vérifie aisément quel'orthogonalité de U™ entraine (2.2). On a donc
1/2,2
Fy(T) < {E([[a || [|B D77}
< ma s

d'ou d'apres le corollaire 1.4

-2 -1

¥*
<6 m Elx %jx ®yHEW2 8i5 Y522l

ij ij
et on conclut donc (avec c=26"2) par le théoreme 1.1.

En particulier, on a :

[Corollaire 2.2 : Soit (Y ' Y. ) un systéme biorthogonal dans un espace

J JSm
de Banach Y. Si n<m, alors l1'identité de ,ﬁ (notée Id 2) vérifie
)
n
I 3* *
Fo(Td ) < % (B2 g.y.]|+Vn e (y.))(E|Z gy +vn e (50) .
v 1z eyl (¥ 1= &5l (¥

22 n
n

Remarque 2.3 : Supposons que n=m dans le théoreme 2.1 ; il est alors

facile de vérifier que 1'on a pour tout w :

N DI S yiezl

"
< e (z,) e (y.) .
1<i, j<n 2 i 273

Y'® Z
On a donc aussi

3#*
(2.3) Fy(T) < E)HAwH e5(z,) sz(yj)

(s(x )EHZg y1|+e (y ) EHZg x‘“ ey(z.) . e (y )

Jn

ou K est une constante numérique.
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§ 3. APPLICATIONS.

Les applications du théoreme précédent sont nombreuses et
variées. Nous allons nous contenter de considérer ici le cas n=m ;
dans ce cas, on peut retrouver la plupart des estimations connues de
la distance entre deux espaces de Banach X, Z de dimension n. Rappelons

que d(X,Z) est définie de la maniere suivante
a(x,z) = intf|7]| 7Y

ou 1'infimum porte sur tous les isomorphismes T de X sur Z.

(Le lecteur notera que c'est en fait Logd qui se comporte comme une dis-
tance !)

Rappelons qu'un résultat classique di a F. John (cf. e.g. [9] exposé X,
corollaire 1.1) assure que d(X,ﬂi):sJ;-pour tout espace X de dimension n.
Ce résultat a été le point de départ de toute une série de travaux dont
le but est de déterminer le d-diametre de 1'ensemble des espaces de
Banach de dimension n. En particulier, le probleme suivant est toujours

ouvert :
Probleme : Soit d_ 1le nombre
d_ = sup{d(E,F) | E,F Banach, dim E=dim F=n} |,

est-il vrai que sup n_l/2 dn<iw ?
n

Le résultat de F. John déja mentionné entraine seulement dnSlh
c'est malheureusement la seule majoration connue de d(E,F) sans hypothese
sur E ou F. Par contre, dans de tres nombreux cas concrets, on a pu vé-
rifier que d(E,F) < (dim E)1/2. Nous allons retrouver certains de ces
résultats comme conséquences du théoreme 2.1.

Signalons que 1'on sait seulement depuis peu que
sup n_1/2 dn3>1 ; en effet (cf. [6])), on a d, = 3/2?>VG; !

Soient (an), (bn) deux suites de réels positifs ; on notera

simplement an«»bn pour signifier qu'il existe une constante A telle que

b <a <AbD

1
¥nc N % Pn < 2, n

Théoreme 3.1 [4] : Si 1<ps<2<q<®, on a

P 4q o} 1 1 1 1
d(ﬁn,ﬁn) ~ n avec oc:max(B_-z- , E-E) .
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Démonstration : Il suffit d'appliquer le théoreme 2.1 avec X= Zz‘zg et
Yzlzﬁ, et en prenant pour systemes biorthogonaux les bases naturelles

de ces espaces.

Remarque : On démontre classiquement en utilisant les matrices de Hada-
1, ,

mard que d(ﬂn,ﬂn) SV:: mais on ne retrouve apparemment pas ce résultat

a partir du théoreme 2.1, (ce dernier introduit un facteur logarithmique

superflu).
*
* %

Récemment, N. Tomczak-Jaegermann a démontré un analogue non

commutatif du théoreme précédent pour 1'espace cﬁ, c'est-a-dire 1'espace

des matrices nxn munies de la norme
1
Al = (tr [alP)V/P
p
On a vu au lemme 1.2 que
EJHGan ~ n1/p si p=1, 2 et =« .

I1 est facile de voir (en interpolant) que 1'on a le méme résultat pour

tout p avec 1< p< .

Par conséquent, si 1'on note (ei@>ej) la base canonique de Cg’ on a
1.1
p 2
E .. e.®e. ~ N
Iz g;5 e;@esll
1]
et d'autre part, on voit facilement que
11
nP 2 si ps2
82(ei®ej) =
1 si p=22

En reportant ces estimations dans 1'inégalité (2.1), on obtient alors

immédiatement

Théoreme 3.2 [7] : Si 1<sps<s2<q<o,

o=
o=
1
02| =
——

d(cg,cg) ~ n% avec a::max:{

o | =
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Remarque : Dans les deux résultats précédents, la minoration de la dis-
tance par n® est facile, c'est la majoration, plus délicate, qui résulte

de (2.1).
#*
* ¥

Estimer la moyenne de la norme d'une variable gaussienne revient
a estimer 1'intégrale du supremum d'une famille de variables gaussiennes
réelles. Le lemme élémentaire (et bien connu) ci-dessous est donc fort
utile, il résulte du comportement a 1'infini de la distribution des varia-
bles gaussiennes.

-
Lemme 3.3 : Soient Z --,Zn des variables gaussiennes (non nécessaire-

17"
ment indépendantes ou normalisées). On a

Esup |2, ] < C'(Log(N+1))1/2 sup (E)lZ.lz)l/z
isN 1! i<N !

L?ﬁ C' est une constante numérique.

[ee]

N
une suite finie d'éléments de F. Le lemme précédent montre que l'on a

Soit alors F un sous-espace de dimension n de 4 et soit (yj)

1/2
(3.1) E|Z g. y.|| < C'(Log(N+1)) e (y.) .
Iz & ¥l g (¥
On en déduit alors le

Théoreme 3.4 [2] : Soient E, F deux sous-espaces de dimension n de

1'espace 2;. On a :
d(E',F) < KC' (Log(N+ 1)) Y20 .

Démonstration : Puisque d(E',ﬁi):;J; et d(F,ﬁﬁ):sJ;; on peut trouver

.

o : * ' '
des systemes biorthogonaux (xi,xi)iSn dans E' xE et (yj,yJ j<p 92ns FxF
tels que

* *
(3.2) e (x;)ey(x;) <4n et ep(v,)ey(y)) < Jn .

En appliquant (3.1) a E au lieu de F, on trouve

(3.3) E|z g, x?” < ¢' (Log(N+ 1)) /2 sz(x?) .
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Par conséquent, si 1'on applique la remarque 2.3 dans le cas X=Z=E',
3* #*

(zi,zi)z (xi,xi), Y=F, et T=1dy, , on trouve simplement (en utilisant

(3.1) et (3.3))

d(E',F) < %ﬁ; (Log(N-4L1))1/2 sz(xi) ez(xi) Ez(yj) €2(y§)
Vn

soit, d'apres (3.2) : < KC' (Log(N+1))1/2 vn . cqfd.

Remarque : On peut considérer le résultat précédent comme une ex-
tension de 1l'estimation générale d(E',F) <n (que nous avons signalée ci-
dessus) ; en effet, quand E et F sont arbitraires, on peut prendre en gé-

néral N= 2" et on retrouve le méme ordre de grandeur pour d(E',F).
*
* 3%

On peut aussi estimer d(E',F) (a 1'aide de la remarque 2.3)
en supposant que E et F ont des constantes de type 2 fixées indépendamment
de n. Cette situation correspond au cas ou E' et F sont '"de part et
d'autre de ﬂ2", elle généralise le cas E':-ZE et F::ﬁg avec
1<p<2<q<=™.

La constante de type 2 d'un espace de Banach X -notée T2(X)—
est définie comme la plus petite constante A telle que :
¥ n, ¥-{x1,...,xn}(:X on a
I°

2 2
E|xs g; xgll” = A"z HxiH .

2 ,
i “ s soi : [I') [} s o s .
Soit {x1, ,xn}C:X, et soit u(x.) X n 1'operateur defini par
£ , - . , s e s . S
¥ EEX', u(xi)(g) (g(xi))iSn I1 n'est pas difficile de voir (en utili
sant la factorisation de Pietsch de u(x ) et l'invariance par rotation

des mesures gaussiennes) que 1l'on a :

2,1/2
(3.4) (E ||z &, xi” ) / = TZ(X) n2(u(xi)) )

Pour plus de détails, cf. [3].

Avec ces précisions, nous pouvons maintenant dériver le

[Théoreme 3.5 [2], [1] : Soient E, F deux espaces de Banach de dimension

On a alors

A(B',F) < K(T,(E) + T,(F)) Vn
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ou K est une constante numérique.

Démonstration : On va encore appliquer la remarque 2.3 comme pour le

théoreme précédent. Puisque n2(IdE,)= n2(IdF,) =VC:, il existe des sys-

. 3*
temes biorthogonaux (xi,xi) dans E' xE et (yj,yj) dans Fx F', tels que

( 52(xi) nz(u x ) < VC:
(xi)

(3.5) { et

#*
\ 52(yJ) nz(U(y.)) Sﬁ .
J
Notons les inégalités triviales
f sz(xi) < n2(u(x*))
i

(3.6) { et

\ ep(yy) = “2(“(yj)) .

D'apres (2.3) et (3.4), on a :

K *
' —_—
a(E',F) s[ (T, (F) nz("(y.)) e5(x;) + T,(E) ny(u ) 62(yj))
n J (Xi)
*
. (sz(xi) sz(yj)) ,
d'ou, d'apres (3.5) et (3.6) :
< K(T,(F) + 7,(8) Vn . cqfd.
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