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PLAN

§ 1. Présentation générale et principaux énoncés.

§ 2. Le cas p ~ 2.

§ 3 Rapports avec l’analyse harmonique.

§ 4. Une généralisation du théorème de Bernstein.

§ 5. Rapports avec les opérateurs sommants et démonstration
du théorème 1.9.

§ 6. Flapports avec les nombres d’approximation.

§ 7. Remarques diverses.

Bibliographie.

Le but de cet exposé est de présenter les conditions lips-
chitziennes classiques, en normes Lp, qui suffisent pour la continui-

té des processus, avec le point de vue plus moderne de l’entropie, tel

qu’il est utilisé dans la théorie des processus gaussiens. (Cf. le théo-

rème de Dudley-Fernique sur la continuité des processus gaussiens sta-

tionnaires [11].)
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§ 1. PRESENTATION GENERALE ET PRINCIPAUX ENONCES.

L’exemple le plus classique d’une telle "condition de Lipschitz"

est le théorème suivant du à Kolmogorov (voir [28] § 35-3, p. 513-519).

Théorème 1.1 : Soit un processus aléatoire. On suppose

qu’il existe et i5&#x3E;0 tels que :

lAlors le processus (X ) t tE[0,1] admet une version à trajectoires continues.

Plus récemment, ce résultat a été raffiné (cf. [17] , [55j ) :

Théorème 1.2 [17J : : Soit P: [0,1]-]R+ une fonction croissante, nulle1 . 

en 0, telle que 
(x) 

est décroissante et telle queen 0, telle que x est décroissante et telle que

Dans ces conditions on a :

r Tout processus (X t)t,[,,li vérifiant :

1 admet nécessairement une version à trajectoires continues.

Nous démontrerons plus loin un résultat plus général que ce

théorème (voir théorème 1.9).

L’intérêt du théorème précédent est qu’il apparait comme le

meileur possible. En effet, on a :

Théorème 1.3 ( ~ 2p~ , ~ 27~ , ~ 24~ ) : Soit p tel que Soit une

fonction croissante, , nulle en 0 et telle que est décroissante.
x

Si Y vérifie (K 
P 
), elle vérifie aussi nécessairement la condition inté-

grale (1p).

La démonstration est donnée au § 3.
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Ce résultat est dû pour p - 2 à Hahn et Klass [20] et pour p &#x3E; 2

à Kôno [27]*. Plus récemment, Ibragimov L24] a traité le cas général :
il donne même un résultat un peu meilleur, et considère le

cas de [0, 1 ] :

Théorème 1.4 [24] : Soit k un entier . Soit p tel que a &#x3E; 0 et

soit [0,l]-~1~ une fonction croissante concave.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

r Tout processus tel que

1 

~admet une version à trajectoires lipschitziennes d’ordre a.

Comme on le verra dans la suite (§ 3, 4) ces énoncés sont très

étroitement liés à des théorèmes d’analyse harmonique et de théorie de

l’approximation des fonctions dus à Bernstein et Stetchkine et remontant

aux années 50 (cf. [261, p. 13 à 15).

Le lecteur notera aussi le lien évident avec les théorèmes de

Sobolev.

Le théorème de Dudley-Fernique mentionné au début de l’exposé
est le suivant :

Soit (xt) tE R k un processus gaussien stationnaire. On définit

un écart dX (ou une pseudo-métrique) associé à X, de la manière suivante

Soit e&#x3E;0, on note N (s) le plus petit nombre de boules de rayon c pour, X 
lr

la pseudo-métrique d X qui suffisent à recouvrir [0,1] .

*

Ibragimov dans [24J m’attribue le cas p&#x3E;2. En effet, à l’époque où
j’ai rencontré Ibragimov, j’ignorais la référence [27] que m’a signalée
M. Hahn ; cette dernière m’a aussi informé que M. Klass et elle-même
avaient remarqué (non publié) la validité du théorème 1.3 pour p&#x3E; 2.
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Dans ces conditions, (Xt) tE:R k 
admet une version à trajectoires continues

si et seulement si la condition d’entropie

est vérifiée. (cf. [9] pour la partie "si" et [11J pour la partie "seo-

lement si".)

Bien que ce théorème soit énoncé (pour des raisons historiques)

pour des processus indexés par , il s’étend sans difficulté au cas

de processus gaussiens stationnaires (Xt)tEG indexés par un groupe locale-
ment compact abélien et on peut même l’étendre d’ailleurs au cas non

abélien. Pour plus de détails, voir [31].

Remarque 1.5 : Ce théorème qui en apparence s’applique à un processus

et non pas à une classe de processus vérifiant une condition de Lipschitz,

est en fait de même nature que les précédents, en raison du résultat

suivant (cf. [33]) : :

Soit T un ensemble et (X ) t tET un processus gaussien à trajectoires

continues.

Posons d(s t  = y. t s E T.

Alors tout processus gaussien (Yt)tET tel que

admet lui-aussi une version à trajectoires continues.

La démonstration est basée sur un lemme très utile dû à Slepian

(voir [11]).

Nous allons en fait reformuler le théorème de Dudley-Fernique

d’une manière analogue aux théorème 1.1 à 1.4. Pour cela, nous aurons

besoin de notations relatives aux espaces d’Orlicz.

Pour toute fonction : IR+- IR+croissante nulle à l’origine, et pour tout

espace mesuré (0,11), on note l’ensemble des fonctions mesurables

f pour lesquelles il existe c&#x3E; 0 tel que :

On pose alors
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Il est très facile de voir que le théorème de Dudley (i.e. la condition

d’entropie est suffisante pour la continuité) s’étend à des processus ni

gaussiens, ni stationnaires.

On a, par exemple, le théorème suivant qui est bien connu des spécialis-

tes ; on peut le démontrer essentiellement comme le théorème de Dudley

(voir la démonstration de [8 J) ; on peut aussi l’obtenir comme corollai-

re d’un théorème de Preston [ô9j.

Théorème 1.6 : Soit T un espace compact et soit d une pseudo-métrique
sur T. On suppose que l’application d: 

+ 
est continue sur T x T.

Soit a tel que 

On pose BjI (x)=exp ·

a +

On définit N d(T,c) comme le plus petit nombre de d-boules ouver-

tes de rayon E suffisant à recouvrir T.

Alors la condition

implique la propriété suivante :

admet une version à trajectoires continues.

Remarque 1.7 : Les hypothèses faites sur T sont dictées par la pratique.

En réalité, si T est un ensemble muni d’une pseudo-métrique d, on peut
- ,-

passer à l’espace compact (T,d) obtenu par passage au quotient puis com-

plétion (car la condition Ea implique elle

entrai ne donc que T est précompact).
Il est clair que l’on a alors

"-’ "-’

et de plus (T,d) vérifie K. ssi (T,d) vérifie aussi K (x .

 ’a
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On est ainsi toujours ramené au cas de T métrique et compact.
Le théorème 1.6 admet une réciproque.

Pour plus de généralité, soit un espace de probabilité standard

(par exemple l’intervalle de Lebesgue).

,j, 

Nous allons utiliser l’existence d’un sous-espace noté A 
a 

de

i somorphe à un Hilbert et possédant de plus la propriété
suivante :

Dans le cas gaussien ( i . e. a = 2) on peut prendre pour A 2 le sous-espace

engendré par une suite de variables gaussiennes indépendantes (g ) norma-

t 
n

lisée dans L 2 (de sorte que l’on peut prendre x. 1 = g. 1 dans la propriété

ci-dessus).

Soit (c ) une suite de variables de Bernoulli indépendante de la suite
n

(gn).
Pour le cas général, on peut poser

et prendre pour A 
a 

le sous-espace engendré par (x n 1 dans L 

Le lecteur vérifiera aisément les propriétés voulues.

Dans le cas particulier où 2/a est égal à un entier n, on peut prendre

pour Â2/n le n-ième chaos de Wiener construit à partir de la suite

n

Dans toute la suite de cet exposé nous dirons que (T,d) est

hilbertien s’il existe une partie T’ d’un espace de Hilbert H et une appli-

cation w: T-T’ telle que

On dit qu’une application X: T- H est une contraction si
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On utilisera le théorème classique suivant :

Théorème d’extension (cf. [43J, p. 48 ) : Soit (T,d) un espace pseudo-

métrique hilbertien et soit S une partie de T.

Alors toute contraction X : S-~ H s’étend un contraction X: T-H.

Nous pouvons maintenant énoncer une généralisation (facile) du

théorème de Dudley-Fernique :

Théorème 1.8 : Soit a avec 0a~2. Soit G un groupe localement compact.

Soit d une pseudo-métrique hilbertienne sur G. On suppose de plus que d

est "stationnaire" au sens suivant :

Soit K une partie compacte d’intérieur non vide de G. Enfin, soit A 
a 

un

espace ayant les propriétés ci-dessus.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) tout processus ttÉG° vérifiant :

admet une version à trajectoires continues.

(2) Tout processus (X t)tc(ic Aaet vérifiant (3) admet une version

à trajectoires continues.

Indications sur la démonstration : Compte-tenu de ce qui précède, il

suffit de montrer que (2) ~ (3). Pour cela, on imite la démonstration de

Fernique [ 11] pour le cas a= 2.

Ce dernier construit une sous-partie S c K qui rossède deux propriétés :
d’une part S "porte" l’entropie de K de sorte que la condition

est équivalente à (3) ; et d’autre part, (S,d) a une structure d’arbre

qui permet de voir très facilement en utilisant (G ) que (4) est vérifiée
a

si et seulement si toute contraction X: définit un processus

à trajectoires majorées sur S. Il ’nous suffit alors d’utiliser le théo-

rème d’extension ci-dessus pour conclure que (2) ~ (3).
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Nous pouvons maintenant préciser l’ orientation de notre étude :

nous allons nous intéresser aux généralisations possibles des théorèmes

0.6 et 0.8 dans le cas où la fonction exp x0152 - 1 est remplacée par une

fonction puissance de la forme xp.
On va démontrer en particulier le

Théorème 1.9 : : Soit (T,d) comme au théorème 1. fi. Soit p tel que 

Supposons que l’on a :

On a alors

~ 
admet une version à trajectoires continues.

On a donc a fortiori

admet une version à trajectoires continues.

Ce théorème sera démontré au § 5.

On peut compléter le théorème précédent à l’aide de la propo-

sition suivante.

Proposition 1.10 : Si (resp. est vérifiée, alors il existe

une constante C telle que tout processus (Xt)tET vérifiant (1.1) (resp.
(~.2)) vérifie nécessairement :

Démonstration (esquisse) : Montrons-le par exemple pour h(p) : on peut
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supposer que (Xt)tET est symétrique. On va tout d’abord montrer que si

(X ) vérifie (1.2), on a : lE sup I 1. En effet,t 
t,s 

t ~’

soit (Xn) une suite de copies indépendantes de (X ) et soit (a )
t t tET n n

des scalaires tels que 1 la (1. Posons
n

00 

n 

’

Le processus St=.¿ a Xn vérifie (1.2) donc sup p. s. ,t 
1=1 t,s 

t s

ce qui entrai ne sup 1 p. s. , et comme cela est vrai quel que
n

soit la suite sommable (a n), on doit avoir

Soit l’espace de probabilité sur lequel (X ) est défini.
t

Fixons r  1, et soit Z une variable aléatoire positive telle que E Z = 1.

Soit Q la probabilité sur Q définie par dQ = Z . dlP . Considérons le pro-

cessus Y t = X t z- 1/p défini sur l’ es p ace de p robabi lité (Q,Q).

Ce processus vérifie (1.2), en effet on a :

on doit donc avoir E sup  00 c’est-à-dire : £
"t.s " 

Comme on a établi (1.3) quel que soit avec lFl Z = 1, il en résulte

que l’on a nécessairement en fait

Nous avons donc montré que la condition (1.2) entraîne il est

alors facile d’en déduire l’existence d’une constante C ayant la proprié-
té annoncée.

La démonstration pour est analogue.

Remarque : -. L’idée d’utiliser un changement de densité dans la démons-

tration précédente est tirée de la théorie des applications radonifiantes.
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Remarque : Soulignons que le théorème 1.9 contient le résultat classi-

que de Kolmogorov (théorème 1.1) et le théorème 1.2.

En effet, dans le cas particulier où T= [0,1] et on

voit facilement que N (T,e)~20132013-201320132013 de sorte que par un changement de
d (P’- 1( F- )

variables, on a :

Malheureusement, je n’ai pas réussi à démontrer (en analogie avec le

théorème 1.8) une réciproque au théorème 1.9. D’où le

Problème : Soit 

Dans le cas particulier où T- K -où K, G, d sont comme au théorème 1.8-

est-il 1 vrai que K(p,oo) (ou même K ( p ) ) entraine 5 .
p

En particulier, est-ce qUe X(2) entraine j2 ?
Je ne serais pas étonné si h(p) et étaient équivalentes

dans ce cas particulier.

§ 2. LE CAS p _ 2 .

L’objet de cette section est la démonstration du théorème

suivant.

Théorème 2.1 : Soit p tel que Soit T un espace compact muni

d’une pseudo-métrique d continue sur TxT. Posons simplement 

(cf. théorème 1.6). On suppose que

Soit alors un processus aléatoire tel que :

On a alors :

(i) (Xt)t E T a une version à trajectoires continues sur T.

où K est une constante numérique.
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où D=sup d. ( s , t ) .
TxT

(iv) De plus, pour toute continue, croissante,

nulle à l’origine et telle que :

1on a :

oÙ K1 est une constante numérique.

Remarque : Le lecteur notera qu’il existe toujours une fonction ~ ayant

les propriétés ci-dessus et vérifiant (2.1), , dès que 1 
o 
N (e) 0 

La démonstration doit paraitre extrêmement facile à un lecteur

familier de la théorie des opérateurs p-sommants et p-radonifiants. En

effet, le point crucial est le fait que la norme p-sommante de l’identité

d’un espace de Banach de dimension n est majorée par n 1/p si 

(Voir aussi sur ce sujet le § 6, remarques 6.3 et 6.4).

Nous avons néanmoins préféré présenter une démonstration élémentaire acces-

sible au lecteur probabiliste. On peut en effet reformuler la propriété
des opérateurs sommants mentionnée ci-dessus, de la manière très simple

suivante :

Lemme 2.2 : Soit (Q,p) un espace mesuré. Soit p tel que 1p£2 et soit

I une famille de fonctions dans LP(O,l1). Supposons que
i 

’

engendre linéairement un sous-espace E de dimension finie de

L~(£1,p). Soit n la dimension de E. On a alors :

(Evidemment, sup IY 1 1 doit ici être pris au sens du treillis de Banach

ici 
~
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Démonstration : Commençons par montrer le cas p= 2.

Dans ce cas, l’espace E admet une base orthonormale (el,...,en) et on

peut développer tout élément Y. , sous la forme

On a donc, par Cauchy-Schwarz :

d’où

Ce qui établit le cas p = 2.

Supposons maintenant que p  2. On pose

On note que donc

Si l’on applique la première partie de la démonstration (cas p= 2), on

trouve :

d’ où

soit en élevant à la puissance 2/p :

Remarque : (i) Il est facile de voir que n 1/p est la plus petite cons-

tante vérifiant la propriété du lemme précédent.
(ii) Le lemme précédent devient faux pour p &#x3E; 2 ; le meileur résultat

possible du même type devient seulement pour p&#x3E; 2 :
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C’est ce qui explique pourquoi la démonstration qui suit ne s’étend pas

au cas p &#x3E; 2.

Démonstration du théorème 2.1 : Notons B(x,b) la boule de centre x et

de rayon b relativement à d. Posons 5 n =2 D et N n =N(ô n ).
On sait qu’il existe, pour chaque n, des points tels que :

J J’A

On peut donc trouver une partition An de T telle que 
J J J n

Posons alors

Remarquons tout de suite que :

Posons On a :

Montrons d’abord (ii). Les points (i) et (iii) en sont des conséquences

immédiates.

Fixons k E lN , on peut écrire :

On peut remarquer que l’on a, d’après (2.2) :
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d’ où ,

Comme le sous-espace engendré par (Xk) t tE T est évidemment de dimension

au plus égale à Nk, on a d’après le lemme 2.2 :

D’autre part, on a d’après (2.3)

de plus, le sous-espace engendré par est de dimension au plus

égale à Nn + N n- 1. On a donc, par le lemme 2.2 :

En reportant (2.5) et (2.6) dans (2.4), on trouve

soit, en comparant avec l’intégrale correspondante :

Cela prouve le résultat annoncé pour k= 1,2,... ; on en déduit

alors facilement le même résultat pour b &#x3E; 0 quelconque.

La démonstration de (iv) est similaire :

donc, si on peut écrire
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Posons

et

D’après les estimations (2.5) et (2.6), on a

et

D’ o ù

D’après (2.?), il est évident que l’on a

on en déduit donc (iv) immédiatement. Ce qui termine la démonstration

du théorème 2.1.

§ 3. RAPPORTS AVEC L’ ANAL’YSE HARMONIQUE.

Consi dérons le tore ’ll’ = m/2nZ .
. ..

Soit et soit un représentant de t . On pose t = t ( 2 - t ) .

L’ application ( t, s) -~ ~ t - s 1 est évi demment une distance, invariante par

translation sur llt . Soit W une fonction continue,croissante, nulle à

l’ origine ,de [0,2n J dans:R . Soit p tel que note 
+ p

l’espace formé fonctions telles que :
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R 1 
. ( x ) ,. 

( t . 1 
.. lf) t )Rappelons que si 201320132013 est décroissante (en particulier si W est concave),PP . 

x 
(en p

alors il existe une fonction sous-additive équivalente à , de sorte que

l’on peut supposer aue est une distance sur G.

On note l’espace des fonctions continues sur TT à séries de Fourier

absolument convergentes.

Le théorème suivant montre que les théorèmes 1.2 et 1.3 sont étroi

tement liés (au moins pour p= 2) à un résultat classique de Bernstein

sur les séries de Fourier absolument convergentes, et à la réciproque

due à Stetchkine :

Théorème 3.1 : 1 Soit ~P: ~0,2Ti]~I~ , croissante, concave, nulle à l’ori-

gine. Les propriétés suivantes de ~P sont équivalentes :

~ vérifie la propriété K2 (cf. théorème 1.2).

L’équivalence ( i ) ~ (iii) est un résultat classique dû à

Bernstein et Stetchkine remontant aux années 50. Pour une démonstration

(en particulier pour voir L26] p. 14 . Avec une méthode sembla-

ble, nous montrerons plus loin (cf. remarque 3.3) que iii)~i). L’implica-

tion iii ) ~ ii) est triviale. Il se trouve que iv) ~ iii ) est très facile :

en effet, soit posons

on a évidemment

pour une constante C ; si l’ on suppose vérifie K2 , alors le pro-

cessus est nécessairement à trajectoires continues, ’ ce qui

entraine évidemment que g(x)= 1 lf’(n)l e inx est elle-même continue, etentraine évi demmen t gue g X ::: ¿ f e est e 1 le-meme conti nue, et
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puisque g(n)20 ¥- n, on doit avoir ’g(n)’=2: soit finalement

f E Ce qui montre que iv) implique iii).

On peut ainsi remarquer que le principal résultat de [20J
(i.e. le théorème 1.3 pour p= 2) peut se déduire des travaux bien moins

récents de Bernstein et Stetchkine. Nous allons d’ailleurs reprendre la

méthode de démonstration indiquée dans [26] p. 14 pour démontrer mainte-

nant le théorème 1.3.

Démonstration du théorème ~.3 : Posons

On montre aisément le lemme élémentaire suivant

rLemme 3.2

où C p est une constante ne dépendant que de p.

Il est clair que l’on peut (en passant à une fonction équivalen-

te) supposer que W est concave sur [0,I].
Posons alors

On a n, puisque Y est concave. On considère la fonction

On va appliquer la propriété K au processus formé des fonctions

translatées de la fonction f, (i.e. f t(w)= f(w + t) ).

Soit t,s$TT ft-s(2 . On peut écrire d’après le lemme

ci-dessus :

d’où (en développant)
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ou C’ est une constante indépendante de N. Puisque 201320132013 , on a
x

20132013&#x3E; x&#x3E;0, , et on c on c lut donc que, , si 2 1 _ 2 N
x

où C" est une constante.

Si l’on suppose que Kp est vérifiée, le processus ft&#x3E;te? doit avoir

une version à trajectoires continues ; évidemment, cela n’est possible

que si f elle-même est la série de Fourier d’une fonction continue ;

comme les coefficients de Fourier de f sont positifs, la série de Fourier

de f doit être absolument convergente, par conséquent, on a :

et on voit aisément, pour finir, que

Cela termine la démonstration puisqu’il est évident que

ssi on a :

Remarque 3.3 : La démonstration précédente montre aussi que si

Lip p alors

§ 4. UNE GENERALISATION DU THEOREME DE BERNSTEIN.

Soit G un groupe compact abélien (le cas non abélien ne pose

pas de problème, voir la remarque 4.4 ci-dessous), et soit 1 son dual.

Soit f E L2(G), on pose
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Pour alléger, on notera souvent w2(t) au lieu de w 2(f,t). Soit m la mesure

de Haar normalisée sur G. On poseV- £&#x3E; 0

La fonction w2 : : croissante et a même distribution sur

l’ intervalle de Lebesgue que la fonction w 2: G muni de la

mesure m. On peu t donc consi dérer w 2 comme une ’’réarrangée croi ssan te" de

la fonction w2«
Notons simplement N (e) le nombre N (G,e) (cf. théorème 1.6).

Il est facile de voir que

par conséquent

un changement de variable évident montre alors que :

On peut maintenant donner une généralisation du théorème de

Bernstein dont le principal intérêt est d’avoir un sens quel que soit

le groupe G, alors que les formulations habituelles sont limitées à

llt ou bien ’H k .

De plus, il existe une constante numérique C telle que :

et telle que

Démonstration D’après (4.1), on a 10 N d( F- )1/2 ; on peut t donc

appliquer le théorème 2.1 au processus où gE L2 (G) est la fonction
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A

définie par g = E Puisque Il gt - g 112S d(t,s) JI- t,sE G,t s ~
le processus ( gt ) doit être à trajectoires continues, ce qui signifie

ici que la foncti on g elle-même est continue. Comme g(y) &#x3E; 0 ~- ~, on

doit avoir 1. c’est-à-dire Z (4.2)

s’obtient aisément à partir de la partie (iii) du théorème 2.1, tandis

eue la partie (ii) entraine :

puisque 1 est indépendant de x.

Nous a llons voir une autre démonstration de (4.2) qui résulte du

"

Lemme 4.2[31]:Soit (a 1) k&#x3E;1 la suite obtenue en réarrangement (et en

énumérant) en décroissant le module des coefficients de f.

On a : V n &#x3E; 1

Démonstration : Soit T: L2(G) ~C(G) l’opérateur de convolution par f,

de sorte que et soit j l’injection de C(G) dans L2(G).
Pour tout opérateur A : X-~ Y entre espaces de Banach on pose a n (A) ~ 
où l’infimum porte sur tous les opérateurs B: X- Y de rang  n. Il est

classique que l’ on ait : V n » 1

(cf, XI.9).

Pour démontrer le lemme 4.2, nous allons minorer

Tout d’ abord, montrons

En effet, par définition et n’après (4.0), il existe t , ... ,tp 
- n 1 n

dans G tels que

Soit alors P la projection orthogonale de L(G) sur le sous-espace de
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dimension  n engendré par (f ) . On pose S=TP. Il est facile de~ 

J &#x3E;

vérifier à partir de (4.5) que 1lion a W2()’ donc

Dans une deuxième étape, on va majorer la norme de Hilbert-Schmidt de

j(T - S) :

(le lecteur familier de la théorie des opérateurs sommants doit trouver

ce fait évident).

Montrons- le : L’inégalité (4.6) revient à montrer

Or, on a :

~ est alors évidente. Enfin

dans une troisième étape, on va voir que

si rang S:::; n..

Pour cela, on utilise l’identité suivante valable pour tout opérateur
A : L2 _L2 : i L2 - L :

(cf. [10] XI.9).
Posons jT = B. On a : j(T - S) = B(I - P) d’ où
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or on a a (BP) = 0 si k &#x3E; n puisque rang et  ak(B) -V- k.

Par conséquent :

Ce qui établit (4.8).

On peut donc achever la démonstration en combinant (4.8) et (4.6) puisque

 «

Remarque : : Nous pouvons donner une seconde démonstration de (4.2) à’

partir du lemme précédent. En effet

donc cela entraine

or il est bien connu (et vérifiable aisément) que pour une suite (a ) d-
-11 k

croissante cette dernière condition entraîne Z a ’Ir  - donc Z 1 f(y) 1  00 .
k

L’inégalité (4.2) elle-même s’obtient alors par un calcul simple.

Notons L (G) l’espace des fonctions f mesurables sur G et telles que

Soit on pose w . On définit w de ma-
t 

nière analogue à w0(t).
-

On peut généraliser le théorème 4.1 de la manière suivante :

Théorème 4. 3 : Soit p tel que 1  p  2 et soit f E Il existe une

constante C 
p 

(ne dépendant que de p) telle que : :

, 
A 

,

Démonstrati on : On sait que la transformation de Fourier f- f est bornée

de L (G) 1. On peut donc écrire :
p p

5&#x3E;0 est une constante et

un i-iarrangement do de sorte que 1 Posons :
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On peut écrire :

On vérifie élémentairement qu’il existe une constante numérique ô &#x3E;0
telle que :

On a donc :

n

avec S "

n 
1 

k

Il en résulte immédiatement :

Supposons que n est pair, soit n= 2m, et appliquons la dernière inégalité

pour t = 1 ~ on trouve d’après ( 4.4 ) : 2w (S 1 ) ~ m1~2 d’ où :p 
m 

p 2 2m ’ m ’

où b2 &#x3E; 0 est une constante.
On a donc

où 531 ô4, etc. sont des constantes positives. Comme il n’est pas diffi-

cile de vérifier, par ailleurs, que l’on a :
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on obtient finalement (4.9) . cqfd.

Remarque 4.4 : Le théorème 4.1 reste valable pour un groupe G compact

non abélien. Dans ce cas, le groupe dual 1 est remplacé par l’ensemble
des classes des représentations unitaires irréductibles de G. Les coeffi-

A
cients de Fourier sont alors des opérateurs : :

où Ui est une représentations unitaire de la classe définie par i.

L’inégalité (4.2) devient dans ce cadre :

On peut aussi étendre le théorème 4.3 en suivant essentielle-

ment la même démonstration.

Remarque 4.5 : Supposons G non discret. Il résulte d’inégalités classi-

ques sur les réarrangements (cf. e.g. L5 ’ § 13 ) que pour toute fonction

décroissante y: [0,1 J E et pour toute fonction cy : G, IR+ . on a :
+ +

où l’ infimum porte sur toutes les fonctions B: G-R + ayant même distri-
bution (relativement à m) que y (relativement à la mesure de Lebesgue

normalisé sur soit A(X) l’ensemble de ces fonctions 7~.

~~p. . On a en p articulier :

Remarque 4.6 : Les théorèmes 4.1 et 4.3 améliorent certains résultats

relativement récents de A. Garsia (cf. Li3l th. 1.6) : d’une part, nous

pouvons énoncer ce résultat sur un groupe compact quelconque (indépendam-
ment des questions de dimension du groupe) d’autre part nous avons le

résultat avec au lieu de LP.

Indiquons brièvement comment déduire le théorème 1.6 de tl3j
des résultats précédents : on considère le cas où G= llt , et on remarque

que la fonction le p : 
+ 

définie par B (t)=(2t!)’ 1p (où ltl est
P + P

défini au début du § 3) a la même distribution que X . . On a donc d’après’ 

P
(4.10),
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soit finalement

où C’ p ne dépend que de p.

Posons uu ( f , t ) -= ’1 ft - rll p ; on a évi demment

les inégalités (4.11) et (4.9) entraînent

ce qui constitue le théorème 1-6 de L13].
On peut aussi dériver le cas de G= ’Ek qui est traité dans [36J- D’autre

part, les théorèmes 2.1 et 1.9 permettent d’obtenir les théorèmes 1.3,

1.4 et 1.5 de [l3], ainsi que le théorème 1.2 mais celui-là seulement

pour 2.

Revenons au cas de G quelconque ; soit A p (G) l’espace formé des fonctions

C(G) qui s’écrivent sous la forme

on munit cet espace de la norme 1 où l’infimum

porte sur toutes les représentations de f. Cet espace est classiquement

identifié à un prédual de l’espace M (G) formé des opérateurs de convo-

lution bornés sur LP(G). 
P

Le théorème 1.9 a pour conséquence immédiate :

Théorème 4.7 : Soit p tel que et soit fE LP(G) telle que

Alors f est dans A (G) et l’on a :
P
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où C" est une constante ne dépendant que de p.

Démonstration (esquisse) : Signalons tout d’abord que pour p2, le

résultat précédent est plus faible que le théorème 4.3. Posons encore

soit T e M n (G) de norme  1, de sorte que l’on a

L’hypothèse du théorème 4.7 signifie

que par conséquent (cf. théorème 1.9) le processus

(T( ft»t= (T(f)t)t doit être à trajectoires continues. Il en résulte que

T(f) est nécessairement elle-même une fonction continue, et cela

pour tout T dans la boule unité cela n’est possible que si

f est dans A (G).
p

Le lecteur vérifiera aisément (4.12).

D’autre part, signalons que nous aurions pu obtenir un résultat analogue

avec en considérant les multiplicateurs sur cela

aussi est laissé au lecteur.

Remarque 4.8 : On pourrait aussi démontrer le théorème 4.3 en se basant

sur les résultats de L38J. En effet avec les notations de cet article,

la condition dt entraine (voir § 6) que les nombres

1 1
de Weyl de l’opérateur T: de convolution par f sont dans

; comme on peut vérifier que les nombres de Weyl de l’injection
p’ 1 p’ CD

a, : C L ’ sont (pour p’ &#x3E; 2 ) dans ae ’,on trouve que les nombres

de Weyl (et donc d’après [38J les valeurs propres) de aT sont sommables,

d’où le théorème 4.3 puisque les valeurs proprés de aT ne sont autres que

les coefficients de Fourier de f.

§ 5. RAPPORTS AVEC LES OPERATEURS SOMMANTS ET DEMONSTRATION DU THEOREME 1.9.

Rappelons tout d’abord qu’un opérateur u: X- Y entre espaces de

Banach est dit p-sommant (0poo) s’il existe une constante X telle cue 1

-V- n ~- on a
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On note IT p (u) la plus petite constante À vérifiant cette propriété.
Etant donné un espace métrique (ou pseudo-métrique) (T,d), on définit

l’espace de Banach Lip(T,d) comme l’espace des fonctions f: T-4l pour

lesquelles il existe une constante À telle que :

on note ilflilip la plus petite constante 1B vérifiant cette propriété ;

l’espace Lip(T,d) muni de cette norme est évidemment un espace de Banach

continûment injecté dans C(T).

On note jd : Lip(T,d)- C(T) l’injection naturelle de Lip(T,d) dans C(T).

Pour toute v.a. Z, on pose

Rappelons que, pour la fonctionnelle Z-.A p (Z) est équivalente

à une norme sur l’espace des variables où elle est finie. 
*

Dans le cas p &#x3E; 2, nous ne savons pas obtenir un résultat aussi

complet que celui du § 2 ; nous avons besoin de recourir, pour p &#x3E; 2, à

la théorie des opérateurs p-radonifiants (cf. [41]), et pour à

la théorie des opérateurs !1 p -radonifiants (cf.[ 1]). Donnons quelques

mots d’explication pour le lecteur qui n’est pas familier de cette théo-

rie :

Nous utilisons cette théorie uniquement pour vérifier la continuité p.s.

des processus considérés ; en effet, les arguments ci-dessous montrent

seulement que les processus vérifiant les conditions de Lipschitz habi-

tuelles sont bornés p.s. Nous avons alors recours à la théorie des opéra-

teurs sommants et radonifiants, car cette théorie permet (grâce à un théo-

rème de factorisation de Pietsch) de se ramener au cas où l’espace C(T)

est remplacé par un espace réflexif, auquel cas "borné" et "continu"

p.s. reviennnent au même.(Nous indiquons aussi au § 7 une démonstration

n’utilisant pas cette théorie.)

Posons

Le point essentiel de la démonstration est le lemme suivant :
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Lemme 5.1 : : Il existe des constantes C’ et Cft ne dépendant que de p,
p p

telles que : :

Pour tout espace métrique fini (T,d) et pour tout processus (Xt)tET ’ ,
on a :

Nous aurons besoin de quelques notations techniques :

Soit (T,d) un espace métrique fini. On pose

On pose

Noter que bN ¿ D, de sorte que Nd(ÓN) = 1 ; d’autre part N =card (T).

Soient ~’, A" deux partitions de T, nous dirons que ~’ est moins fine

que A", (ou plus grossière) et nous noterons L%" si tout élément de

A" est inclus dans un élément de fj’.

Soit A une partie de T, on notera diam(A) le diamètre de A relativement

à d, i.e. :

Soit 6 une partition de T. On pose

est appelé le "pas" 

La clé de la démonstration du lemme 5.1 est le
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Lemme 5.2 : Avec les notations précédentes, il existe une famille

de partiti ons A 0  ~ 1 ’ ’ ’ ’ moins en moins fines, telles que : :

¥- j = O,1,...,N

où K est une constante numérique, et

Démonstrati on : Il est clair que l’on peut trouver des partitions

T telles que Tt ( ’. ) 2 c:Ç Ni 1 et telles que
J J- J J J J

Q’ 0 est la partition triviale de T en singletons. On va montrer que l’on

peut modifier les partitions (6) pour obtenir de partitions emboités
J

(Ô . ) , ayant encore essentiellement les mêmes propriétés que (à’. ).
J J

On va construire (6.) par récurrence :

 k+1On pose Àk= 2 6k+ 2 2 6k-1 + ... + 2 k+1 60 ¥- k¿O ; remarquons que

?~k K où K est une constante numérique.
On pose - Soit j un entier ¿ 0. Supposons que l’on a construit

des partitions que :
J J-1 0 

On va construire une partition 6. 1 6. et telle que :j+i r J

Pour cela, à toute partie ACT appartenant à à’, associons la partie
J+l

[AJ définie de la manière suivante :

(lA] est le plus petit ensemble contenant A et appartenant à l’algèbre
booléenne engendrée par la partition 

J
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La collection est alors un recouvrement de T formé
j+1 J+

d’ensembles appartenant à l’algèbre engendrée par 8. ; en remplaçant
j

chaque élément de par une sous-partie convenable, on peut donc
J+

former une partition de T, notée A. , formée d’ensembles appartenant
j+1

à l’algèbre engendrée par A.. On a alors :
J

vu l’hypothèse de récurrence, la dernière ligne entraîne :

par conséquent, vérifie la récurrence à l’ordre j+1, ce qui termi-
j+1

ne la démonstration par récurrence sur j.

C’est le lemme (trivial) ci-dessous qui jouera un rôle analogue

à celui du lemme 2.2 dans le cas p  2.

Lemme 5.3 : Soient Z1,...,Zn, n variables aléatoires. On a :r 1 n

Démonstration du lemme 5.1 : : On utilise les 

du lemme 5.2.
;

Pour chaque j et chaque partie A E ù on choisit un point A.
J 

On pose alors :
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donc :

On va maintenant évaluer sup :

t 
t

Fixons j, et notons A-A l’application qui fait correspondre à toute par-
tie A de partie A de qui contient A. On peut écrire :

d’ o ù

On a donc

d’ où d’après le lemme 5. 3 :

Par conséquent, d’après (5.3) et d’après le lemme 5.2 on a :

on en déduit immédiatement (5.2), puisque l’on peut écrire :

La démonstration de (5.1) est tout-à-fait similaire.

On déduit immédiatement du lemme 5.1 :

Théorème 5.3 est p-sommant et même

A -sommant et l’ on a :
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Démonstrati on : l’ on considère (xi )in
(ornrne une variable aléatoi re sur muni de la proba-

bi li té uniforme et si l’ on applique (5-2) on trouve, pour toute partie
finie Sc T :

Par continuité, on en déduit que (5.-6) reste valable aussi pour q- =T.

Posons

Comme on a

il résulte immédiatement de (5.6) que :

ce qui établit (5.4).

La démonstration de (5.5) est analogue.

Le lien avec la théorie des opérateurs sommants se fait par

l’intermédiaire de la proposition suivante :

Proposition 5.4 : L’espace métrique (ou pseudo-métrique) (T,d) vérifie

la propriété X(p) (resp. X(p,OJ)) si et seulement si l’ opérateur jd est
p-sommant (resp. A -sommant).

La démonstration est facile à partir du théorème suivant :

Théorème 5.5 : a) [_4tJ Tout opérateur p-sommant est p-radonifiant.

Tout opérateur Ap-sommant est A P -radoni f i ant .

Démonstration de l a proposition 5.4 : : La partie seu lement si est faci le

en effet on a vu (cf. proposition 1.10) que si h(p) est vérifiée, alors
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il existe une constante C pour laquelle on a une inégalité analogue à

(5.2). On conclut alors que j d est p-sommante en considérant un espace
de probabilité fini comme dans la démonstration du théorème 5.3.

Inversement, si j est p-sommant, il est aussi p-radonifiant d’après
le théorème 5.5 ; soit alors (X ) t tÉT un processus (sur un espace de pro-
babilités (Q,0,IP)) tel que

et

Considérons l’opérateur linéaire

défini par

Le transposé de u, soit u’ : Lip(T, d)’ -+LP(O,JP) définit une "probabi lité

cylindrique de type p sur Lip(T,d)" au sens de [41]. Puisque jd est
p-radônifiante, cette probabilité cylindrique doit être radonifiée sur

C(T), ce qui prouve bien que (Xt)t E T a une version à trajectoires conti-

nues sur T.

La démonstration avec A au lieu de Lp est similaire.
p

Démonstration du théorème 1.9 : Elle est en fait terminée : en combinant

le théorème5.3 avec la proposition 5.4, on obtient le théorème 1.9. Une

autre démonstration est donnée au §7.

§ 6. RAPPORTS AVEC LES NOMBRES D’APPROXIMATION.

Pour tout opérateur u : X -~ Y entre espaces de Banach, et pour

tout entier k, on pose :

où l’ infimum porte sur tous les opérateurs v : X -~ Y de rang  k .

Soit (T,d) un espace pseudo-métrique comme précédemmment. On

pose
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La est en quelque sorte une fonction inverse de

Les deux lemmes ci-dessous relient les nombres d’approximation

de l’opérateur j avec la fonction :

6.1 :

Démonstration : Vu la définition de 6(£), il existe n points t , ... ,t
dans T tels que :

(où on a noté B(t,5) la boule ouverte de centre t et de rayon 5 pour la

métrique d).

Soit alors (1-’i)j:-n une partition de l’unité subordonnée au recouvrement
j j*n

ouvert (B(t.,(1)) ..
J n Jn

Considérons  ’ opérateur v : Lip(T, d) - C(T) défini f E Lip(T, d)

Soit f dans la boule unité de Lip(T,d).
On a év i demment (puisoue ¿4J. = 1 et, W . » 0 ) :

~ 

J J

Puisque

on a :

et par conséquent



XIII-XIV.35

Lemme 6.2 : Si l’espace métrique (T,d) est supposé hilbertien, alors

on a aussi :

à condition que 5£&#x3E; fil2 .
2n

Démonstration : On va voir une inégalité a priori un meilleure que

(6.2) en termes des nombres de Weyl introduits par Pietsch dans [381.
Si u: X - Y est un opérateur entre espaces de Banach, on définit le n-ième

"nombre de Weyl" de u de la manière suivante :

où le supremum porte sur tous les opérateurs w: Î 2- X de norme _ 1.

Il est clair que :

Nous allons montrer que si (T,d) un sous-espace métrique d’un espace

hilbertien, on a

Comme on voit que (fi.3) implique (6.2).

Soit m un entier quelconque et soit P5(2013), de sorte que Nd(T,p»m.
m d

On peut trouver t1,...,tm dans T tels que

Posons On définit une application Y: S ~ ~ Z en posant :1 ID m

où l’ on a noté ( e . ) la base canonique de £2 .
j m

D’après (6.4), on a alors :

D’après un théorème bien connu (cf. 1431 p. 48 et p. 96) on peut prolonger
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4&#x3E; en une appli cati on ~ : T-.¡,2 telle que :
m

Posons

et considérons l’ opérateur w : -¿ Lip(T,d) défini par w e = .
m n n

Il est facile de vérifier que (6.5) entraine que llwll:ga avec
a 

2
Soi t P : C(T) £ 00 l’ opérateur déf i ni par :

m m

On notera J : ~ 2 -~ ~~ l’injection naturelle de z2 Considérons
m m m m m

l’opérateur

Il est facile de voir que : On doit donc avoir, Y- n  m,

d’ où

Or on sait calculer a 1(J), en effet, un résultat de Stetchkine (cf.

~37~ lemme 11.11.8 p. 163) assure que

On a donc + n s m,

et en particulier,

Ce qui achève la démonstration de (6.2).
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Remarque 6.3 : -. D’après les deux lemmes précédents on voit que si (T,d)
est un espace métrique hilbertien on a, par un changement de variables :

1 1
1 :9 Poe .

p p’ p
(L’implication de gauche à droite est vraie en général.)

Similairement, on a : si 

Remarque 6.4 : Le lemme 6.1 explique bien pourquoi le cas p~2 du théo-

rème 1.9 est plus facile à démontrer que le cas p &#x3E; 2.

En effet, il est bien connu que si un opérateur u : X- Y entre espaces

de Banach vérifie

alors, si p  2, u est nécessairement p-sommant. En effet, on peut trouver

pour tout entier k un opérateur X- Y de rang  2k et tel que

Comme pour tout espace E de dimension n, on a

(ce résultat est en fait équivalent au lemme 2.2j, on a
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et on vérifie élémentairement que cette dernière série converge ssi
i B

On comprend ainsi mieux pourquoi, si p~ 2, la condition

implique directement que j est p-sommant.

Remarque 6.5 : Les lemmes 6.1 et 6.2 généralisent des résultats bien

connus pour des fonctions sur l’intervalle [0,lj, cf. [29J, 

2 7. REMARQUES DIVERSES.

Théorème 7.1 : : Soit (T,d) un espace pseudo-métrique vérifiant la pro-

priété h(p) introduite au théorème 1.9. On a alors :

a) Si p 2 2, tout processus (Xt)tET vérifiant (1.2) vérifie le théo-

rème limite central et la loi du logarithme itéré sur C(T).

b) Soit E un espace de Banach ; tout processus (X ) t tÉT OEL(E) (formé ’

de variables aléatoires à valeurs dans E) tel que :

admet une version à trajectoires bornées et vérifie : :

Indications sur la démonstration : La démonstration de a) est une

conséquence facile de résultats connus (utiliser la proposition 5.4, le

théorème de factorisation de Pietsch, cf. ainsi que les résultats

connus sur les théorèmes limites pour les variables aléatoires à valeurs

dans les espaces de Banach de type 2 ; cf. f_22] et l’exposé No 3 du sémi -

naire Maurey-Schwartz 1975-76).

La démonstration de b) est facile à partir de la proposition 5.4 et de

la proposition 2 de l’exposé No 1 de Maurey dans C 42~ . Signalons que si

p&#x3E; 1 et. si l’on suppose de plus que E est réflexif, on peut conclure,

dans b ) , que le processus ( Xt ) admet une version à trajectoires continues
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(cf. le théorème 2 de l’exposé No 2 de Maurey dans L42]).

Seconde démonstration du théorème 1.9 : Soit (T,d) tel que

et soit (Xt)tET un processus vérifiant (1.2) sur

un espace de probabilité . On peut évidemment supposer que Ci est

dénombrablement engendrée. Soit (0,n) une suite croissante de sous-tribus
n

finies de CI telles que U a engendre C.
------- n

Posons

et

Par le théorème de convergence des martingales, on sait que :

Posons

Puisque l’ensemble t xt1 1 tE T} est relativement compact dans 1

on a nécessairement :

Remarquons que

et

On a donc, d’après (5.2), pour toute partie finie S c T :

Or, puisque an est finie, le processus Yn a ses trajectoires p.s. conti-
n t

nues (cela résulte de (7-3». D’après (7.2) et (7.4) on voit que (modulo

les constantes) le processus (Yn) converge vers (Xt) dans l’espacet t

C(T)) ; il en résulte donc que (Xt) lui-même admet une version
t

à trajectoires continues.

On peut aussi mettre au point un argument (légèrement différent) adapté
au cas des processus véri f i ant ( 1.1 ) . Nous le lai ssons au lecteur.
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Remarque 7.2 : La démonstration précédente s’étend sans difficulté au

cas de processus (Xt) à valeurs dans un espace de Banach E : 

tout processus (Xt) vérifiant (?.1) admet une version à trajectoires con-

tinues dans E (pour la norme de E).

On peut aussi traiter le cas de 1B. au lieu de LP.
P

Remarque 7.3 : Pour finir nous voudrions reformuler le problème présenté
à la fin 1 en termes d’analyse harmonique ; il s’ agi t en fai t, dans

les cas p=2 et K = G de savoir si la généralisation du théorème de Bern-

stein donnée au § 4 admet une réciproque :

Problème : Soit G un groupe compact et soit f E L2(G). On suppose que

fE A(G) et de plus que toute fonction g dans L2(G) telle que

est elle aussi dans A(G).

La fonction f doit-elle alors nécessairemrt vérifier

Il est facile de voir que f’ doit vérifier :

Il serait sans doute intéressant de comparer la classe des fonctions f

ayant la propriété ci-dessus avec celle des fonctions de A(G) sur les-

quelles toute fonction lipschitzienne d’ordre 1 opère. 
’

Pour la commodité du lecteur, nous avons inclus dans la biblio-

graphie un certain nombre d’articles qui ne sont pas cités dans le

texte, mais qui traitent de sujets en rapport avec cet exposé.
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