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VIII.1

§ 1. INTRODUCTION.

On considère une contraction T : C- C où C est un convexe

fermé borné d’un espace de Banach E. On considère

S x=1. ( x + Tx + ... + T x ) . On pourrait croire que S x converge (fai-
n n n

blement) vers un point fixe de T quand celui-ci existe. Il n’en est

rien même en dimension finie comme on peut le voir dans l’exemple

suivant dû à R. Sine :

Dans R3 muni de la norme suivante :

on considère l’application T : R3 définie par

Alors T est une contraction qui a pour point fixe 0. Mais

D’après cet exemple, on est obligé d’imposer de bonnes pro-

priétés géométriques à l’espace pour pouvoir avoir la convergence

(faible) de S x.
n

Dans cet article, on démontre en particulier que dans les

espaces L , S n x converge faiblement vers un point fixe de T

s’il 1 en existe au moins un-

D’autre part, il existe un lien étroit entre la convergence

(faible) de Snx vers un point fixe et l’équivalence suivante :

converge faiblement vers

un point fixe.

Equivalence qui est vraie dans les espaces L , en particulier.

De plus, il est faux de penser que Snx converge fortement
vers un point fixe dans un espace de Hilbert comme c’est le cas pour

les applications affines contractantes. Néanmoins si on ajoute une

hypothèse comme celle de l’imparité de T, alors S n x converge fortement.
La question reste ouverte dans le cas non-hilbertien.
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§ 2. CONTRACTIONS DE TYPE r.

Toute contraction T dans un espace de Hilbert vérifie l’iné-

quation suivante, cf ri 1 :

Cette inéquation est vraie d’une part parce que l’on est dans un espace

de Hilbert, et d’autre part, parce que T est " presque linéaire "o

C’est pourquoi, on introduit la notion de contractions de type r qui

vérifieront une inéquation de même fdrme, soit parce que l’on est dans

un " bon " espace de Banach, soit parce que la contraction est " presque

linéaire ".

On a besoin des notations suivantes :

E sera un espace vectoriel normé par 1101/ et E’ sera son dual

topologique.

C sera un sous-ensemble convexe de Eo

r sera l’ensemble des fonctions Y de R dans R convexe
+ +

strictement croissante avec y(0) = 0.

Contractions de type r .

Soit T : C -~ E . T sera une contraction de type r si : t
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y s’appellera la caractéristique de la contraction To

Rem arque :

Une contraction de type F est toujours une contractiono

Dans certains cas, on a la réciproque . C’est ce que l’on va préciser

dans le lemme suivant :

Lemme 1 :

Dans tout espace de Hilbert, dans tout espace 1  p 

toute contraction est une contraction de type r de caractéristique :

si p ~ 2 ou si l’espace est de Hilbert (dans ce cas p= 2) :

Démonst rat i on :

1°) Soit E un espace de Hilbert, ou soit E un espace LP(n)

avec 2 ~ p  ~°o Alors on a l’ inégalité de Clarkson [ 5 , y page 225J :

p est égal à 2 dans le cas où E est un espace de Hilberto

Soit T : C ~ E une contraction de C (convexe) dans Eo

Alors grâce à l’inégalité de Clarkson , on a ¥ x,y E C :

Comme T est une contraction, on a :

De ce fait T est une contraction de type F de caractéristique y (r) = 
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2°) Soit E un espace avec 1  p  2. L’inégalité de

Clarkson dans ce cas est, cf [ 5 , page 225 ] :

Soit T : C -~ E une contraction o Alors on a pour tout x, y E C :

D’oû

Donc T est une contraction de type r avec

On a évidemment la réciproque dans le cas où E admet une iné-

galité de type Clarkson (espaces de Sobolev par exemple). Néanmoins,

toute contraction linéaire est de type r.

Les contractions de type r ont des propriétés importantes, à savoir :

Proposition 2 : :

Soit C un sous-ensemble convexe borné de Eo Soit 8 le diamètre

de C. Soit T : C ~ E une contraction de type r ayant y pour caractéris-

tique.

Si on note :
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alors il existe une constante I(k, ~ NI, 8, y) qui ne dépend que de

mais pas de telle que :

avec

Re ma rqu e s pré 1i mi n a ire s : i

yE r étant une fonction convexe strictement croissante telle

que y(0) = 0, alors il existe y-l qui est une fonction concave stric-

tement croissante telle que Y (0) = 0.

De plus on a :

’Y’ étant la dérivée à droite de Y au point ao
+

Démonstration de la proposition 2 :

La démonstration de cette proposition se fait par récurrence

sur k. Pour k = 0, on a trivialement :

On notera dans la suite de la démonstration I(k,Nl) au lieu de

I(k, Ni, 8,Y) . On pose :
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De ce fait , on a pour k + 1 :

D’après l’inégalité triangulaire, on a :

Soit

De ce fait, on a :
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Or

et

Comme y -1 est une f onction concave on obtient :

Or T est une contraction de type r de caractéristique y, on a :

Donc



VIII.8

Or, d’après (1.11)

Donc

Donc

De ce fait, si on prend :

on obtient la propositiono
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Notation :

Soit T : C ~ C une application d’un sous-ensemble C d’un

espaces vectoriel dans C, on note pour x e C :

Corollaire 3 :

Sous les hypothèses de la proposition 2, si on note :

on a :

où est la même constante que dans la proposition 2.

En effet

ceci se déduit facilement de la formùle précédente si on remarque

Notation :

Soit T : C ~ C une application. On notera FT l’ensemble des

points fixes de T :
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Proposition 4 :

Soit T : C ~ C une contraction. On suppose que pour tout m ~:0,

Tm est une contraction de type r de même caractéristique y. Soit f un

point fixe de T. Soit :

Alors il existe une constante 8k(n) qui ne dépend que de x, f, Y, k, n

mais pas de m telle que :

Démonstration :

La démonstration se fait par récurrence sur ’k. Pour k = 0,

on a : 
-

Pour k, on a l’inégalité triangulaire :

Donc :

Or Tm est une contraction de type r de caractéristique y :
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Or d’après (1)

Or .

Donc :

De ce f ait :

On a donc la récurrence si on prend :
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§ 3. QUELQUES PROPRIETES GEOMETRIQUES DES ESPACES DE BANACH.

Soit § l’ensemble des fonctions y de E dans R~ continue

strictement croissante telle que = 0 et lim y(r) = ~10 0

r -~ ~’

Soit E un espace vectoriel normé et E’ le dual topologique de E.

Alors l’application de dualité J associée à y est :

On notera  x, Ju &#x3E; pour  x, w &#x3E; avec w6 Jy quand il n’y aura pas

de confusion possibleo

De plus Ju est un ensemble convexe, non vide (théorème de Hahn - Banach) ,

a(El, E) comppet. Dé.plus, Ju est réduit à un élément si E’ est stricte-

ment convexe.

Soit J 1 l’application de dualité associée à y(r) = r, alors

J 1 peut être considérée comme la sous-différentielle de la fonction

convexe 
1 ,, n22 jj ° jj2 °

Si E a u:ne norme différentiable en x, alors il existe 
’

1 convexe telle que et pour

tout y E X
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De plus on a les équivalences suivantes résumées dans le tableau

suivant cf 1 3 1 :

Remarque :

Dans les espaces de Hilbert,dans les espaces 1 y dans En

(muni d’une norme strictement convexe), la fonction usuelle de dualité

est faiblement continue. Mais il est faux en général que J soit fai-

blement continue (dans Lp, y p / 2, par exemple). Pour pallier à cet

inconvénient, o~ introduit une notion plus faible qui est vraie pour

une classe plus importante d’espaces de Banacho

Définitions

Soit E un espace de Banach. Soit J l’application de

dualité associée à ~.

,J sera dite presque faiblement continue si :
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
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J sera dite ergodiquement faiblement continue si :

1 

E tel que xnborné et pour tout K C JJ vérifiant :

pour la topologie 

alors

J sera dite uniformément presque faiblement continue si :

1 E tel que x n - x pour la topologie a(E,El), si on

note M = Sup llx n-xll, ¥ s C E, il existe une constante 
y (p)n M y b y x

qui ne dépend que de M, , x et de p tel que

avec

quand p ~ ~

On note

On va montrer qu’il existe une classe importante d’espaces de Banach

(à savoir les espaces uniformément lisses) qui vérifient ces propriétés.

Lemme 5 :

Soit E un espace de Banach uniformément lisse. Alors pour

toute suite telle que f aibl ement, on a
n n 6 U n
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Démonstration :

Soit J 1 l’application de dualité associée à y(r) = ro

Pour tout x borné, il existe une fonction convexe Y : E+ 3§telle que

vérifiant pour tout y~ X :

cf L 3 ]

Alors comme x -~x, x est borné. Soit M = Sup ~~x ~~ 
n n n

De plus soit

avec

On a donc

d ’ où
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En réitérant le procédé, on obtient :

Donc comme p quand p ~ 00, on a

Lemme 6 :

Soit E un espace de Banach uniformément lisse. Alors pour

toute telle que faiblement, il existe une constante e (p)

qui ne dépend que de Sup Î)x et telle que :

Démonstration :

En reprenant la démonstration du lemme 2., on montre que si

M = Sup iix n-xil, il existe une fonction convexe ’Y qui ne dépend que de

M et llxll telle, que :

et
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Lemme 7 :

Soit E un espace de Banach dont la norme est différentiable

en x au sens Fréchet, alors il existe une fonction Yi convexe telle que

pour

et telle que si J1 est l’application de dualité associée à y(r) ~r, on a

Démonstration

Comme la norme est différentiable en x, alors il existe

y : R~ ~ R+ convexe telle que et pour tout y 6 x,

Par dualité, on a pour tout vÉ X’ (puisque

,

ou

D’où si on a :
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Lemme 8 : . -

Soit E un espace de Banach dont la norme est différentiable

(au sens Fréchet). Si pour toute suite x n C E qui converge faiblement

a(E,El) vers x, il existe une constante e(p) qui ne dépend que de x,
M = Sup 1/ x - x Il et de p telle que :n

Alors J1 est uniformément presque faiblement continueo

Démonstration . i 
’

D’après le lemme précédent, on a :

Donc

Donc Ji est uniformément presque faiblement continueo 8

Y

Lemme 9 : 

Soit E une espace de Banach dont la norme est dérivable

au sens de Gâteaux au point x. Soit x une suite de E telle que :
n
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alors on a,,si J est une application de dualité associée à y É 4l :

Démonstration ; i

Cette démonstration se fait par l’absurdeo Supposons que :

Alors il existe une suite

telle que

et

De ce fait, comme la norme est dérivable au point x, J est demi-continu

au point x, ioe. continu de X fort dans X’ muni de la topologie o(XI X) .

Donc :

ce qui est contradictoireo a

Remarque :

Dans tout espace de Banach uniformément lisse, toute appli-

cation de dualité est donc presque faiblement continue.
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1 
Lemme 10 :

Soit E un espace de Banach uniformément lisse. Alors pour

toute suite x E E telle que

Alors on a :

Démonstration :
1

La démonstration est identique au lemme précédent :
Soit J1 l’application de dualité associée à ro Alors

comme x n est bornée, est bornée o

Soit

On a donc :

d’où
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d’ou par récurrence, on a :

Or Y(r) = r 2 est une fonction convexe, d’ oû le lemme. 8 .

De même, on a

:

Soit E un espace de Banach dont la norme est dérivable en a.

au sens de Gateaux. Soit x n une suite de E telle que

et tel que

alors si on note J l’application de dualité associée à

Remarque ;

Dans tout espace de Banach uniformément lisse, l’application

de dualité J1 est donc presque faiblement continue, ergodiquement

faiblement continue, ainsi que uniformément presque faiblement continue.
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~ -1. STRUCTURE DE L’ ADHERENCE FAIBLE 

On va montrer sous des hypothèses assez générales

l’orthogonalité de l’adhérence faible de par rapport à

l’ensemble des points fixes de T.

Définition.

Soit T : C ~ C une contraction d’un sous-ensemble convexe

fermé d’un espace de Banacho

On notera W w (x) l’adhérence faible c’est-à-

dire l’ensemble dans E" de toutes les limites faibles a(E", E’) des

sous-suites de ~ Tn x } 
,

Si E est réflexif; on E.

Lemme 12 : 
_

Soit E un espace de Banach. Soit C un ensemble convexe de E.

Soit T : C ~ C une contraction. On suppose que FT’ l’ensemble des points

fixes de T, est non vide. Soit f E T° On note :

Si Tm est une contraction de type r de même caractéristique Y. pour tout
,

m 0, alors

converge quand n ~ + - .
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Démonstration :

D’après la proposition 4 , il existe une constante 8k(n)
telle que

Donc on a

D’où

De ce fait,

D’où :

On a ainsi le lemme.

Proposition 13~ :

Sous les hypothèses du lemme précédent, si E a une norme

différentiable (au sens de Fréchet), alors pour toute application J

de dualité associée à y, on a

et
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Démonstration :

Sans restreindre la généralité, on peut supposer que l’appli-

cation J de dualité est associée à y(r) = r. Comme E a une norme diffé-

rentiable en xl 0, il existe une fonction Y : 1~+ -~ ~R+ convexe telle que

et pour tout y E E.

Si f = f1 alors la proposition 13 est démontrée, sinon on prend

pour x = f - f1 et pour Y= O’k(n) - f1’ on a :

de ce fait si u1 E on a d’après le lemme 12 :

Donc

D’oû

Corollaire 14 :

Sous les hypothèses de la proposition 13 on a :
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Remarques :

irrr

Conv ww(x) est un sous-ensemble convexe fermé de E"o

wrs

Conv w (x) est inclus dans E si E est réflexif.
w

On a que

Conv W w (x) 0 FT est soit vide, soit un singleton.

§ 5. CONVERGENCE FAIBLE DE S x.

Théoréme 15 :

Soit E un espace de Banach réflexif. Soit C un sous-ensemble

convexe fermé borné de E. Soit T : C ~ C une contraction. Alors si on

a les conditions suivantes :

(A 1) ¥ m ~ 0, Tm est une contraction de type r de même
caractéristique ’Y.

(A 2) E a une application de dualité J ergodiquement fai-

blement continue .

(A3) E a une norme différentiable (au sens de Fréchet)

Alors pour tout

converge faiblement vers un point fixe f de T.

Remarques :

Dans le théorème 15 on ne suppose pas a priori qu’il existe

un point fixe de T.

Pour les espaces L P (0), 1  p  w, les conditions A 1, A 2

et A 3 sont remplies.

Pour démontrer ce théorème, on utilise les lemmes suivants.
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Lemme 16 :

Soit E un espace de Banach. Soit C un sous-ensemble convexe

fermé borné de E. Soit T : C " C une contraction de type r. On suppose

que E vérifie A2o Si Sn k x 
~ f pour la topologie a(E,El), alors f est

un point fixe de T.

Remarque :

Sous les hypothèses du lemme 16., si on suppose de plus que

E est réflexif, alors F ~ ~.

Lemme 17 :

Soit E un espace vectoriel normé. Soit J une application de

dualité de E. Soit C un sous-ensemble convexe de E. Soit T : C C

1 . t . 1 
. 

t . 
if-

une application hémi-continue..

S’il existe f E C tel que :

Alors f est un point fixe de T : Tf = f.

En effet :

De ce fait on a

Donc

En faisant tendre t ~ , on obtient :

En prenant z = Tf , on a  f - Tf , J(f - Tf ) &#x3E;~ 0 .

Donc f = Tf .

-, ----_ . _-_-------- -- - -- - - - - -

4e Une application est dite hémicontinue si T est continue de D(T)F! F E

muni de la topologie 6(E,E’) pour tout F sous-espace vectoriel de
dimension 1.
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Démonstration du lemme 16 :

Soit J l’application de dualité de E ergodiquement faiblement

continueo Soit y la fonction associée à Jo

On a pour tout x,y E C :

En reprenant les notations du corollaire 3 , on considère

On a donc

Or TSni) - T y se décompose en :

De ce fait, on a :

Soit Ô=diamC . On a
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Donc on a :

Comme J est érgodiquement faiblement continue et que S k x 
201320132013~ f pour

la topologie a(E,E’), on considère

Donc on obtient

D’oû

D’après le lemme 17 # f est un point fixe de To a

Démonstration du théorème 15 :

Comme E est réflexif et que C est borné, il existe une sous-

suite de Snx qui converge faiblement :
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Soit

Or d’après le lemme 16 , on a que f est un point fixe de T.

Donc on a FT / 0 et toute sous-suite de S x qui converge faiblement,
converge faiblement vers un point fixe de T.

Donc, d’après les remarques du corollaire 14 , f = f1o

De ce fait, S n x ~ f faiblement o .

Remarque :

Il est faux en général, même dans les espaces de Hilbert,

que S n x ~ f. cf[2]. Dans les espaces de Hilbert, si on

ajoute des conditions sur T, par exemple l’imparité, alors Snx converge

fortement vers un point fixe.

§ 6. CONVERGENCE FAIBLE DE Tnx. 

On a le théorème suivant :

Théorème 18. : 

’

Soit E un espace de Banach uniformément lisse. Soit C un

sous-ensemble convexe fermé borné de E. Soit T : C ~ C une contraction

de type r. Alors on a l’équivalence :

i / T x - Tn x -~-~ 0 faiblement

ii/ Tn x converge faiblement vers un point fixe de To
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Démonstration . i

D’après le corollaire 3 , on considère :

On a donc

Soit J l’application de dualité associée à y(r) = r. Alors

J est uniformément presque faiblement continue d’après les lemmes 10

et 11.

Or

Comme

alors

avec ô = diam C.
.

Or soit
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Comme

Soit K = i n k1. Comme J est uniformément presque faiblement continue,

il existe une constante qui ne dépend que de M, y-Ty,

f-y et p telle que :

avec

Donc on a :

En faisant tendre successivement Nl, k et m vers l’infini, on a

D’où, d’après le lemme 17, f est un point fixe de T.

De plus, si d’après la proposition t3,

Donc on a : Tn x converge faiblement vers un point fixe.
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De nombreux problèmes restent encore ouverts. En particulier

celui de savoir si dans un espace de Banach uniformément convexe,

Snx converge faiblement vers un point fixe, voir les résultats de

R. Bruck [4]. De plus, il serait intéressant de savoir si pour

les contractions impaires, S n x converge toujours fortement.
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