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§ 1. INTRODUCTION.

On considere une contraction T: C-C ou C est un convexe
fermé borné d'un espace de Banach E. On considere ‘
Snx=-% (x-pTx-+...-+Tn_1x). On pourrait croire que Snx converge (fai-
blement) vers un point fixe de T quand celui-ci existe. Il n'en est
rien méme en dimension finie comme on peut le voir dans 1'exemple

suivant da a R. Sine

Dans R3 muni de la norme suivante
(a,b,c)| = Max(Wa *—bg,lcl) ,

N 3 ,
on considere 1'application T: RB-» R définie par

T(a,b,c) = (-b )

sa,Va + b

Alors T est une contraction qui a pour point fixe 0. Mais

Sn(a,b,c) - (0,0,/a“ +b%).

D'apres cet exemple, on est obligé d'imposer de bonnes pro-
priétés géonétriques a 1'espace pour pouvoir avoir la convergence

(faible) de Snx.

Dans cet article, on démontre en particulier que dans les
espaces Lp, 1<p<o, Snx converge faiblement vers un point fixe de T
s'il en existe au moins un-
D'autre part, il existe un lien étroit entre la convergence
(faible) de Snx vers un point fixe et 1'équivalence suivante
n+1

T —1"x ;?0 A s ™x converge faiblement vers

un point fixe.

Equivalence qui est vraie dans les espaces Lp, 1<p<x en particulier.
De plus, il est faux de penser que Snx converge fortement
vers un point fixe dans un espace de Hilbert comme c'est le cas pour
les applications affines contractantes. Néanmoins si on ajoute une
hypothese comme celle de 1'imparité de T, alors Snx converge fortement.

La question reste ouverte dans le cas non-hilbertien.
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§ 2. CONTRACTIONS DE TYPE I'.

Toute contraction T dans un espace de Hilbert vérifie 1'iné-

quation suivante, cf [1 ]

n
¥x, €D(T), ¥a. € R aveca, =20 et Z a, =1,
i i i i
]_:1
n n 2 1 b n 2 2
IT(Za x) - Za Tx || =35 2 = aia.[Hxi—x.H -llmx ~efl ],
i=1 1 i=1 *t B i=1j=11 J J

Cette inéquation est vraie d'une part parce que l'on est dans un espace
'de Hilbert, et d'autre part, parce que T est " presque linéaire ",

C'est pourquoi, on introduit la notion de contractions de type I' qui
vérifieront une inéquation de méme forme, soit parce que l'on est dans
un " bon " espace de Banach, soit parce que la contraction est " presque

linéaire ".

On a besoin des notations suivantes

E sera un espace vectoriel normé par ||.|| et E' sera son dual

topologique.

C sera un sous-ensemble convexe de E.

I' sera 1l'ensemble des fonctions Y de Iﬁ.dans R convexe
+

strictement croissante avec v(0) = 0.

Contractions de type I

Soit T : C> E . T sera une contraction de type I' si

] v €T tel que

. 1 1 \ fx =y Tx - T
wxy o, v (IS dox-Fayll < v (155 v (1B

4
!
/
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v s'appellera la caractéristique de la contraction T.

Remargue :

Une contraction de type ' est toujours une contraction.
Dans certains cas, on a la réciproque . C'est ce que l'on va préciser

dans le lemme suivant

Lemme 1
Dans tout espace de Hilbert, dans tout espace LP(Q), l<p<—,

toute contraction est une contraction de type I' de caractéristique

si p = 2 ou si 1'espace est de Hilbert (dans ce cas p=2) :

y(r) = r?

si 1l <p<2

v(r) = rp/p—l

Démonstration

1°) Soit E un espace de Hilbert, ou soit E un espace LF(Q)

avec 2<p<>®, Alors on a 1'inégalité de Clarkson [ 5 , page 225]:
p Y 1Y P
X X - 1 1
¥x,y €B FFE « IRFH = 5 Ikl o+ 5 Iyl

p est égal a 2 dans le cas ou E est un espace de Hilbert.

Soit T : C > E une contraction de C (convexe) dans E.
Alors griace a 1'inégalité de Clarkson , on a ¥ x,y € C
‘ ™+ Ty * | Tx-Ty P 1 P p
llmf;y}- xoty Py 2oty P Lypferl L) oy

Comme T est une contraction, on a

VT Porx -1y P -y
¥x,y €c, [T ey, syt < Xy

De ce fait T est une contraction de type ' de caractéristique v(r) = rP,
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2°) Soit E un espace LP(Q) avec l1<p<2. L'inégalité de

Clarkson dans ce cas est, cf [ 5, page 225 ] :

et L2 1
p= p-1 P p | p-1
X, -
¥x,y €E, (=54 1M < {%Hxll o =iyl |
Soit T : C 2 E une contraction. Alors on a pour tout x,y€ C:
P_ L2 1

e

X + X + p-1 X - p-1 X :
lafEgr) Doty me-my P (%HT(—X—;I)— R 1 A

!

D'ou ¥ x,y € C

o1 o1 Py
-~ p— —
”Tx+y_Tx+Ty” HTX-TX” < x-xp
2 2 I I
2 2
p
Donc T est une contraction de type I' avec v(r) = r p-1 o m

Remarque

On a évidemment la réciproque dans le cas ou E admet une iné-
galité de type Clarkson (espaces de Sobolev par exemple). Néanmoins,
toute contraction linéaire est de type I'.

Les contractions de type I' ont des propriétés importantes, a savoir

Proposition 2

Soit C un sous-ensemble convexe borné de E. Soit & le diametre
de C. Soit T : C - E une contraction de type ' ayant vy pour caractéris-
tique.

Si on note

1 !
v‘(nl, Mgy ey n2k) :‘;E [ T Uy +ooodt T 2 u Kk

avec Ujgecey U € C,

2
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alors il existe une constante I(k,‘Nl, 6, Y) qui ne dépend que de

k, N1, 6, Y mais pas de N2,°.., N2k ni de u1’°°"u2k telle que
. N1-1°..ﬁ2k—1
' ﬁLﬂuooN1. )r. 5 || T v(nl,.,.,n k)—v(n1+1,n2,°oo,n k)H
h 2k n1:0...n2k_ 2 2

< Ik, Ny, 6,7) -

avec

Remarques préliminaires

vE€T étant une fonction convexe strictement croissante telle
que Y(0) = 0, alors il existe Y—l qui est une fonction concave stric-
-1
tement croissante telle que Y ~(0) = O.

De plus on a :

(1) v(a) - v(b) = Yl(a) (a=b) ¥a, b € R+

Y; étant la dérivée a droite de Y au point a.

Démonstration de la proposition 2

La démonstration de cette proposition se fait par récurrence

sur k. Pour k = 0, on a trivialement

1(0, N, 8,y) = O

1?
On notera dans la suite de la démonstration I(k,Nl) au lieu de

I(k,Nl,é,Y)° On pose
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w(nl)

J

G(nl)

1l
o l =
i
3
=
[N
=1
[y
+
.
M
=
-
+
e
-
[\S]
-
o
[\V]
-

De ce fait, on a pour k + 1

. 1 . \
ving,eee, n2 k+1) = 5-(w(n1)4-w(n1))

D'aprés 1'inégalité triangulaire, on a

<
[T V(nl,..., n2k+1) - V(n1+17 n2’...’ n2k+1)” =

win,Y +w(n,)
”T( 1 1

1(w(n,+1) + w(n_ +1) 1 _
- )_ _2_(w n,+1) + 1t ) |+ > ||Tw(n1) w(n1+1)” +

Lilraa) - #ag0)l

ST _ .
Soit A = Ni—oo'N 1 HTv(nl, coe I k+1) V(n1+1,n2,...,n k+1)ll

1 Q1 “1"‘°’n2k+1 2 2

De ce fait, on a

A<t 1 T {HT (_w(ni_) + v‘v(n1))_ Tw(ng)+ Tw(n,) |l
Nl N ki1 nl"”’n k+1 2 2

2 2

+ —;— ”Tw(nl) - w(n1+1) [l + —;— HTW(nl) - W(n1+1)|| }
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Or
1 .01 2 | Twin,) - win,+1) ] =
N N 1 1
1 k+1
2
1 1
— — —_— -
=N N I Tw(ni) w(n1+ 1) ||
1 Kk
2
< I (k,N,)
et
Aot s Tem) - wn, s 1) =
N N 1 1
1 k+1
2
. L2 : {"1 — ¢ —‘in (np1)]]
=N °** N n ...D N,”°" N N, -.oN T&#(n,)-w(n+1)
1
oK, 1 kel Pk o el U1 ok 1 Sk 1
<1 (k,Nl)

-1 . .
Comme Y est une fonction concave, on obtient

r win )+w(n )\ Tw(n, ) + Ta(n,) \1
A < I(k’Nl) +Y—1l-Nl—.°°N 1 z Y(“T 1 P) 1 )- 1 2 1 “)E

1 2k+1

Or T est une contraction de type I' de caractéristique v, on a

4 - Tx - T
¥ x,y GC,Y(HT R ||) <y (n .’i.z!_u)- v(u-l‘—z—l’u)

Donc

{w(n1)+W(n1))_ Tw(n1)+Tt’«‘r(nL)”)S§Y @w(nl)-W(nl)H)_N{hTw(nl—TW(nl)
{ 2 2 2 | 2

Y(”T

il -
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Or, d'apres (1.11)

win, +1)-w(n +1) ° Tw(n,)-Tw(n,)
i
Ly — u\;s

v
\

w(n1+1)—ﬁl(n1+1) i 1 1 1
s ' [ B i HE-w(n1+1)-ﬁ(n1+1)”-§'”Tw(nl)-TW(nl)H‘ =

1 <)
< 5 Y.:r. (E)U!T W(nl)_>w(n1+1)“ + |IT W(nl)- W(n1+1)”-] °

Donc
1 1 windedng g X
N1. . .N2k+1 oy (” T ("‘—"——2—-——-)-———2'{'1' w(n1)+ TW(nl)‘}H =
, .
< ﬁL“"N 1 Z!Y(% Hw(nl)-W(nlﬂw—
1 2k+1 kN .

- v[F 1 wngen) - wnyen) I[}+ v (k,N1>J§ .

Donc

A<T1I (k,Nl) + v"l hﬁ— % (-g—) " Yl (—‘;’—) I (k,Nl)] .

De ce fait, si on prend

, -1 1 .6 (8
I(k+1,N1)=I(k,N1) + Y {ﬁ-l- \/(-2—)1 + v+(2).1(k,N1)J

on obtient la proposition.
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Notation

Soit T : C 2> C une application d'un sous-ensemble C d'un

cspace vectoriel dans C, on note pour x € C

[ m-1_°
S x =1 Lx+..,+ T X |-
m = |
m _

Corollaire 3

Sous les hypothéses de la proposition 2, si on note

1 n 1 2k’
S(n ) = = S T U, ¥ e oo+ S T u
on a
N "‘100.N -1
1 2k—
I-\IL“'N 1 > : ||Ts(n1)-s(n1+1)|| < I(k,Nl,é,v)
1 2k—m n1=0. . .nzk_m=0

ou I(k,Nl,é,Y) est la méme constante que dans la proposition 2.

En effet

ceci se déduit facilement de la formule précédente si on remarque

[ n n n,+n n,+n
1 1 1772 172
s(nl), = ;E LT u1+ T I(T u)+...+T u2 + T (T‘.u2)+'ool.
Notation
Soit T : C 2 C une application. On notera FT l1'ensemble des

points fixes de T

FTz{u/uECetTu:u}-
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Proposition 4

Soit T : C 2 C une contraction. On suppose que pour tout m = O,

m

T  est une contraction de type I' de méme caractéristique v. Soit f un

point fixe de T. Soit

Alors il existe une constante bk(n) qui ne dépend que de x, £, Y, k, n

mais pas de m telle que

|| ™ Gk(n) - Gk(n+-m) | < 6k(n)

§

!

‘avec lim 6 (n) = O .
IS

Démonstration

La démonstration se fait par récurrence sur k. Pour k = O,

on a N
Oo(n) =T x

donc Go(n) =0 .

Pour k, on a 1'inégalité triangulaire

™o, _,(n)+ f)) I

a = ||T" 6, (n) - o, (n+m) | < ™ o, (n) -

1 m
c 2T, () - o, (nem]l
Donc

a<y v s () -L(1"s () T“‘f\II\ s, ()
- k 2 | k-1""7 7 ! )*2 k-1 .

Or T" est une contraction de type I' de caractéristique Y

4 o (n) -f 1
Y(HTm o, (n) - %,'Tm 0, _q(m)+ T“‘f)u)s Y(H—E—g—""Il)—\/(EUTm‘ok_l(n) - le .
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Or d'apres (1)

1 1,m 1 - “"
Vi3 Hok_l(mm) -f II) —v(—2-||T °k-1(n) -f II)S Y, 1\2 Il Gk_l(mm) £

-
1 i = el
3 Il o) 1(n+m) -f|l - I ™ o\ _ 1(n) f|| % 6—-Hx - §_ 1

™ x-£ 11\ d quand n > =

Donc

! !
aSy'i[\((-—l-'E “Tnx_f”)_ \i‘; ”Tn+mx_f||}+% " Hx-fll) (n)] Z6,_, (.
2 2 . 2

De ce fait

asy 1[\( (-;— " x-fll) —qE) + % V! -1; le-f!l) (n)J % 6 _q(0)

On a donc la récurrence si on prend
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§ 3. QUELQUES PROPRIETES GEOMETRIQUES DES ESPACES DE BANACH.

Soit & 1'ensemble des fonctions ¢ de Ih.dans Iﬂ_continue
strictement croissante telle que ¢(0) = 0 et lim ¢(r) = * ,

r>>

Soit E un espace vectoriel normé et E' le dual topologique de E.

Alors 1l'application de dualité J associée a ¢ est

1
J : E =~ 2E défini par :

Ju={ wE€E,; <u,w> = HuHE. HwHE, et ||W||E, = ¢ (IIuHE)} .

E,E'

On notera<x, Ju > pour < X, w > avec w € Jy quand il n'y aura pas

de confusion possible,

De plus Ju est un ensemble convexe, non vide (théoreme de Hahn - Banach),
o(E', E) comppct. De.plus, Ju est réduit a un élément si E' est stricte-

ment convexe.

Soit J, l'application de dualité associée a ¢(r) = r, alors

1

J1 peut étre considérée comme la sous-différentielle de la fonction

1 2
convexe E’”e” o

Si E a une norme différentiable en x, alors il existe

Y =[0,+ [ » [0, +% ] convexe telle que lim y(r) _ 0

B nLO r

et pour

tout y € X

1 2 1 2
—2-||y|‘ S—2—|Ix|| + <y-x,Jx> +Y(l|y-XH)'
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De plus on a les équivalences suivantes résumées dans le tableau

suivant cf [ 3 ]

E a une norme E a une norme E a une norme unifor-
dérivable (Gateaux) différentiable (Fréchet) mément différentiable
) AN
g i J
J1 est univoque et con- J1 est univoque et con- | J1 univoque et unifor-
tinue de E(fort)~> E' -tinue de E (fort) .= E' mément continue sur les
(faible o(E',E)) (fort) bornés. 1L
E uniformément lisse
E' uniformement con-
| vexe.
Remarque

Dans les espaces de Hilbert,dans les espaces lp, dans R"

(muni d'une norme strictement convexe), la fonction usuelle de dualité
est faiblement continue. Mais il est faux en général que J soit fai-
blement continue (dans LP, p # 2, par exemple). Pour pallier a cet
inconvénient, on introduit une notion plus faible qui est vraie pour

une classe plus importante d'espaces de Banach.,

Définitions

Soit E un espace de Banach. Soit J 1l'application de

dualité associée a g.

J sera dite presque faiblement continue si

¥ x € E tel que X Hﬁ;{i X pour la topologie o (E,E')

/

alors lim lim ... lim < J (1-(x + eoe+ X )= Ix,¥5|=0
p - w0 n]_—)oo n = p nl np

p
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J sera dite ergodiquement faiblement continue si

—— . — ——— T S — - " S (o S S Tt G S S . G Sn . S ——— v —

¥ X € E tel que X borné et pour tout K C N vérifiant

sk(x1)_=___;> 6 pour la topologie ¢ (E,E').
k €K
k >

alors

N,-1...N -1

1 "~ .
lim 1im ...Iim FI-.KI—- E .o< J(%)—(szxn;..ﬁs X

p>>® N,€K Np€K |71 P n,=0...n =0
N.i» © N= w P

1

) =
np ' —JG,§>“-‘0,

¥ X € E tel que X —> x pour la topologie 6(E,E'), si on

note M = Sup ||x -x||, ¥ & € E, il existe une constante ¢ (p)
n M,E,x
qui ne dépend que de M, £, x et de p tel que
ITim ... 1im |< §, J'l(x + eeetx )| = IJ(x) > |= € (p)
n. —=w n 2% p ny np M,E,x
1 p
avec
. ) ™ 0 uand p 2> *®
SM,S,X(p q p .
On note s, (x ) = 1'[X +oeet X ]
k' 'n k n nt+k-1-°

On va montrer qu'il existe une classe importante d'espaces de Banach

b . . - . . , . . e g
(a savoir les espaces uniformément lisses) qui vérifient ces propriétés.

Lemme 5

Soit E un espace de Banach uniformément lisse. Alors pour

toute suite (x ) telle que x —>x faiblement, on a
n"n€E N n .
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lim lim ... lim || 1 (xn teeet X_ ) - x|l =0,
pewluaw n >% p 1 np
P
Démonstration
Soit J, l'application de dualité associée a ¢9(r) = r,

Pour tout x borné, il existe une fonction convexe v : R, 2> R telle que

lim Y@ _

r
r=>0

vérifiant pour tout y € X

1 2.1
=yl <22 . <y-x, x>+ v(lly-xI) .
2 2 1

cf [ 3]

Alors comme x _x, X est borné. Soit M = Sup Hxnl
n

De plus soit

r = l-(x Feout X ) - x = 1 (xn -X) + B%l rp 1 avec
n -
P P ng P P n,
1
r = —=— (X +oo0et+ X ) - x
p-1 p-1 1 np_1
On a donc
e 12 s L=t 2ol ax, a2 savy (Ex DD
2”rp” 2” p rp_1H *p Xp T%0 »p p-1 M P n
p p
d'ou

1 — 2 1 —1:2 2

13 < 1fp-1)2 y

5 nlm [lr |l 2( > ) Hrp_lu +
p

o=

M
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En réitérant le procédé, on obtient

. — 2.1 1 — 2 /
-é—tllm ee. lim x|l <_E—§ lim ”Xn I +—1§ly(¥)+'..+ szf%)*...+p \’M
nl—aoo np—-)oo p nl"” 1 p= - / p_

\
Donc comme p Y(%;*‘O quand p > %, on a

lim  T1im ... 1im || rp“ =0 . .
p?*>® n, > n 2>
1 p

Lemme 6

Soit E un espace de Banach uniformément lisse. Alors pour

toute (xn)néﬁN telle que x —>Xx faiblement, il existe une constante &(p)

qui ne dépend que de Sup Hxn—xH et |Ixll, telle que

- - 1

n 1'9 © np""° 1 P

avec lim e(p) = 0 .
p>*®

Démonstration

En reprenant la démonstration du lemme 2., on montre que si

M = Sup “xn-xH, il existe une fonction convexe Y qui ne dépend que de

M et |lx]l te11e>que :

lim =0
r—>® r
et
e 1 M 1 - ! -
lim ... lim ”-(x +oo0e+ X ) ---X”S 2+_2‘[Y(M§+coo+p2Y(M
nl—no np—))o p 1 p 2p p 1 \p
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Lemme 7

Soit E un espace de Banach dont la norme est différentiable

en x au sens Fréchet, alors il existe une fonction "(1 convexe telle que
Y4 (r) >0 pour r > 0 et Yl(o):O

et telle que si J1 est 1'application de dualité associée a ¢(r) =r, on a

vy ”le- Jle ) = ly-x||.Ulyll + lIxli) .

Démonstration

Comme la norme est différentiable en x, alors il existe

Yy : R, ° _1-2: convexe telle que lim Y(rr) = 0 et pour tout y € x,
r=20

% I|y||2 < 7,12- =2 + < y-x, Ix > + v (Jly-xI])

Par dualité, on a pour tout v€ X' (puisque % ||\r||2 = Sup <y,v >-%“y[|2)

yE€x
LIV 2 2 axii® s <x,v-0, (0 > 4 v, -3, (0
ou Yl(r) =  Sup (tr -y (t)) .
t€ o, =]

D'ou si v € Jy¥y, on a

YI(HV-Jlx N << y-x, v-dx o> < lly -xll.Ulyll+ 1Ix 1D,

Or, cf [3, p.0.5]1, Yl(r) >0 sir>0 et Vl(o) = 0, .
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Lemme 8 :

Soit E un espace de Banach dont la norme est différentiable
(au sens Fréchet). Si pour toute suite xni E qui converge faiblement
6(E,E') vers x, il existe une constante e(p) qui ne dépend que de x,

M= Supllxn—xll et de p telle que

et
e(p) @ 0 quand p - = ,

Alors J1 est uniformément presque faiblement continue.

Démonstration

D'apres le lemme précédent, on a :

\ 1
”J1 (‘l (xn+-o'+xn ) - JIX” = Y;ll'”l (xn +eeot xn ) -x“] hlx”"-”-l_ (xn +°..+xn )”]o
p 1 P _p 1 P - p 1 P

Donc

»

))— Jx > | =

lim ... lim « &, d (—1— (X #oo0e+X
1{p n, n

n. —=w n 2>
p p
< vt . {2l
- Yl e(p) . |§| L] 2 IX” + M .
Donc J, est uniformément presque faiblement continue. ®

1

Lemme 9

Soit E une espace de Banach dont la norme est dérivable

au sens de Gateaux au point x. Soit X une suite de E telle que
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Tim 1

lim lim ... lim I (xn +..,+xn)-xH=o
p-)oo nl"‘)o np-)JO 1 P

alors on a, si J est une application de dualité associée a ) € 3 .

——— ———— ’ I
lim lim ... 1lim <§,J(l(x +eoet+ X ))'?JX>!=O.
p>* n>* n >° | Py By ! f
P P
Démonstration

Cette démonstration se fait par l1l'absurde. Supposons que

lim lim ... lim
- 0 n > n >x !
P 1 p

-Jx) s|=ze >0

< E,J(l(xn+oo.+xn )\
P n o/

Alors il existe une suite

1
z = = - (x o0 o0 X )
k ynl,ooo, np,0,0,oe. p n1+ * np
telle que
I3 - ZE

[ <$§,dz, Jx> | 5

et
I z, - X [ » 0 quand k = %,

De ce fait, comme la norme est dérivable au point x, J est demi-continu
au point x, i. e continu de X fort dans X' muni de la topologie o(X',X).
Donc :

I<§,Jzk—JX> IkTO>O

ce qui est contradictoire. .

Remarque

Dans tout espace de Banach uniformément lisse, toute appli-

cation de dualité est donc presque faiblement continue.
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. Lemme 10

Soit E un espace de Banach uniformément lisse. Alors pour

toute suite xn€ E telle que

X bornée et JK € W s x —C

°k €k
k 2 «
Alors on a
Nl—i...Np—i |
— U |
],im lim ce e lim e e —L > | -(S X +oee+S,X )"'G ‘20
poo Noe  Now iV Ny hwToinco P4 M tmy -
: 1 P 1 p
N,€K N €K
1 P
Démonstration

La démonstration est identique au lemme précédent

Soit J1 l'application de dualité associée a ¢(r) = r. Alors

comme x est bornée, Sy X est bornée.
n

Soit
r =l(szx +ooo+Szx )-6 =l(Szx L d G) +B':_]'.’r avec
P P n, n, P n p p-1
r_1=_-i.—1'(szxn+ooe+5£x ) - 0 .
p p 1 Hp_1
On a donc
Sy X
2“r” ——zlls\ p—1” + =< 8 X —G,JI(EF-r n >+Y(H———Rp [ .
N -1
| 1 B, _ ’=< £-1 O M =
Orl}- : hLL__-.OJ Sy X Sy X S|~ M ouM-= Slélp | x|l
P P P P P nE NN
d'ou
o p-1)2 i
1 1 2 1 -1 2 M
lim 5 5 =g lIr lI7 < _.(P___.. e 1%+ viZ1
N> 2 Np "p” H p 2| p -1 p/’
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M ,
d'ou par récurrence, on a

N,-1...N -1
—_— R
lim 1im ....lim -I-ql———ﬁl—— / o Ilrpllzzo .
- 0 -> X0 - 0 =0...n =0
P N1 Np 1 p 0y 0 np
N.€ K N €K
1 P
or v(r) = r2 est une fonction convexe, d'ou le lemme. L]

~
De meme, on a

Lemme '1

Soit E un espace de Banach dont la norme est dérivable en o©.

au sens de Gateaux. Soit X ~une suite de E telle que

P [}
X bornée et § K CIN tel que S X, m

k>

et tel que lim Tim ...Tim [— Nl_:__, —l'(szx +ooot S X_ )=0 [|=0

, N, °° N,,ce0,0 n J)
> N, € ’ ’ p
p NEK N ER 1 p M P 1 p
N>® N>
1 P
alors si on note J 1'application de dualité associée a ¢, ¢ € &
— i T
lim 1lim ...lim < i,séne.ﬁ—-%;__—__?f [&(L(szxn +oeetS)X ))-Jc]> =0,
p>~° N €K NpEK N Np MR WP 1 "o ]
N2> N X
1
Remarque

Dans tout espace de Banach uniformément lisse, l'application
de dualiteé J1 est donc presque faiblement continue, ergodiquement

faiblement continue, ainsi que uniformément presque faiblement continue.
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$ 1. STRUCTURE DE L'ADHERENCE FAIBLE DE {T'x}.

On va montrer sous des hypotheses assez générales
1'orthogonalité de 1'adhérence faible de {1 x } par rapport a

l'ensemble des points fixes de T.

Péfinition.

Soit T : C ® C une contraction d'un sous-ensemble convexe

fermé d'un espace de Banach.

On notera w (x) 1'adhérence faible de {T" x } € c'est-a-
w n <IN

dire 1'ensemble dans E'" de toutes les limites faibles o(E", E') des

. . n
sous-suites de {T x }neN'

Si E est réflexif, on a ww(x) C E,

Lemme 12

Soit E un espace de Banach. Soit C un ensemble convexe de E.

Soit T : C > C wune contraction. On suppose que F 1'ensemble des points

T’

fixes de T, est non vide. Soit f € Fn. On note

6. (n) =2 (T™x -£) 4+ £ .
k 2k

Si T" est une contraction de type I' de méme caractéristique Y. pour tout
’
m = 0, alors

¥ £ € Fp Hok(n) - fl” converge quand n - + . .



VIII.23

Démonstration

D'apres la proposition 4 , il existe une constante 6k(n)

telle que

Hfﬂ“ok(n) - ok(n+-m)|l < 6k(n) avec i{?w 6k:(n) = 0,

Donc on a

loym+m) - £, 1 =) (n) = o (nsm I+ [ T"0 (n) - £ ] .

D'ou

Hdk(n+ m) - f1H = 6k(n) +||6k(n) - f

1

De ce fait,

: - < -
lim || Gk(n-+ m) f1|| 6k(n) + ||0k(n) f1“
m~—>
D'ou : 1im llo,(n) - £, || < 1im |0, (n) - £, 1 .
o %k 1 o %k 1

On a ainsi le lemme.

Proposition 13.

Sous les hypotheses du lemme précédent, si E a une norme
différentiable (au sens de Fréchet), alors pour toute application J

de dualité associée a ¢, on a

T w
¥u1,u2 - w(x) et ¥f,f1€FT .

< u, - u

1 gy J(E-£) > =0,
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Démonstration

Sans restreindre la généralité, on peut supposer que 1'appli-
cation J de dualité est associée a w(r) = r., Comme E a une norme diffé-

rentiable en x# 0, il existe une fonction Y : R_~> IR, convexe telle que

lim ¥(x) =:0 et pour tout y € E,
r
r~9
1 2
0= 2yl - ZIxlP-< y=x, 3x > < v(lly-xll) .
Si f = f1 alors la proposition 13 est démontrée, sinon on prend

pour x=f - f et pour y= ok(n)— fi,oona :

n n
1 2 1 2 T x-—f T x-1,
0<=lo.(n)-F, || ~=llf=f,i“-c« ===, J(£-£,) >= v |[|[—=1|.
2 "% 1 2 1 oK 1 oK

de ce fait si u, € w (x), on a d'apres le lemme 12

u,-f - f ,
o=<iiim loym) -2 1% -Lye-e1? -« 2 ge-g) > < v[IZE)
2 k 1 2 1 k 1 k
n=>w 2 2

Donc
L cu-u, JE-£) 5] Szv.'-’f-—'—i-” et ceci ¥ k.
oK 1™ Y2 1 oK

\
D'ou < u

1-11

o J(f-fl) =0,

Corollaire 14

Sous les hypothéses de la proposition 13 ,on a

Conv €
¥ ug, u, € Conv ww(x), ¥ £, £, € Fp
|
< uy-u,, J(f - fl) >=0.
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Remargues

Conv ww(x) est un sous-ensemble convexe fermé de E'",

Conv ww(x) est inclus dans E si E est réflexif.

On a que

Conv ww(x) N F. est soit vide, soit un singleton.

T

§ 5. CONVERGENCE FAIBLE DE Snx.

Théoreme 15

Soit E un espace de Banach réflexif. Soit C un sous-ensemble
convexe fermé borné de E. Soit T : C 2 C une contraction. Alors si on

a les conditions suivantes

(A1) ¥ m =0, T" est une contraction de type I' de méme

caractéristique VY.

(A2) E a une application de dualité J ergodiquement fai-

blement continue .,
(A3) E a une norme différentiable (au sens de Fréchet) |

Alors Fy, # # et pour tout x€C, S x = (x+...‘+~Tn-1

n

==

x)

converge faiblement vers un point fixe f de T.

Remarques -

Dans le théoreme 15 on ne suppose pas a priori qu'il existe
un point fixe de T.
Pour les espaces LY (Q), 1 <p< *, les conditions A%, A2

et A3 sont remplies.

’ , . . - .
Pour demontrer ce theoreme, on utilise les lemmes suivants.
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Lemme 16

Soit E un espace de Banach. Soit C un sous-ensemble convexe
fermé borné de E. Soit T : C ® C une contraction de type I'. On suppose
que E vérifie A2. Si Sn x —— f pour la topologie 6(E,E'), alors f est

k
un point fixe de T.

Remarque :

Sous les hypothéses du lemme 16., si on suppose de plus que

E est réflexif, alors Fr £ 8.

Lemme 17

Soit E un espace vecteriel normé. Soit J une application de
dualité de E. Soit C un sous-ensemble convexe de E. Soit T : C > C
. 3
une application hemi-continue..

S'il existe f € C tel que

¥y€C <y-Ty, J(f-y) > =0 -

1l
=
£l

Alors f est un point fixe de T : Tf

En effet :

¥z€cCc, ¥t€fo,1], f+t(z-1£) €C -
De ce fait on a »

< f+t(z=-f) - T(f+t(z=-£)) , J(t(f=2)) > = 0 .
Donc < f+t(z-f) - T(£+t(z=-£f)) , J(£-12) > = 0.
En faisant tendre t ® , on obtient

< f=-Tf,J(f-2) > =<0 et ceci ¥z € C.
En prenant z = Tf, ona < f=-Tf, J(f-Tf) >< 0.

Donc f = Tf. .

#* Une application est dite hémicontinue si T est continue de D(T)N F- E
muni de la topologie 6(E,E') pour tout F sous-espace vectoriel de

dimension 1.
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Démonstration du lemme 16

Soit J 1l'application de dualité de E ergodiquement faiblement
continue. Soit ¢ la fonction associée a J.

On a pour tout x,y € C
< Tx - Ty, J(x-y) > < [ITx-Ty||. |J(x-pIl = lIx-yll. ¢ (Ihe=yll) .

En reprenant les notations du corollaire 3 , on considere

n n +7.'.+n k-m JU
s(ny) = kl-m {SmTlx +...+SmT1 2 x] ]
2 2 2
On a donc )
1 L % lrs(n,) - stn +DI = I (k, N,)
N.°°° N 1 1 L | .
1 2k-m

Oor Ts(n) - Ty se décompose en
Ts(ny) - Ty= Ts(n;) - s(n;+1) + s(ng+1) - s(n ) +s(n)-y +y- Ty

De ce fait, on a :

<y -Ty, J(s(nl)—y) > =

< [HTs(nl) -s(n1+1)|| + ||s(n1+1) - s(nl)il] I I(s(n,) - y) |

Soit & diam C . On a

1]

HJ(s(nl)-y)H = cp(” s(nl)—y’H)S ¢(8)

I's(ng+1) - sall < -2%; :
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Donc on a

1. 1 L<y-Ty, Ji{s(n,) -y >)S
N N K 1
1 ot m
1 1
S—N-..n 5 b HTs(nl)—s(n1+1) Il (&)
1 2k—m
5 9(6)
ol

< I(k, N +§—95(1—6-)-
2

Comme J est eérgodiquement faiblement continue et que Sn x —— f pour

k
la topologie o(E,E'), on considere
K = {nk}kem et on a
. — - | 1 1 5
lim 1lim ...lim TRERIET < y-Ty, J(s(nl) -y) =J(£f-y) >|= 0.
k= N1->°° Nzk-m"“o Py 2k—m
€
NitE N €x
2
Donc on obtient
<y -Ty, J(f-y) > = 6m(6> et ceci ¥ m
2

A
D'ou

<y-Ty, J(f-y) > =0 ¥y€c.

D'apres le lemme 17 , f est un point fixe de T. =

Démonstration du théoreme 15

Comme E est réflexif et que C est borné, il existe une sous-

suite de Snx qui converge faiblement
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Soit £
S x —
k
Or d'apres le lemme 16 , on a que f est un point fixe de T.

Donc on a FT £ ¢ et toute sous-suite de Snx qui converge faiblement,

converge faiblement vers un point fixe de T.

Comme S x € Conv W (x), on a si
n w

f = 1im faible S x et f, = 1lim faible S x
nk 1 n1

f et f, € Conv ® (x)
1 w

or f et £ € F

1 T
Donc, d'aprés les remarques du corollaire 14 , f = f
De ce fait, Snx'———5 f faiblement. .

Remarque :

I1 est faux en général, méme dans les espaces de Hilbert,
que Snx —_— f. cf[z]. Dans les espaces de Hilbert, si on
ajoute des conditions sur T, par exemple 1'imparité, alors Snx converge

fortement vers un point fixe.

§ 6. CONVERGENCE FAIBLE DE ™x.

On a le théoreme suivant :

Théoreme 18-

Soit E un espace de Banach uniformément lisse. Soit C un
sous-ensemble convexe fermé borné de E. Soit T : C 2 C une contraction

de type I'. Alors on a 1'équivalence
i/ Tn+1x: - ™x— 0 faiblement

ii/ ™ x converge faiblement vers un point fixe de T.
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Démonstration

e 0 .
D'apres le corollaire 3 , on considere

no+eeedn

1 n, 1 2 ,

s(nl) = 5 [S n T " X+oo0e+ S n T X' .
2 2 2 -

On a donc

n,-1

19y , <
N1 T |krs(n1) s(n1+1)H-— I(k,Nl) .

Soit J l'application de dualité associée a ¢(r) =r. Alors

J est uniformément presque faiblement continue d'aprés les lemmes 10

et 11.
Or
Ts(nl)-Ty = Ts(nl)-s(n1+1) + S(n1+1) - S(nl) + S(nl)-y +y ~-Ty
Comme
< Ts(nl)-Ty, J(S(nl) - y) > = ||s(n1) - y“z
alors
1 / 62
— X <y=-Ty, Jis(n,) -y|> = I(k,N,) & + —
N, n : 1 1 m
11 2
avec & = diam C.
"k
Or soit T x——f , alors
Nlpl
"
<y-Ty, J(f-y) > = ﬁL‘ %_:6 <y-Ty, J s(nl)-y - J(f-y) >
1 1

2

+ I (k, N1)5+9- .
Yo
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Soit K = {nk}. Comme J est uniformément presque faiblement continue,

il existe une constante 8M, y-Ty, f-y (p) qui ne dépend que de M, y-Ty,

f-y et p telle que

— - ‘ k-m)
lim ... lim < y-Ty, J|s(n,)- -J(f-y) >|= ¢ (2
Lin ... Tim < y-Ty, ( RES; y M, y-Ty, f-y
2 k-m g
- - w0
) " k-m
2
avec € (p) —30
M, ;y-Ty, £-y ¥’ po»s

Donc on a

2

k-m o)
M, y-Ty, f-y (277 + I(k,N)) &+ 0

< y-Ty, J(f-y) > = ¢
En faisant tendre successivement N1, k et m vers 1'infini, on a
<y-Ty, J(f-y) >=< 0 ¥yc€cC.

D'ou, d'aprés le lemme 17, f est un point fixe de T.

n n
. k 1 .
De plus, si T x—>f et T x— fl’ d'apres la proposition 13

n .
Donc on a : T x converge faiblement vers un point fixe. m
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De nombreux problemes restent encore ouverts. En particulier
celui de savoir si dans un espace de Banach uniformément convexe,
Snx converge faiblement vers un point fixe, voir les résultats de
R. Bruck [4]. De plus, il serait intéressant de savoir si pour

les contractions impaires, Snx converge toujours fortement.
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