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§ 1. INTRODUCTION.

On traitera séparément le cas ou 1'espace est un espace de
Hilbert et le cas ou 1'espace est plus général. En effet,dans le cas
hilbertien, de nombreux résultats ont été obtenus qui, s'ils générali-
sent, ne sont pas aussi simples a démontrer.

Soient E un espace de Banach (réflexif), C un sous-ensemble
convexe fermé (borné) de E et T: C—~C une application lipschitzienne.
On notera F(T) 1'ensemble des points fixes de T et
Snx.—:% (x+Tx+...+Tn-1x).

On va étudier les deux problemes suivants :

10) 1la non-vacuité de F(T)

20) 1la convergence de Snx et de T'x quand T est une contraction,
i.e. |Tx- Tyl < |lx -y, ¥ x,yec.

La plupart de ces résultats se trouve dans [ 1].

§ 2. LA CAS HILBERTIEN.

Goebel et Kirk [ 5] ont montré que dans un espace de Banach
uni formément convexe, il existe une constante A > 1 telle que si
n p .. p
< L]
| HLipsch"K et C est borné, alors F(T) £ 8. On va préciser ce résultat
dans le cas hilbertien.

rThéoreme 1 : Soit C un convexe fermé borné d'un espace de Hilbert H.

Soit T: C—-C une application lipschitzienne telle que

(1) T T pgen < V2 o,
n

| alors F(T) est non vide.

Démonstration : Pour tout x€ C, on définit la fonction yk*dx(y) par
-—_ n
d (y) = lim Hy— T xH
X n

La fonction dx est convexe, continue, positive et possede la propriété

suivante :
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(2) di(ay1-+5y2)-+aﬁ Hyl-y2H2 < a di(y1)+ B di(yg)

pour tout a,f =20, a+p=1.

De ce fait, il existe un unique u€ C (qui dépend de x) tel que :

dx(u) = Min dx(y) .
yeC

On notera u=yx et 6(x) = dx(u)-

D'apres (2), si on prend Y, = Vx, et Yyo=Y€C, on a
82(x) +aB |[yx-y]|* = « 5%(x) + p a>(y)
62(x)-+a ”¢x-—y“2 < di(y) ¥ ac[0,1]

On obtient donc 1'inégalité

[

(3) 52(x) + lx - v|? < &(y) .
On a de plus

dx(pr’) = Tin—ﬂ—l “pr_Tnx” < ”TpHLip dx(y) .

Donc en remplagant dans (3) y par Tpr, on a :
(4) 0200+ flyx - tPyx|? < PR, 6

En passant a la limite supérieure selon p, on obtient

dix(WX) < k 62(x)

avec k= 1lim “Tnﬂz.\— 1<1 d'apres (1).
n 1Lip

En utilisant de nouveau (3), on a 1'inégalité suivante

62(Wx) < 62(Wx)+v|¢x— szlz < dix(WX) < k 52(x) ,

ce qui donne :

62(an) < k" 8%(x) .
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De ce fait,

n+1xH2 < kP 62(x) .

n
v x -y
n - n+1 n
La suite |y x est donc fortement convergente car la série (y x -V x)
est normalement convergente. Soit f la limite de wnx : anf)f. D'apres

(4), on a

V=12 = (il - 0k e
En passant a la limite, on obtient
|£f-1f] = 0 .
Donc F(T) £ 98 . .
[Corollaire 2 : Si T est une contraction, F(T) £ @.

Contre-exemple : Soient H=P2(]N) et C={x=20, |x|2$ 1}. On définit

T: C-C par

sin = |x[ 1
Tx = (cos = |x|.)e + 2 2 Rx ,
2 2o x|
2

ou R est 1'opérateur de shift : R[(xo,x1,x2,...,)]= (O,xo,x1,...) .

Alors T n'a pas de point fixe et “TnHLipsch::%'

On va s'intéresser maintenant a la convergence de Snx quand

T est une contraction (C est borné).

Théoreme 3 : Soit T: C=C une contraction avec C convexe fermé borné
d'un espace de Hilbert : alors pour tout x¢€ C, Snx converge faiblement

vers un point fixe de T.

Pour démontrer ce théoreme, on a besoin des lemmes suivants

Lemme 4 : Soit T: C—-C une contraction et soit X une suite telle que
[x -Tx -0 et x =~f. Alors Tf=f.
n n n
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i)
Démonstration : On a (Txn-Ty,xn-y):;lTxn-—Tyl .lxn-yls lxn— yl<.

Donc (Txn-xn,xn— y)4—(y-Ty,xn-y)f;0- En passant a la limite, on a
(y-Ty,f-y) <0 et ceci ¥ yeC
En brenant y=f+t(z-f) avec O0<t< 1, on a
(f+t(z-f)-T(f+t(z-f)),f-2) <0 .
Ainsi quand on fait te;dre t vers O, on obtient 1'inégalité
(f-Tf,f-2) <0 ¥ zcC .
ce qdi donne, si on choisit z=Tf.
lt-t12 -0 . .
emme 5 : Sous les bypothéses du lemme 4, on a 1l'inégalite :

|7 S x-8 X < = |Ts x-x| .
n n n

\ n
Démonstration : On a 1'égalité :
n-1 . . n-1 .
TS x-S x|24- 1 = lTlx--T‘]xl2 = 1 T ITs x--Tlxl2 .
n n .o n . n
2n- i, j=0 i=0

Comme T est une contraction, on a
i

n-2

2 1 i jig2 1
ITSnx-Snxl +—5 T ITtx - TIx| < —

Is x-Tix|2+1 |1s x- x|2
. . . n n n
. 2n i, j i

™M1

0

Apres simplification :

n_1xl2)

Its x-8 x1%2 <L (I1s x-x/%-|TS x=-T ) .
n n n n n

n
Définition : w(x)={u/u=1lim faible T kx} représente 1'orbite faible

de x.

[Lemme 6 : Sous les hypotheses du théoreme 3, w(x) est "orthogonal"
"a'F(T) en ce sens que :

¥u ,u,¢€ w(x), ¥ £ € F(T)

(u1—u2,f1— f2) =0
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Démonstration : Si f€ F(T), |T"x- f| est décroissante. Soit

a(f) = 1im |T"x - £|. De plus, on a les égalités

IT"x - f1|2 = I - f2|2+ 2(f,- £,,T"x = £,) + | £, - 1‘1|2
d2(f1) = d2(f2)+2(f2- fu,-f,)+ |f2-f1|2
a®(£) = a%(£,) + 2(f, - £ uy-£,) + 1, - £, 1% .
En soustrayant, on a (f2- fl,uz-u1):=0. [

Conséquence : Conv y(x) est "orthogonal" a F(T), ce qui implique que

Conv w(x) NF(T) contient au plus un point.

Démonstration du théoreme 3 : D'apres les lemmes 3 et 4, si S x=f,

k
f est un point fixe. De ce fait Conv w(x) NF(T) ={f}. D'ou S x>f. @

Caractéristique du point f : F(T) est un ensemble convexe fermé non

vide. Soit f=1im faible S x. Alors on a
n—o n

f = lim forte Projp g ™x .

N—x

roposition 7 [ ] : Soit T: C-C une contraction, alors on a 1'équi-

valence :
™x — &= %-1"%x — 0 .

Démonstration : En reprenant le lemme 5, on a

ITs T™Px - s TPx| < M ou M= diam (C) .
A

qui, associée a 1'inégalité suivante :

(TSnTpx-SnTpx,SnTpx— y) + (y-Ty,SnTpx- y) <0

M2
donne : (y-—Ty,SnTpx— y) < — .

Vn

p p
Soit f= lim faible T ®x. Alors si T !x - T"x=0, on a s T Ky f, et de

ce fait
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[\V]

M
(y-Ty,f-y) <—= ¥ n .

n

<\

Donc (y-Ty,f-y)<0, ¥ yéC. D'ou f=Tf. D'autre part w(x) NF(T)={f. .

d'apres le lemme 5. Donc T'x-f. L]
"Théoreme 8 : Soient C un convexe fermé symétrique, i.e. C= -C et
T: C-C une contraction impaire, i.e. T(-x) = -Tx, alors § x converge

| forteément vers un point fixe de T.

"Lemme 9 : Sous les hypotheses du théoreme &, on a

(T"x,T""*'x)——>a(i) uniformément .

n—oo

En _effet,
t2[(Tn+1x,Tn+i+1x)-(Tnx,Tn+ix)] -
(,Tnx|2— |Tn+1x|2)+»(|Tn+ix|2— lTn+i+1x|2)
n+i+1xi‘Tn+1x12— lTn+ixflTnx|2)

+ (T

n+1i n , .
Donc en remarquant que |T x* T x| est decroissant, on a

2|(Tn+1x,Tn+1+1x)-(Tnx,Tn+1x)| <

(I 12 - [T %12y o (e ik 2 0 (e 1412y .

Comme TO=0, |T"x| est décroissant. D'ou (T%x,T""'x) - a(i)

et
3 9
[T, T 1) - a(i) ] < 1M%< 1im [TPx[% = e(n) . .
p—-rm
Démonstration du théoreme 8 : On sait d'apres le théoreme 3 que

Snxa-f. Pour prouver que Snx—»f, il suffit de prouver que lim lSnxls E
n

On a

'SnTpx|2 = ;% s (1Px, 1P
n“ i.j
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Donc
ls TPx|? s—% v a(li-jl)+e(p)
n- i,j
n-1
(1) s ™x1® <& 5 (n-1) a(i)+el(p) .
n i=0
Or
12 . . 2 . m+1i m l
—22(n-1)a(1)——é-2 (n-i)(T" "x,T x)| < e(m)
n i n i
Ij% by (n-i)a(i)-j% by i(Sime,me)l < e(m) .
n i n i
Donc lim % 5 (n-i)a(i) < (£,T™x) + e(m) car snT"'x-sf d'apres le théoreme 3.
n n 1

De ce fait

im—%2— v (n-i)a(i) < (f,S x)+l re(i) .
. m m .
1 1
Donc
im—2—22 (n-i)a(i) < 1£1% .
n n i

En reportant dans (1) on a :

lim |SnTpx|2 < |fl2+ e(p) .

n
Comme 1lim ISnxlz lim ISDTpxl, on a
n n
Lim Is x1? < 1212+ e(p) .
n
D' on lim Isan2 < €12 . .

n

[Proposition 10 : Soit T: C-C une contraction impaire et C symétrique.

Alors on a 1'équivalence
™ — r<= ™ x-1"x — 0 .

Démonstration : Si Tn+1x-Tnx—o0, d'aprés la proposition 7, T'x=f.

Comme O est un point fixe de T, IT"x| est décroissant, soit 4 sa limite.

On a 1'égalité
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|Tn+1x4-Tnx12+-|Tn+1x-Tnx|2 = 2|Tnx|24-2|Tnf1x|2 .

En passant a la limite selon n, on a

2

n+1x4—Tnx|24»O = 4d .

lim |IT
n

n+i n+i n+i

s ,
Donc 4d2 < It x+»Tnx|2 = IT x|24»|Tnx|2+ 2(T x,Tnx). En passant

a la limite selon i, on a

442 < a2+ 2(£,7%) + |72

Donc 4d°<d%+2[f1%+d% Don 1lim IT%| < |f] et T'x=f . .

Remarque : On peut construire un exemple dans lequel Snx converge

. . . . . mn+1 n
faiblement mais non fortement vers un point fixe méme si T x-Tx—oo.

§ 3. PROPRIETES DES POINTS FIXES DANS LES ESPACES DE BANACH.

Soit C un convexe fermé borné d'un espace de Banach E et soit

T: C—-C une contraction. On dira que E possede la propriété des points

fixes si 1'ensemble F(T) des points fixes de T est non vide. Onla vu
au § 2 qu'un espace de Hilbert possede la propriété des points fixes.
Néanmoins il existe des espaces de Banach qui ne possedent pas la pro-
priété des points fixes : 41, o L1, C. On va donner un exemple
typique :

Dans C[0,1], ensemble des fonctions continues muni de 1la
norme max, on considére C={flosf<1, f1(0)= 0, (1) = 1}. Alors 1la
contraction T: C-C définie par (Tf)(x) = xf(x) n'admet pas de point
fixe.

Néanmoins pour les espaces de Banach réflexifs, un certain
nombre de résultats dus a Browder [ 3], GHhde [ 4] et Kirk [ 6 ] montrent
que les espaces de Banach réflexif a structure normale possedent la pro-
priété des points fixes. Onva généraliser ici un peu ces résultats.

On dira que 1'ensemble convexe fermé K est T-invariant si
T(K) cK. On dira que K est minimal sous T si K ne contient aucun sous-

ensemble convexe fermé propre T-invariant. On va maintenant supposer

que E est un espace de Banach réflexif et C minimal sous T, ce qui est

toujours possible par le lemme de Zorn car E est réflexif. Comme C est

minimal sous T, on a évidemment:
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Conv T(C) = C .
Une propriété importante est donnée par le lemme suivant

[Lemme 11 : Soit ¢: C- R une fonction convexe, s.c.i. positive telle

que ?(Tx) <?®(x), alors @ =Constante.

En effet, 1'ensemble C = {x€C/®(x) = Inf ¢(y)} est un ensemble
y

convexe fermé non vide T-invariant contenu dans C. Donc Co: C et de
ce fait P= const. =

Soit D le diamétre de C, i-e. D= sup Ix-yl. On notera

x,ycC
r (C)=sup Ix-yl. On a le lemme suivant
yeC
[Lemme 12 : On a 1'égalité suivante

rx(C) = D pour tout x€C .

En effet, la fonction xr~rx(C) est une fonction convexe,
s c.i., positive de C dans R, telle que rTx(C):;rx(C) car :

(C) =sup ITx-yl. Comme Conv T(C)=C, il existe pour tout £>0, et
p
yeC
pour tout y &€ C, une combinaison convexe telle que = a, Tzi— yls €.

rTx
Donc
ITx -yl < ITx-2a, Tz, l+e < T a, [Tx-Tz |+¢
; 1 i i i

< 3 ailx- zi|+ € < rx(C)+ € .

On obtient rTx(C)s rx(C)4-€ pour tout €> 0. En utilisant 1le lemme 11,

on a
rX(C) = D pour tout x€C . L
On a le résultat classique [ 7] suivant

Théoreme 13 : Les espaces de Banach réflexifs a structure normale,

i.e. pour tout convexe C borné non réduit a 1 point Inf r (C) < diam (C),
xeC
possedent la propriété des points fixes.



VII.10

Démonstration : D'apres le lemme 12, on a rx(C)z D pour tout x¢ C.

Comme 1'espace est a structure normale, C est réduit a un point. Soit

C-= {f}. Comme C est T-invariant, Tf=f. .

Remargues

. Les espaces de Banach uniformément convexes sont a structure
normale, donc possedent la propriété des points fixes.

Al ). Alors
,
_ 42 2%

pour A<y 2 (22’,'IA) est un espace a structure normale.Mais pour K:2J2

. Soit ﬂz(m) muni de la norme "'X: Max(|. |

(ﬁq,l-lx) n'est plus un espace a structure normale bien que pour A <2,

(£ ,'IK) possede la propriété des points fixes.

2’
On rappelle que le module de lissité d'un espace de Banach E
est défini par :

p(t) = Sup{% |x+y|+-;- [x-yl-13 Ixl=1et lyl<t} .

On remarquera que E est un espace de Banach uniformément lisse si et

p(t)
T rlO’O'

seulement si

De plus on a le lemme suivant analogue au lemme 12 dont la démonstration

est laissée au lecteur.

~Lemme 14 : Si C est minimal sous T, on considere une suite an C telle

que xn-Txn-'O, alors

lim lxn-yl = lim lxn— y, = D pour tout yeC .
n n

X _+X

. —_— n m 1
Si de plus on a lim 1lim [T ——-= (x_+x )| =0, alors
2 2 n m
m n

T T 1
lrllm 1:lm IE (xn+xm)—y| = D pour tout yecCc .

On a la proposition suivante

p(1)

Proposition 15 : Les espaces de Banach réflexifs tels que lim ————<1% ,
710 <
en particulier les espaces de Banach uniformément lisses, possédent la

propriété des points fixes.

Démonstration : Soit y€C et pour 0<r<1, 4 ! x_ tel que

r




VII.11

X =ry+ (1- r)Txr car la fonction zbk ry+ (1-r)Tz est une contraction

stricte de rapport (1-r). Comme
lxr—Ter = rly—Txr| <rDh

on a xr-Txr—eO quand r—- 0. De ce fait, il existe une suite xn€ C telle
que

— -
xn x et xn Txn———>O

On a de ce fait pour 0< 1< 1

1

Ix -x +1(X-x )|+l [x -x -1(x-x )] <
2 n m m n m m

2

Tli-xml
< |xn-xml [1+p(-l———rxn_xm )] .
En passant a la limite en n et en utilisant le lemme 14, on a

1 _ D t]x-x |
5 1111m lxn-xm+r(x—xm)| t5 [1+P(—D—— +)]

_ D T')_(—XmI
(1+T)|x-—xm| <3 [1+2P(-—D——+ )l .

o=

Donc en passant a la limite en m, on a

%(1+1)D <

o

+D p(T+)

car P est croissante. Donc, si DZO, on a

p(t)

T

1im
10

=

o=

est décroissante. ®

car

p(t)
T

Proposition 16 : Soit E un espace de Banach muni de la norme
)l = MaxW2 1.1, 121,) o 1.1

une norme telle que |-|1S |-|2,

5 est une norme hilbertienne de E et |. |1

alors E possede la propriété des points

fixes.

Démonstration : On a vu qu'il existait une suite X telle que
xn-Txn-»O (cf. proposition 15). On peut supposer de plus que xn-—\;( et

que |xn-§|2_.d. On considére 1'égalité
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2 2]
T ( r12 Ty - % (Txna-Txm)f: +-% lTxn-Txmlg =
X +X X + X
1 n m 2 1 n m 2
:EIT( 5 )—Txnl2+§,T( 5 )—Txmlz.

En prenant les limites supérieures en n et en m, on obtient

X + X 2
_— n m 1 2 d
———— - — _ <
1im 1im |IT ( 5 ) 5 (xn4»xm)|2 'S
n m

2

1 2 D
< =13 i _x 1= o =2

2 lim lim Hxn me 7

n m

Conme l.lzs]LI!sJ2 [.] on a ds]DsV2 d. D'apres 1'inégalité précé-

2’
dente, on a :
X +X
d:«/ED et Tim Tim IT (2" -l (x vx )l -0 .
2 2 n m
n m
En utilisant le lemme 14, on a :
— — ;1 -
lim lim |5 (x_+x ) -x|| = D
2 n m
n m
Or
1 - 1 - 1 -
,5 (xn-rxm)--x,2 < ”E (xm-+xm)-xH < ¢E.'§ (xn+xm)--x|2 .
Donc JL.S D<ad .
Va2
D'ou D=0 . [ ]
Deux exemples typiques de tels espaces sont
L2([0,1]) muni de la norme ||.|| = Max(].] S V2 1. )
2 1
L L
et
2 [
4 . - . y . .
(N) avec la norme | IJE' Max (| lzz, 2 | 'zm)
Proposition 17 : L'espace ﬁz(m) muni de la norme
lolxz Max(l.lzz, Kl.lzm) possede la propriété des points fixes si

A< 2.

La démonstration de ce résultat se trouve dans [ 2 ].
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Au probleme de savoir si les espaces réflexifs ont la pro-
priété des points fixes, je serai tenté de dire non ; quand aux

espaces super-réflexifs il me semble que la propriété doit etre vraie.
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