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XXv.1

Le but de ce travail est de montrer que pour 1< p<w et 1<r <,
1'espace Lp(ﬁr) est primaire. D'apres une remarque de Pisier dans [3],
il est assez facile de voir que si (hk)k>1 est la base de Haar et
(e.). la base canonique de £ , alors la suite (h, ® e.) est une base
i"i=1 r k i
inconditionnelle de Lp(ﬁr)- Dans la premiere partie nous étudierons
les sous-suites de cette base et dans la seconde partie nous montrerons

plus particulierement que Lp(ﬁr) est primaire.

I - ETUDE DES SOUS-SUITES DE LA BASE DE Lp(ﬂr).

Dans cette partie, p et r sont fixés. Soit N la constante

d'inconditionalité de la base (hk@>ei) Nous aurons besoin d'un

k=1 °
i>1

résultat préliminaire.

Lemme I.1 : Soit (d;) une suite de fonctions de LP telle que la suite

(d;@>ei) soit basique inconditionnelle, alors

2
: : p
|z o ; &8elP x [(s(z cxii d N/ 2P g .
k,i O P ) ik ‘

En particulier si deux suites d; de d&l vérifient les hypotheses et en

outre |d;l= ld'*|, alors les suites (diébei) et (dklg)ei) sont équiva-

k
| lentes.

Le signe X signifie que le rapport des deux quantités est

majoré et minoré par des constantes positives indépendantes des aps -

Démonstration : Posons A=| T s d;@ einp
k,i Lp(f»r)

p={llz ay, d)eelp dat .
k,i r
Désignons par Ek(-) la suite de Rademacher. Comme la suite est incondi-

tionnelle on a

Ax [f D e, g () di(t)@ei;lf dt du .
K,i v
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Fixons t et intégrons par rapport a u ; on peut en utilisant les inéga-

lités de Kahane [4], écrire

S(t) = f”kzi o & (w) d;(t)opeinfr du x (dr”kzi oy £ () d (1) ®ei|l,§r au)P’'T
)P/I‘

S(t) ~ (f T s o & (W) dli((t)lr du
i k

On applique maintenant les inégalités de Khintchine et on obtient

2
S(t) ~ (2(x aii d, (¢)*/2)P/T
ik

2
A= [ (2 o2l ()P gy CQFD
ikklk

—Corollaire I.2 : Si deux suites dl:l( et dl'(1 sont dans Loo et telles que

(a) {d;® ei} et {dl'(1®ei} sont des suites inconditionnelles

(b) ldar*(t)l =a,.lda*(t)| sauf sur un ensemble de mesure €, . et
k ki 'k ki

=z et o I o i« T a1 gl fla ") < o

| alors les suites basiques considérées sont équivalentes dans Lp(ﬁr).

Démonstration : Supposons d'abord xki =1 et posons

i i
E,) = {t/ldk(t)lzldk ()} .

i 1/p
kHLm €ik

On a lay®e; -a T, ®el <|a .

ik

D'apres 1'hypothese (b) on a

: . e
T |ldloe, -dar 1, ®e.||a ®e.|| <1 .
ik k i k Eik i e i

Les suites {d;@ ei} et {dll( 1IE ®ei} sont donc équivalentes. De meme

ik

les suites {d'1®e.} et {d'l I ®e.} sont équivalentes, donc en
k i k Eik i
. . i , 1
appliquant le lemme I.1 aux suites {dk 1IE ® ei} et {dk 1IE ®ei}

ik ik
P . . i i
on en déduit le corollaire dans ce cas. Si Kki;é 1, posons 2, = Kki dk ,
;3 ;3¢ ; ;
alors zl - d' . Les suites (z!®e.) et (d''®e.) sont équivalentes
k ?\ki k k i k i

car
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1/p i i¥% 1/p
2 ogg gl oz Il = = lagll . lal™)
ORI A A
On peut donc appllquer la premlere partle de 1a démonstration.
D'autre part : Hz ®e, —d ®e. “ [1-2 Hd H Donc

z Hzll{@ e, - dk® eiH Hd

®ei||< 1 d'aprés (b). On peut conclure que les
k,i

k

suites {zll{® ei} et {dlt@ei} sont équivalentes, ce qui acheve la démons-
tration.
Nous allons maintenant étudier 1'espace engendré par une

sous-suite (h ®e ). . Etant donnée une partie Qi de IN nous poserons

i>1
ked,
1

= {t€[0,1]/h, (t) £ 0 pour une infinité de k dans éi}.

[ Théoréme I.3 : L'espace engendré par la suite (h ®e, ). i1 est isomor-

ke,
i

phe a Lp(flr) si 1'une des deux hypotheses suivantes est réalisée.

N
(1) 1I1 existe une partie infinie M de IN telle que N ¢, soit de
ieM !
de mesure positive.

A
(2) Pour toute partie infinie M de N, N Q(i: est de mesure nulle.

— ieM

Démonstration : Nous allons d'abord nous placer dans 1'hypothese (1).

Posons Z = [h ®e, ]

is1 ° d'apres la méthode de décomposition de Pelczynski
ke,
i
il suffit de montrer que Z contient un sous-espace complémenté isomor-
phe Lp(ﬂr), on peut donc supposer M= N et choisir un compact K de

/NN
mesure positive dans Qi .
ieN
Nous allons énoncer plusieurs lemmes qui donnent des conditions suffi-
santes pour qu'une suite de Lp(ffr) engendre un sous-espace complémenté

isomorphe a Lp(ﬁr) et nous construirons ensuite une suite dans Z qui

vérifie ces conditions.

Lemme 1.4 : Soit (dk)k 4 une suite de fonctions de K dans {—1,1,0}.

On suppose qu'il existe deux constantes positives K1 et K_ telles que

2
(a) a,=1 |d2|=1I » Kysp(K) <K, -

K’ K 2

(b) Si pour n=0,1,2,... , m:1,2,...2n on pose

D = s(a* ) et D = S(a”_ )
n n,2m n
2 +m
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alors D om1YDh om = Dpog.m ot Ky 5270w ) <K,
Alors la suite {dk8>ei} est équivalente a {hk@>ei} et 1'espace U
qu'elle engendre est identique a Lp(K,Q,Zr) ou @ est la o-algebre engen-
frée par les D i

En effet Lp(K,G,ﬂr) est engendré par les fonctions (d;@>ei)
et (d;@>ei). En utilisant 1'hypothese (b) on voit facilement que 1'opé-
rateur T de Lp(ﬁr) dans U _, défini par T(hk@>ei)= d ®e, est un isomor-
phisme d'espace réticulé de Lp(lr) sur Uo' L'espace Uo’ contenu dans
Lp(K,O,ﬁr), réticulé et contenant toutes les fonctions (dk8>ei) est
donc identique a Lp(K,O,zr).

CQFD

#* *
. - ces s £ Q P) e .
Remarque : U0 s'identifie a L(K,Q, s) et 1'injection de Uo dans
Lq(ﬂs) est donc une isométrie.
Soit maintenant U, 1'espace engendré par [d ®e. ]k>2 . En utilisant 1'iso-
i=1

morphisme T on voit facilement que U, est isomorphe au sous-espace de

1
Lp(ﬁ ) formé des fonctions d'intégrales nulles. Il assez facile de dé-

montrer que ce dernier est isomorphe a Lp(ﬂ ). Si (d ) désigne la sulte

biorthogonale de (dk), il est clair que la restrlctlon a U1 de (dk8>e ). i>1
#*
est la suite biorthogonale de (dk8>ei)izl et engendre donc U1. On a

k>2

* *
donc une injection canonique de U_ dans U0 déefinie par

1
3 ¥* ¥* 3¢
J[(dk®ei)|U1] =d.®e, -

Soit ® la projection naturelle de U sur U qui est continue car la

1’
base de U est inconditionnelle. Comme pour tout fonction f de U ,
- n(f) est orthogonale a (d ® e, )k22 . On a
i=1

<t @ ;3 > = <P,nf>

<jo,mf> = <jo,f> .

Donc T =73 .

Ce qui montre que j est continue car m l'est.
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* %
Ces deux remarques nous montrent que si Y= X z oo (dk@>ei) alors

is1 ks2 KI

e = W,
1

Notation : Pour faciliter 1'écriture nous appellerons suite bloc (bk)

une suite bloc de la base de Haar de la forme suivante
bk = .g; h. , avec okr10£:=¢ et hj hi =0
IS%
si i et j sbont dans o, et itj.
i b

. k PP . .
Si on pose bk = ETETE;TT , cela définit une suite de fonctions dans

* N ,
9- (LP)" et la restriction de ces formes linéaires a 1'espace engendre

par les (bk) est exactement la suite biorthogonale a (bk).

B . ; . .
Lemme 1.5 : K1 et K2 étant donnés, il existe des nombres (sk)k22 posi

tifs tels que si (bk)k22 est une suite bloc de la base de Haar qui véri-

fie
(a) 1la suite (dk)k21 définie par d =f et d,=b M pour k=z2,

vérifie les hypotheses du lemme 1.4 avec les constantes K1 et K2 H

(b) b (t) = d (t) sauf sur un ensemble de mesure £ -

d
k ¥ )
Alors les suites (d @)e ) et T5a7® ¢ sont équivalentes dans
n(Sd iz

i'i>1
k22 Kk>2
dans LY(£ ).
— s
d * *
Démonstration : Posons C ET§TE‘TT On sait que la suite (dkg)ei)

est inconditionnelle dans Uo , donc aussi dans L% ) car U se plonge
isométriquement dans Lq(ﬁs). Soit o la constante d'incondltlonnalité.

d, est un élément de LY(K,a) donc

k
t \ *
. dg (t) 4, (t) it
avec Kb = u(Sdk) .
On a ?\.zll = 1 .

Pour k£Z4, on a
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1
= - - - -b,> .
Kkl& W-S-z—d-kj-)'[<dz bf,’dk bk>+<bfl’dk bk>+<bk,d£ bZ]
3 inf(e ,¢e,)

donc
u(s(dk))

On voit facilement que ,Kkﬁl <

* @ #*
6= &5l = 15 O -0y

® *
< m%d—kw ?1 inf(sk,ez) Hdz“ .

On peut choisir par récurrence des nombres €= 1> €2>'... tels que
#*
% gl
S - all 4 = :
k k L4 2ka

*
Ce choix est possible et ne dépend que de K, et K, car “dzn et u(S(dk))

2

: 3*
sont évalués en fonction de K, et K. . Si (x, ) est une suite de zs

1 2 k k=2
on pose
¢ = d*® * t v ¥y 0. ® *
= X e = X
k=2 k k k>2 k k
alors Hx:H < Eﬂéﬂ
M
et par conséquent |9 - V|| < 3z ﬂ%g < % el -
LY(4s) =2 2
On a donc H@H ~ HWH .

Ceci démontre 1'équivalence des deux suites.
CQFD.

Remarque : Ce lemme exprime en fait que les (dk) sont presque ortho-

gonales.
~Lemme I.6 : Soient K1 et K2 fixés et (bk)k22 une suite comTe au lemme
I.5. I1 existe des nombres positifs (sk,i)izl tels que si (bk)i21 est
k=2 k>2

une famille de suites bloc de la base de Haar telles que

lb;(t)l: ldk(t)l sauf sur un ensemble de mesure ¢ alors 1'espace

k,i °

_ i . CoN pﬂ’ P 2.

LZ1_ [bk®ei]i21 est isomorphe a L*( r) et complémenté
k=2

Démonstration : On va d'abord montrer que les suites (biébei) et
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(dk@>ei) sont équivalentes. On impose d'abord € assez petit pour que

ki
% u(s(dk)) < u(S(bi)) < 2 u(Sdk) .

On montre facilement que, si k= 2™m

n+1
] 3¢ 2 p 3% 2n/p
b1 < < — .
| k HLq = Ki/p et ”dkHLq < Ki/p

Comme Hdk”m:znbi“mz 1, on peut appliquer le cordlaire I.2 et si on a

1 j %
oz P (b

|+ llall ) <1
+
i»1 k=2 k 'a kipa ’

alors les espaces Z1 et U1 ont des bases équivalentes et sont donc
isomorphes. La remarque qui suit le lemme I.4 nous montre que 21 est

isomorphe a LP(£ ).
% r

L'espace Z, est engendré par les restrictions a Z1 des formes linéaires

1
définies par (bk ®ei)i21 . Nous allons montrer que l1l'injection canoni-
k=2
#*
que de 21 dans Lq(ﬂs) est continue. La transposée de cette injection

nous donnera une projection continue de Lp(ﬂr) sur Zl'
) i +* #* 3*
pour cela, nous allons montrer que les suites (bk 8>ei) et (dk8>ei) sont

. q . s . ®*
équivalentes dans L (ﬁs). On sait déja d'apres le lemme I.5 que (dk@>ei)
d

. . N ¥* N k s .
est équivalente a (Ck®‘ﬁ)’ ou gk”ﬁfEE;T . Cette derniere Su1t§ est
. b
donc basique inconditionnelle dans Lq(ﬁs). D'autre part b} =———J;r—
u(Sbk)
. ik ¥ . . q
donc la suite (bk ®(H) est une suite bloc de la base de L (ﬁs) et est
;3%
donc aussi inconditionnelle. On a lb; (t)l::Kki'Qk(t)l sauf sur un
ensemble de mesure € . avec
k,i
u(s(a, )) 2. . n+1
k k,1i 2
A, = ———=— donc l1-A .| = 2 < € . .
ki u(S(b;)) ki u(S(dk)) Kl ki

On peut choisir ¢ de fag¢on que

ki

1/q it i *
e’ (b b |l + ||C cih+ ¢ -2 .1 <1

alors d'apres le corollaire I.2, on a l'équivalence des deux suites
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i

(bk

) et ( *) L4(% )
®ei et Ck®ei dans L

ik % * %
On en déduit 1'équivalence de (b; ®(ﬁ) et (dk8>ei). Par conséquent, si

T
" o1 e Rk P
¢ = Z by %y d:@ e');
iz1 k=2
on a g ) * M, )

Mais d'apres la premiere partie de la démonstration les suites (biébei)

et (dk@>ei) sont équivalentes donc

”n” ¥ ~ HQH * "
Zl U1

Enfin nous avons vu dans la remarque qui suit le lemme I.4 que
A

¢ ~ ||®P .
ol o= liel g,
s

On en déduit alors ”n” ~ Hﬂ” x
) z,

*
Ceci nous montre que 1l'injection de Z, dans Lq(ﬂs) est continue.

1
CQFD.

Nous fixons K2= 2u(K) et K = u(K)/2. Nous allons construire une suite

(bk) 1 qui vérifient les condltlons du lemme I.5 pour ces valeurs de

K1 et Kz. Pour chaque i nous construirons alors une suite (b )

bloc de (h ).

k=2 °’
6@ , qui vérifie les conditions du lemme I.6. En appliquant

ce lemme nous aurons donc mohtré qu'il existe dans Z, un sous-espace

1
complémenté isomorphe a Lp(ﬁr)-

Construction de (bk)k o et et (bk)k22 i»1

Premiere étape : i =1. Nous allons construire (b;) et (bk)- Pour chaque t
dans K on peut construire une suite strictement croissante
n](t)<n2(t)<...<nj(t)<... telle que nj(t)zk si krest le j-ieme
indice dans Q tel que hk(t)f(L Soit W5= {nj(t)/tGEK} . On voit faci-
lement que w'r1¢' $ si i#£j. On considere une sous-suite Wl et Wi telle

h .
que {hk}kewi soit une famille maximale a support disjoint dans { k€¢1

Pour tout 10 dans Wl on définit de meme W2 i sous-suite de Wé , telle
9
o
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que {h soit une famille maximale a support disjoint dans

3
k kE\yz’i
. _ s e s .
{hk/ k€ ¥, S(hk)cs(hio)}' On pose y, = U \1/2,io . On définit ainsi
i ey
o "1
des familles disjointes \yn , telles que pour ic¢ \I/n, il existe j¢ \L/n__1

tel que S(hi)CS(hj)- Posons K = U , il est facile de voir que
Jey
n

NK =K. Si on se donne une suite de nombres (6n,1)n20 positifs, on

peut extraire une sous-suite 4£(n) telle que

u(Klz'(n)\K) < 6n,l :

Posons alors b2 = : hj .

je"’fl(o)

Supposons définis les bk pour k< 2n, on posera alors

b -2 Y

2"+ (2m-1) K€V (1) J
S(h )cs(p” )
2 +m
b ) L, h. .
2"+ 2m KEVg (1) J
Sth)cs(v )
2 +m

I1 faut montrer que la suite d1= 1IK et dk= i, . bk pour k> 2 vérifie

K
les conditions du lemme I.4.

Pour tout n>0 et m= 1,2,...2n posons

= s ) = s(a” )
n,2m-1 2n+m n,2m-1 on, o
B =S _ ) , D = 8S(a”_ ) .
n,2m oM, n,2m oM, o
I1 est clair que D . =B .NK
n,J n,J
et Dn,2m—1UDn,2m - Dn-l,m = S(a n ) -

2 +m

Minorons d'abord 1).(Dn j) pour évaluer Kl’ supposons par exemple que

9
j=2k-1,
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3 '
Mais (Bn,2k—1\K)C:(Kﬁ(n)\K) donc u(Bn,2k—1\K)<:6n,1 . D'autre part les

fonctions b sont symétriques donc
2 +k
BB o) = BB ) = s ) =2 uls(a ) .
! 2 +k 2 +k 2 +k
On a donc
n(D ) > 4 (D ) - 6 .

n,2k-1" = 2 n-1,k n,1
De méme n(D ) = 4w ) -6

n-1,k 2 n-2,4 n-1,1
si k=24-1 ou k= 24.
La derniere inégalité est de la forme

u(D ) = 1 n(D ) -6 avec u=1 ou 2
1,t 2 0,u 1,1

1
2—2-‘}1.(1()—50 .

p(d_,u) 2 1 (S(by) - 5 .

2 1

En multipliant membre a membre on obtient

1 601
P, ak1) 2 g WK - (e 8 )
2 2
1 g1
> (w(k)- ¢ 29" 5. ) .
2n+1 =0 J,1

On peut choisir la suite bj 1 de facon que Klzzugf) . Nous allons main-
9

tenant majorer u(Dn,2k—l) pour eévaluer K2 :

1
u<Dn,2k-1) < ’[J.(Bn’zk_l) = -2— '|J-(Sb2n+k) .

Mais n(Sb ) < % n(Sb n-1 ) si k=24 ou 24-1 .
2™k 2" e

La derniere inégalité est
1
u(Sb2+u) < u(sz) <5 (u(K)-+601) .

, . 1
On en déduit p(Dn,zk—l) < Sard (n(K) + 601) .
On peut choisir 601 de fag¢on que Kzs 2u(K) .

D'autre part on a bk(t)= dk(t) sauf sur un ensemble de mesure 6 ., si

ot
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k=2"m. I1 suffit donc d'imposer

_ oh Sn+1
6n1 < € ¥k=2+1,...2 .

2éme_tape : Comstruction de by Si on impose b e ¥ k=21, 2"

alors on peut poser bk bk.

Fixons i > 1. On peut alors définir comme précédemment une suite (Yn)
de sous-suites de @i, et si K = U S(hj)’ on aura de meéme M K =K.

Jewn

Donnons-nous, pour i fixé, une suite bn i>>0. On peut extraire une suite
9

£ .
(n) telle que 1L(Kz(n)\K)<<E>mi On posera alors

I€¥% (n)
S(h.)cS(b, )
J k

I1 est facile de voir que 1'on obtient ainsi une suite bloc de (hj)jEQ

Nous allons montrer que si la suite £(n) est bien choisie, alors on a

lb (tﬂ_.lb (t)] sauf sur un ensemble de mesure g . . Comme S(b;)C:S(bk),
s 1 i

il est clair que lb (t)] = ,b (t)| sauf sur S(b )\S(b ).

Considérons une somme finie %k de la somme def1n1ssant bk’ telle que

S(%k)C:S(bk) et u(S(bk)\S(%k))<16n,i pour k=2"+m . Je choisis alors
4(n) assez grand pour que 1l'on ait la propriété suivante : si j€ Tﬂ(n)
et S(hJ) rencontre S(b ), alors S(hj)c:S(%k) et ceci pour tout

k= 2%1,2M2, .. .20,

On peut faire ce choix car les/;)k sont des sommes finies. Il est clair
alors que Kf]S(b )C:S(b )c:q(b ), donc pour t€ K on aura

lb (t) | £ |d (t)l seulement si tE S(b )\S(b ), et pour tZK on aura

lbk(t)|£ |dk(t)| seulement si t€ S(bk)\K. La réunion de ces deux ensem-
bles est de mesure inférieure a 26n i Il suffit donc de choisir
9
26 . <e ..
n,i n,i
La construction est donc possible et ceci acheve la démonstration du

théoreme 1.3 dans 1'hypothese (1).

Démonstration du théoreme I.3 dans 1'hypothese (2) : Nous gardons les

meéemes notations et supposons maintenant que pour toute partie infinie

M de NN on a

n é? =0 p.s.
iem *t



XXv.12

A
Donc pour tout entier k, U Qi =[01] p.s. On peut facilement construire

izk
n+1 L 1
une suite (P_) d'entiers telle que si B_= U ¢, , alors u(B_)>1-— .
n n- . i n n
i=P +1 4
n
A A
Fixons n et posons B . =¢./ U ¢, ,i=P +1,...P . Les B . sont
ni i L. n n+1 ni
P <j<i
n
; n+1
deux-a-deux disjoints et U Bni = Bn . On peut donc trouver des
i=P +1
n
n+1 1
compacts C_ .cB_ . tels que C_ = U C . soit de mesure > 1-— .
n,i n,i n_ n,i n
I:Pn+1 4

Pour n fixé, la famille des compacts Cn i est finie et disjointe, donc
9

leur distance respective est minorée par un nombre sn>0. Posons alors

pour Pn<1sPn+1 :
n
e = {ke ¢./8(h, ) rencontre C . et u(S(hk))<?} .

A
I1 est clair que ¢! DC
i n,i

et de plus si k€ @i, L€ ‘Pzi alors
S(h)Ns(h) =g .

n+1
Posons alors ¥ = U ¢! . Nous allons montrer que Z contient un sous-
i=P +1
n

~ I
espace complémenté isomorphe a 1l'espace Y= [hk® en] . Comme ‘I’n con-

nz1
kev
n
tient C_ et que n(N Cn) >0 on sait d' apres la premiere partie de la
n
démonstration que Y est isomorphe a LP(4 r)- Le théoreme sera donc démon-
ou E = [hk® ei]

tré. Considérons Zo= [hk® eiJiE]N = [En]nE]N ’

Pn<iSPn
ked!
i

ked!
i

+1

Or il est facile de voir que si fri est dans En on a

P _ r \P/r
Hi fn(t)Hzr = (i an(t)Hﬁr) .

D'autre part, comme les compacts Cni sont disjoints, on a

* 3
= < S > y = PRy .
an(t)”l)'r | fn(t),(;n [ ou Qn epn+1+ +epn+1
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Z0 est donc isométrique a 1'espace engendré par les fonctions de la
forme <fn(t),Qn>§§en , ou fne.En . Mais on voit facilement que, pour
n fixé :
[<f, (.),C >/f ¢ En] = Lh / k¢ \yn] .
Donc 7 est isométrique a Y. On sait que Z  est complémenté dans LP(4r)

car c'est un espace engendré par une sous-suite de la base.

Ceci acheve la démonstration du théoreme I.3.

II - PRIMARITE DE LP(4r).

Nous allons utiliser une méthode semblable “celle de [1] pour

démontrer que LP(£ ) est primaire.

[Proposition II.1 : Les espaces Lp(ﬁr) et Lp((®£2)£ ) sont isomorphes.
r

Démonstration : Le premier est manifestement isométrique a un sous-

espace complémenté du second, il nous suffit de montrer que le second
est isomorphe a un sous-espace complémenté de Lp([01]2,£r). Soit

p (n)
FeL ((®22)£r), F=(F) 4 F(t)el, et F (t)=(f ""(t)) ., - On a

1)

I[P = [ FCo [P at

1

IFIP = [ (2 (2 £ ()T 2)P/T g4

Kk k

Considérons 1'opérateur T: Lp((®£2)£ )—»Lp([Oi]z,ﬁf) défini par
r

(TF)(tsu)

(gn(t’u))nz1

avec g (tw) = 2 £ (0) g (),
k

€k(-) désigne la k-ieme fonction de Rademacher . On a

|TF|P = [ HTF(t’u)HEP at du -

Posons @k(t) = (flr{l(t))n21
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alors TF(t,u) = £ @ (t) ¢ (u) .
Kk k k

D'apres les inégalités de Kahane on a
p o r p/r
I ”E ¢, (t) sk(u)llz_r du ~ (] Hi ?, (1) ek(“)”ﬂf du)

On en tire

[vel)” ~ [ axtf = 1 £ (4) e (w7 al?T .
n .

En utilisant maintenant les inégalités de Khintchine on a

IF|P = [ (2 (z £V 0DV g o |F|P
n k

T est donc un isomorphisme sur son image qui est 1'espace Z engendré

par les fonctions de la forme @k(t)®>ek(u) ou ¢, est a valeurs dans

ﬁr et g la k-ieme fonction de Rademacher. Il reste a montrer que cet

espace est complémenté dans Lp([01]2,2r). On définit un opérateur de

Lp([01]2,2r) dans Z en posant
(Qf)(t,u) = ¢ <f(t,-),€k(-)> ek(u)
k

ot <t(t,.),e (> = [ £, (t,8) ¢ (s) as -

I1 faut montrer que Q est une projection bornée sur Z. Il est facile

de voir que Q|Z= idlZ car si

ft,u) = ¢ (t) e (u)

o o

<f(t,.),ek(.)> = &, e (t) .

’ko ko
D'autre part Qf(t,u) = 5 @ (t) ¢ (u)
K k k
. n
ou @k(t) = (@k(t))n21

@E(t) = <fn(t,.),sk(.)> .

D'apres le calcul fait dans la premiere partie de la démonstration,

on a
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lef||P =~ [ (= (E mz(t)z)r/2)p/r at
n

Désignons par P la projection orthogonale sur la suite de Rademacher.

Pour tout t fixé on a
2,1/2
Han(t,.)HL2 - [E eR()=1V 2
Or on sait que
\]Pf"(t,.)HL2 ~ \\Pf"(t,.)HLr < K Hf“(t,.)HLr ,
puisque cette projection est bornée dans Lr, si r>1. On a donc
(s w;(t)z)r/2 = K" [ 1£%(t,u) |7 au
k
let]|? < k' [ at [z [ 1£"(t,u) " au]®/T
n
<k [at [f eCe,w|F al®T .
r
Supposons p2r alors H H < H ” donc
L' LP
let|P = k' [ at [ et} au = k' [£g)P .
r
Pour tout p=r nous avons montré que Z est complémenté dans Lp([01]2,£r)

et par conséquent la proposition est vraie pour pz=r > 1. En passant

aux duaux, on voit qu'elle est également vraie pour 1<p<r.

[Proposition II.2 : La base naturelle (hk@>e;) de Lp((@ﬂz)z ) est une
r

| base inconditionnelle.

[Lemme II.3 : Soit x € (&4,) telle que ¥ h, ® X, converge,alors cette
—_— k 274 . K k k

Lsérie converge inconditionnellement.

Démonstration : D'apres la remarque faite par Pisier [3], il suffit

de le démontrer lorsque p=r- Posons

i
x, = 2 (Z A.. e’) ,
k i ijk 7j

est la base de 12.

N i
ou (ej)jz1
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p _ 2,p/2
On a Iz 0 0 P = 2 E A ()5
2°p
i P
Soit AP = IHE hk(t) ka dt

On utilise les inégalités de Khintchine

pN a
A x| f Iz

h (t) e.(u)|P dat du
Jsk k J

4

jk

Q

r P
= Jf IE h (t) g ;(w)I" at au

ou gk,i(u) = ? Aijk sj(u) .

Mais la base de Haar est inconditionnelle et par conséquent

AP ~ ? [T IE + b (t) gk,i(u)lp dt du

Apz]ﬁihk®xﬂw
k CQFD.

Démonstration de la proposition : Nous allons donner une expression

équivalente de la norme A qui montrera qu'elle ne dépend que du carreée

de Kijk
P _ p
a” = [ Hi h, (t) xk“(®£2)£r at
D'apres le lemme II.3 on a
AP ff HE e, (u) h (t) kap dt du

Fixons maintenant t, si on applique les inégalités de Kahane on a

| | i
B = [ 2 o b (o) P auz (2 e ) n ) x [I* aul®/

E/P L [ £ (2 (2 g (w) b (%) >\ijk)2)r/2 du -
i j k

On utilise a nouveau les inégalités de Khintchine

r/p r
BV [f z ljzk ei(s) g (w) by (£) Ay ) 17 du ds
9
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I1 est alors facile de vérifier cque

2
E/P &~ v (z 22 n2(en™
. . ijk k
i J,k

P 2 L 200)y1/2¢p/r
donc 8 Lz Gz Al m(e)777] dt

1.k CQFD.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme principal.

[Théoréme I1.4 : L'espace Lp(zf) est primaire si p et r€ ]J1,+[ .

Démonstration : D'apres la proposition II.1 il suffit de montrer

que si P est une projection de Lp((eﬂz)z ) =Y, alors 1'un des deux
r

espaces PY ou (I-P)(Y) contient un sous-espace complémenté isomorphe
a LP(2.).

Nous considérons la base naturelle de Y

- i < i
k = hk@)e:j ou ej= (0,0,...,ej,O...) y

le vecteur e. étant écrit a la i-ieme place.

S
(h;’J) désigne la suite biorthogonale et P une projection de Y. Posons

Cow s s
@i = {1«1/|<h11{'J ,Ph;’3>| 2-% pour une infinité d'indices il

- . .
v, = {k/|<h;3 ,(I-P)h;’3>| > % pour une infinité d'indices i} .

En reprenant les notations de la premiere partie on voit facilement

giLJ@iz [01] pour tout i. Deux cas peuvent alors se produire :

- ou bien 1'une des deux suites (Qi) ou (Ti) vérifient 1'hypothese (1)
du théoreme I.2 ;

- ou bien ni l'une, ni 1'autre ne la vérifie, mais alors (@i) vérifie
1'hypothese (2) car QSc:wi

Supposons donc que (@i) vérifie 1'une des hypotheses du théoreme I.3.

Soit Q= {k,i/i € N ,1(6@1} ; cet ensemble est en bijection avec IN.

;’J tend vers O faiblement,

i)eq

Comme d'autre part pour tout i et k fixés, h

on peut construire des indices (,j(k,i))(k deux-a-deux distincts
?

et tels que

10) ’<hi

. Cya . .
k,J(k,l) ; Ph;’J(k’l)>|

S ¥ (k,i)eQ
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20) I1 existe des blocs Y. i de la base tels que
9

5

i,j(k,i) _
’ ki“ < 2k+i+1 !

HPh

ou & est un nombre fixé.
On peut alors appliquer le lemme 1 de [1] si & a été choisi assez petit

et on en conlut :

i9j(k1i)}

. i,j(k,i)
10) La suite {Phk }(k "

est équivalente a {h

,1)EQ (k,i)eq -

20) L'espace qu'elle engendre est complémenté dans Lp((622)g ) .
r
I1 nous suffit donc de montrer que 1l'espace engendré par la suite

{h;’J(k’l)}(k’ est isomorphe a Lp(ﬂr)- Soit

i)eq
(k,i)en ik, 1)
la() " = G (: L h (BHTE
n kGB i

ou B .= {k/j(k,i) = n}.

Par construction Bni a au plus un élément et on a donc

2 Mg By (£)? DY A hi(t)

keB ni kEB

laco)||¥ = = xz.rx(t))r/z
i

(z
k

1l = [ laCe)||P at = [ [z (z A2, hi(t))r/sz/r dt
i k J

Le lemme I.1 nous montre que la suite est équivalente a la suite
{hktg)ei}ielN dans Lp(fr)- Comme (éi) vérifie les hypotheses du théoreme
keéi

1.3, 1'espace engendré est bien isomorphe a Lp(zr)- Ceci acheve la

démonstration.

II1 - PRIMARITE DE Ep(Lr) pour p=1 et r> 1.

Dans ce paragraphe nous démontrerons que les espaces 4 (Lr)

sont primaires pour 1<p<+» et r>1, et aussi 1'espace Co(Lr)- Si (hk)
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est la base de Haar de Lr, alors la suite hi: (0,0...,O,hk,O...), ou
h,  est écrit a la i-eme place, est une base inconditionnelle de YzAﬁp(Lr)-
Cela résulte immédiatement du fait que la suite (hk) est une base incon-
ditionnelle de L' et de la définition de la norme de Y.
Nous allons d'abord étudier 1'espace engendré par une sous-
. i
suite de la base, (hk)iém .
ke®,
i

Nous gardons les mémes notations qu'aux

paragraphes précédents.

Proposition III.1 : S'il existe €> 0, et une partie infinie I de NN

o)
telle que u(éi)z € pour tout i dans I, alors 1l'espace engendré par la

. i
sous-suite (hk)iem

kE? .
i

est isomorphe a ﬁp(Lr)-

Démonstration : Si on désigne par Z cet espace, il est complémenté

dans Y et en utilisant la méthode de décomposition de Pelczynski, il
suffit de montrer que Z contient un sous-espace complémenté isomorphe

a ﬁp(Lr). On peut donc supposer que I=IN.

Si on regarde la démonstration de [2] on voit que pour chaque i il existe

un isomorphisme entre L' et l'espace engendré par la suite (hk) et

kee,
en outre on peut construire un isomorphisme Ti tel que HTiH HT;1H ne

A i
dépend que de u(¢.).

Supposons donc construit une telle famille d'isomorphismes avec
-1
Tl = @Ce) et T =1 .

On définit alors un opérateur de ﬂp(Lr) sur Z en posant

Tf = (T, ) e st = (£) p
e S U E LA EN LA
Irel < |l
On démontre de méme que |l = wgé) |I£]]

I1 est facile de voir que 1'image de T est Z tout entier, donc 7 est

isomorphe a EP(LP).
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Théoreme III.2 : Les espaces Co(Lr) et ﬁp(Lr) sont primaires, pour
1<r<+o et 1<p<e.

Démonstration : Comme L' est isomorphe a Lr(ﬂq) pour r> 1, on a un

isomorphisme entre ﬂp(Lr) et ﬂp(Lr(ﬂ2)).Je fais la démonstration dans
le cas de Lp. Elle serait analogue pour Co(Lr)- Soit Y::ip(Lr(£2))
et P une projection de Y dans lui-meme. Il suffit de montrer que PY
ou (I-P)(Y) contient un sous-espace complémenté isomorphe a Lp(Lr)-

Soit (h; j) la base naturelle de Y
9

i
hy ;= (O,...,O,hk®ej,0...) ,

ou hkébej est écrit a la i-eme place.

Pour tout i posons

i
k,J

<3
H

3 3¢
{kE N/ |<h; j Ph, > > % pour une infinité de j}
9

He
"

i%® i 1
_ > 1 PO X i
{ke N/ L<hk,j’ (1 P)hk,j [ = 5 pour une infinité de il

Pour chaque i, on a éiLJTi:iN . On en déduit facilement que 3iLJ@i= [o01]
et par conséquent on peut supposer qu'il existe une partie infinie I

de N telle que u(gi) 2-;— pour tout i dans I. Sur 1'ensemble d'indices
Q={(k,i)/i€1,ke @i} on peut mettre un ordre,et en utilisant le fait

lim h] .=0 on peut construire par récurrence des indices (j(k,i))(k )eq !
o+ 'J s 1JC
deux-a-deux distincts tels cue

i i

1 < . .y o P . LN
(1) I<hy Sk,1) 3 PPk, (k1)

| -1
2

(2) 1I1 existe une suite bloce (7, ;) telle que
?

k+1i

1 - Jsll <872 .

PRy 5k, 1)

Si & est assez petit on peut appliquer le lemme 1 de Alspach, Enflo et
Odell [1] ; on en déduit que PY contient un sous-espace complémenté

1 Or

isomorphe a 1'espace engendré par la suite (hk 5k i))(k i)en
9 ? 9

hi P

“ki "'k, j(k,i)l T f ”io‘

. Qe . Hp
ki j(k,i)'' r
UL,

 [[(z (2 oy b (DD aePT
i€l n k‘EBi

(k,i)eyx

1

9
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ou B, = {k/j(k,i) = n}.
i,n
Par construction Bi contient au plus un indice, donc 1l'expression A
9
ci-dessus s'écrit encore

A /
z [f(z 2 ol hi(t))r/z at]™F
i€1 " n k€B,

>
Il

2 2 r/2 p/r
» [[( = af. hi(t)) dt]
i€l I kee, ki "k

1

En utilisant le lemme I.1, on obtient donc

i P p
“ki hk,j(k,i)“ ~ = || £ oy

i€l kee, LA i

(k,i)eQ

PY contient donc un sous-espace complémenté isomorphe a 1'espace engendré,
dans ﬁp(Lr), par la suite (hll{)ieI . D'apres la proposition III.1, ce
ke?,
oy
dernier espace est isomorphe a ﬁp(L ) et ceci acheve la démonstration

du théoreme.
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