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L'éspace de Hardy H1 des fonctions holomorphes F dans le

disque unité telle que

2]

sup fbn IF(re'®)las < =

r<1 O
a été étudié depuis de nombreuses années. Plus récemment, apres la
découverte de la dualité Hl—BMO, une théorie parallele des espaces Hi
de martingales s'est développée. Si (Q,0,P) est un espace de probabi-
lité et (%n) une suite croissante de sous o-algebres de @, on intro-
duit 1'espace Hl[(%n)] des ;¥ -martingales dont la fonction maximale
est intégrable (voir le paragraphe 1 pour les définitions précises).
Nous étudions en particulier le cas ou les (%n) sont les algebres
dyadiques sur [0,1], et nous appelons H1(6) 1'espace Hl[(gn)] obtenu
dans ce cas.

La similitude des résultats obtenus dans la théorie clas-
sique et dans la théorie "martingales'" amene a se poser la question
de la comparaison de H1 et H1(6).

Notre résultat essentiel est le suivant

[Théoréme : Les espaces H, et H](b) sont isomorphes.

1
La question de 1l'existence d'une base inconditionnelle pour
H, est restée ouverte. Au contraire Hi(é) admet le systeme de Haar

1
pour base inconditionnelle. Nous obtenons par conséquent

~

[Corollaire : L'espace H1 admet une base inconditionnelle.

Nous n'explicitons pas la base de H, dont 1'existence résulte

1
du théoreme. Ce systeme de fonctions serait de toute fagon trop compli-

qué pour etre utilisable- Le probleme suivant reste donc posé
Probleme : Trouver une base inconditionnelle explicite pour H1.

Pour démontrer le théoreme principal, on peut utiliser la
méthode de décomposition, car on constate aisément que les espaces H1
et H](S) sont isomorphes a leurs carrés respectifs. Il suffit donc de
voir que H1 et H1(6) sont chacun isomorphe a un sous-espace complémenté

de 1'autre. Nous donnerons des indications sur la maniere de plonger
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H, de fagon complémentée dans Hl(é) au paragraphe 2. Pour la possibilité
de plonger Hl(b) de fag¢on complémentée dans H1, nous nous contentons de
renvoyer a [3] ou [4].

Avant de passer au détail, mentionnons quelques résultats
complémentaires. Supposons que (gn) soit une suite croissante d'algebres

finies de parties de 2 et posons :
6 = sup {P(A); A atome de J_} .
On démontre dans [4] :

Théoreme 2 : Si lim 6, =0, 1'espace Hl[(gn)] est isomorphe a H1(6)
n -
(donc a Hi)'

On obtient aussi le résultat suivant :

Théoreme 3 : Pour tout n>1, les espaces Hl(Rn) et Hl(Sn) sont iso-

morphes a Hl'

Mentionnons pour finir que 1'espace H1(T2) (cas des fonctions
< 2
holomorphes dans le bidisque D xD) est isomorphe a 1'espace Hl(ﬁ ) des

martingales dyadiques a deux indices.

§ 1. ESPACES H1 DE MARTINGALES.

Soient (Q,Q,P) un espace de probabilité et (3n) une suite
croissante de sous o-algebres de Q. On définit 1'espace H1[Q’(8n)’P]’
en abrégé Hi[(ﬁ )], comme 1'espace des martingales (complexes) (fn)

n : .

telles que :
sup lfnl € Ll(Q,O,P) .
n=0

On sait d'apres [1] que cette condition équivaut a 1'intégrabilité

de la fonction des carrés, c'est-a-dire :

(o]
)
(e 12+ 5 |f -+ I2)1/“e L. (Q,a,P)
o n=1 n n-1 1
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Sous la condition précédente, on sait que la martingale (fn) converge
[o0}

dans L1(Q,@,P) vers une limite f, qui est {§ -mesurable, J_ = VO Sn
n=

[e)
étant la oc-algebre engendrée par la réunion U Bn' Inversement
n:O
la donnée de f permet de retrouver la martingale (fn) par f = E(flﬁn)-

On peut donc considérer H1[(3n)] comme un espace de fonctions
3, -mesurables, 1'espace des fonctions f¢€ L1(Q,3m,P) telles que la
martingale f = E(flgn) ait une fonction maximale intégrable.Cet espace

H1L(ﬂn)J peut étre muni de deux normes équivalentes :

@©

2 2,1/2
£l q = B2 = e - 1)
f| =Esup If | .
H |H1’2 n0 "

Rappelons la définition des martingales BMO. Soit (fn) une

3n—mart1ngale, posons d0= fo et pour n>=1, dnz fn— f On dit que

n-1"°
la martingale (fn) est une martingale BMO, de norme BMO<c, si on a

2
¥k>0 |, E( ¢ Idnlzlgk)sc .

n=k

2 2
(Noter que E( T |dn| | Sk)z EC|f- fk—ll | Sk)-)
n>k

Ici encore, on peut identifier 1'espace BMO[(an)] a un espace
de fonctions {§J_-mesurables.

Dans le cas d'une famille continue (St)tzo de sous-c-algebres
de U, on définira 1'espace Hl[(gt)] comme 1'espace des fonctions
fe Ll(Q,Sm,P) telles que

~

E::g lt, ] <= , ou f =E(£lg,) .

Nous utiliserons la dualité entre les espaces H1 et BMO de
martingales, que 1'on trouvera dans [1]. Cette dualité s'accompagne
d'une difficulté : en général le produit fg n'est pas intégrable pour
fe Hl[(gn)], g € BMO[ (gn)]. Nous nous limiterons ici au cas ou

fe L2(Q,G,P). Dans ce cas on peut écrire

lEfgl < ¢ \lfl\H1[(3 )+ lellgmop g )]

ou C est une constante universelle. Le résultat analogue est vrai dans

le cas des familles continues (gt).
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§ 2. L'ESPACE H1 ET LES MARTINGALES DU BROWNIEN.

Désignons par (Xt)t>0 le mouvement brownien complexe partant

. . 2 . .
de 0, normalisé par E'th = 2t, par (8t)t20 la famille des c-algebres

du brownien et par T le premier temps t tel que X, atteigne le cercle

t
unité {lz': 1}. Rappelons la formule d'Ito : si f est une fonction
réelle de classe C2 dans un voisinage du disque unité, on peut écrire

tAT t AT

1 »
f(xt/\T) = f(O)-rfO grad f(XS). dXS+~§ JO Af(XS). ds

(ou t AT =1inf(t,t)).
On voit facilement que le processus

tAT

Y = .
f grad f(XS) dXS

0
est une martingale par rapport aux tribus (gt AT)' On voit donc que
(f(Xt,\T)) est une martingale lorsque f est harmonique. Ceci implique
que (F(xt/\r)) est une martingale complexe lorsque F est holomorphe.

De plus :

[Proposition 1 : L'application T: F—*(F(Xt,\r)) est continue de H  dans
NG R B
N n
Démonstration : Soit F(z)= 3 a z . On voit que la fonction
n=0

g= |F|1/2 vérifie Ag>0 (g est sous-harmonique), donc d'apres la formule

d'Ito (g(Xt/\T)) est une sous-martingale. En utilisant 1'inégalité

de Doob dans L™, nous aurons :
E sup g2(xtr\T) < 4 E gg(XT) .
t=0

o 2 ar i6, do .
i on remarque que E g (XT):(f [F(e )| o (car la loi
0

de XT est la loi uniforme sur le cercle) on obtient

| < Jl
E sup lF(Xt,\T)I < 4 ”FJ1 ,
t>0

ce qui démontre la proposition.
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Soit f une fonction harmonique réelle dans le disque uniteé.

~

Nous désignerons par f la fonction harmonique réelle telle que f+ if

soit holomorphe et que f(0) = 0. D'apres les relations de Cauchy, on a
lgrad £l = lgraa £l .

Supposons que f soit bornée dans le disque unité (c'est-a-dire sur le

cercle unité). I1 est clair que (f(X )) est une martingale BMO, de

tAT,
Mais la martingale (f(xt/\r)) est également BMO.

En effet :

~~ ~ 2
E(|f(XT)—f(XtAT)| l S a)

K ~ 2

= E(2 [ lgrad £(X )% as | §, )
tAT
K 2

- e

= E(2 | lgraa £(x_)1° das | S az)
tAT

2
E(lf(XT)-f(XtAT)' I3y Ae)

Considérons dans L2(Q,8T.P) le sous-espace X formé par les fonctions
F(X ), avec F¢€ H2, et désignons par Q la projection orthogonale de
L (Q,g ,P) sur X.

Soit u une fonction de L2(Q,81,P). La projection Qu est de

la forme F(XT), ou F¢ H,. Nous avons :

[Proposition 2 : |[[F||, < oC HUHH1[(81; Al

Démonstration : Supposons d'abord Eu=0. On a alors F(0) = 0, et on

peut écrire F=f+if. On a
IFll, = 2 max(fi£ll o 1£l) -

Dans le cas Hlez Hf“1, on définit g sur le cercle unité par g=sign f,
dans le cas Hf”1> Hf”1 on posera g = sign t. on désigne encore par g le

prolongement harmonique de g dans le disque unité. Posons G=g+ ig.
27

Notons que f FG(ele)dez F(0)G(0) = 0 donc :

0 27
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21 21

[ fgde =) fg de
0 0

2n ~ o~

| (fg+fg) dp = O
0

On aura dans tous les cas
27 _—
i 5 5 do ~
,fo F(e'?) (e’ )'§E| = 2 max([[f]], , [[f]]) = HF”1 .
D'apres les considérations qui précedent la proposition 2, GiXt/«Is

est une martingale de norme BMO < 4. On a donc, en utilisant G(XT)E X

et la dualité H1—BMO :

IF]l, < IJ"O FG 921 - B(R(X )G(X))
= (QulG(x)) = (ula(x))
<

4 C HUHH1£(8t/\r)J ’

ce qui démontre la proposition 2 lorsque Eu= 0.
Si on applique la proposition 2 a u::F(XT), on voit que

HF“ls 9C HT(F)”H , ce qui montre que T est en fait un plongement de H1
1

dans H1[(gt AT)], et la proposition 2 montre que ce plongement est
complémenté.

Ce résultat n'est pas ce que nous cherchions, car hous voulions
plonger H1 dans Hl(é) de fagon complémentée. Néanmoins il est facile -
d'obtenir ce résultat a partir de ce qui précede : il suffit de dis-

crétiser convenablement les tribus du brownien. On montre ainsi dans [4]

[ Proposition 3 : Il existe une constante K et une suite croissante

(gn) de sous-algebres finies de I, s isomorphe a la suite dyadique

(On) telle que pour tout polynome F on ait :

1 |
X “F(XT)HH1[(§§H)] = HF(XT)HHj{-(;}tA‘[)] < K IIF(XT)“H1L(FH)J

et

HF(XT)“BMO[(SD)] < K “F‘XT)”BMoL(xtAT)J .

A partir de la proposition 3 et du raisonnement de la proposi-
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tion 2 il est clair que H_, se plonge de fag¢on complémentée dans

1
H1[(5n)], qui est isométrique a Hi(b)'
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