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INTRODUCTION

Dans cet exposé, nous présentons d'abord (§ 1) les principales
propriétés de la méthode d'interpolation complexe introduite par Calderdn
et Lions. Pour plus de détails, le lecteur se réferera avec profit a
l'article tréé détaillé [3] de Calderdn. Nous insistons surtout sur les
propriétés susceptibles d'applications a la structure isomorphiques des
espaces de Banach.

Dans la section 2, on considere 1l'interpolation complexe entre
deux treillis de Banach et dans la section 3, on donne des applications
dans la ligne des exposés X et XVI précédents. La section 4 présente

plusieurs problemes suggérés par 1'étude du § 2.

§ 1. RAPPELS SUR L'INTERPOLATION COMPLEXE.

1.1 Dans toute la suite, un ''couple d'interpolation" (BO,Bj) sera
un couple d'espaces de Banach sur le corps des complexes, tous deux con-
tinument injectés dans un espace vectoriel topologique V (qui sera le

o et Il |
de B® et B1. On peut munir BoﬁB1 de la norme

plus souvent sous-entendu). On notera H H les normes respectives

1

HXHBOHB1 = max{{[x[| + [Ix]| 4}

et B0+B1 de la norme

(o}

= inf{”y”o+ “z“1| X=y+ 2z y€ B z € Bl} .

el o o1

ces deux espaces sont alors des espaces de Banach.

1.2 Posons D={z€ T | O<Re 2<1}.
Soient B°, B1 comme ci-dessus. On définit 1'espace 3(B°,B1) comme 1'espace
des fonctions f: 5-B04-B1 continues et bornées et vérifiant
(i) f est analytique sur D.
(ii) f(it)€B® et f(1+it)€B' ¥ tcR.
(iii) Les applications t- f(it) et t—=f(1+it) de R dans B° et B!

respectivement sont continues et tendent vers O quand |t| - .
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On introduit sur cet espace la norme notée simplement |l Hg

Hf“x = max{szp Hf(it)”o, szp £+ it)Hj}
L'espace 3:=3(BO,B1) est alors un cspace de Banach.

1.3 Soit & tel que O0<p=< 1. Considérons 1'cnsemble BG: LBO,BIJe
p 1 . .
formé des x € Bo+ B~ pour lesquels il existe f dans & avec x= f(g). Si on

munit cet espace de la norme
Ixlly = int{] g1 £6) = x]

alors il devient un espace de Banach.
Le lecteur notera que cela revient a identifier BG au quotient

3(B0,B1)Aib ou d% est le sous-espace de & formé des f tels que f(g) = 0.

1.4 La principale propriété de Be est la "propriété d'interpolation"

O+—C1

Soient (CO,C1) un autre couple d'interpolation et soit T: Bo-+B]-»C
un opérateur linéaire. Si T est borné de B° dans C° et de B1 dans C1,

alors T est borné de [BO,B1Je dans [CO,Clje-

1.5 L'espace BoﬂB1 est dense dans 1l'espace Bez [BO,B1]e pour tout
g dans [0,1] (cf. [3] § 9.3). B, (resp. Bl) est un sous-espace fermé de

B® (resp. B'). De plus, on a [BO,B1]6=[BO,B1]9 (0so<1).

1.6 Dans cette terminologie, le théoreme de Riesz-Thorin devient
le résultat suivant : Soit (Q,1) un espace mesuré o-fini. Soient P,

p, avec 1;5p0, Py <. I1 est clair qu'on peut associer a tout couple

s . o 1 Po o, . P1 1
d'interpolation (B ,B ), le couple d'interpolation (L ~(u3;B"~),L (u3;B )).

La version "moderne'" du théoreme de Riesz-Thorin est alors

p P p
(L °usB%),L MusBh] ) = L (s [8°,87)

avec-l—z 1-9 + S et les deux normes correspondantes sont égales.
Py P, Py

Nous verrons au § 2 une forme beaucoup plus générale due a

Calderon.
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1.7 Etudions la dualité
. L. .. 1
D'apres 1.5, on peut supposer sans restreindre la généralité que BOFWB
. ' '
est dense a la fois dans B® et dans B1. Les espaces duaux B° B1 sont

alors continument injectés dans (Bor)B1)' 3y ils forment donc un couple
*
d'interpolation. On a alors : si 1'un des espaces B® ou B1 est réflexif ,
1 ‘l']

1 . . .
alors le dual de LBO,B ]9 s'identifie a 1'espace [B° ,B avec égalite

des normes correspondantes. ’
Signalons par ailleurs que [Bo,Bl:]e est réflexif des que B° ou B1 1'est
(cf. [3] § 12.2). Le lecteur se reportera a [3] § 12.1 pour 1'identifi-
cation du dual de [BO,B1]e dans le cas général : Calderon y montre que
[Bo,Bljé s'obtient a partir de Bo' et B]' par une méthode d'interpolation
un peu différente de la méthode complexe.

D'autre part, on peut généraliser la propriété d'interpolation

a des applications multilinéaires (cf. [3] § 10.1).

1.8 Pour finir, nous voudrions préciser un point qui est implicite
dans [3] (cf. aussi [11]) et qui est sans doute important pour des appli-
cations éventuelles a la structure des espaces de Banach : d'apres
[3] § 9.4, on a pour toute fonction f¢€ 3(B°,B1) 1'inégalité suivante

+@

(1.1) Hf(e)uBe <[] IfGo] w (e,t)at] +

[j'm I£C1+it)|, n,(e,t)dt]

ou uo(g,t), u‘(gl,t) sont des noyaux positifs définis pour E€D et t€ R
(ils forment a eux deux le noyau de Poisson associé au domaine D) et
vérifient

+ +0

f w(e,t)at = 1 .

-0 -0

1 -
54 Volest)dt =

D=

(Pour une formule explicite cf. [3] § 9.4).

Notons vi et v? respectivement les mesures de probabilité sur R

T%g uo(e,t)dt et % u1(e,t)dt. D'apres (1.1) on a donc a fortiori :

¥ pospivae [1s°°]

En réalité, une lecture attentive de [3] § 9.5 montre qu'il suffit

1 1
que B® ou B1 ait la propriété de Radon-Nikodym.
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(1.2) [t ||y = {(1-9) |]f(it)[]°‘p
© L o(vg;Bo)

’ 1/a
v [[f(1+it)]” b }
L 198N

1 -
]9

Soit & 1'espace des fonctions f: BlaB0-+Bl, continues bornées, analytiques

sur D et telles que

p P
[ Hf(it)l[oo vg(dt) <o et | Hf(1+it)!|11 V?(dt) < o

~

Munissons & de la norme suivante (qui dépend de §)

o o 1/
1£]15 ={(1—e) leCit)]| +0 |[f(1+it)]]
Lpo(ve'Bo) Lpl(ve°B1)
O, 1°
Soit C le complété de g pour la norme H Hg . Il est clair que 3c:§ et
¥ fecd
lellz < el

L'inégalité (1.2) établit donc
HXHBG - int{[[r(e)|z | £ 1(e)=x]

Par conséquent, Be= [Bo,Blj8 s'identifie a un quotient de C. Or si 1'on

p 1Y P P
note L O(Bo)eh o L 1(BI) 1'espace L o(vi;Bo)><L 1(v?;Bl) muni de 1la
9

norme

1/a
o a
[ (x,5)]] = {(1-9) = +o [Iy[7, } ’

o 1 1
L °(v2;B ) L (v‘i;B )

alors il est clair que C s'identifie isométriquement a un sous-espace fermé

p p
de L °(B°)®e L (8l
b ]

o . En conclusion : [BO,B1]e s'identifie isomé-

P
triquement a un quotient d'un sous-espace de L 0(BO)GBe OL141(B1)~ Donnons
9

quelques exemples d'applications (qui pourraient aussi se voir autrement)



XVIT.S

Si BY et B1 sont isométriques (resp. isomorphes) a des espaces hilbertiens,
alors il en est de meme de Be: [BO,B1]a (prendre P =Py == 2).

Si BY et B1 sont isométriques (resp. isomorphes) a des quotients de
sous-espaces d'espaces LP Len abrégé QSLpJ,alors il en est de méme

de [BO,B1]6 (prendre P =P, =a= p)-

Cette derniere assertion pourrait aussi etre obtenue en appliquant

1.6 et le théoreme 2 de [5].

On pourrait d'ailleurs faire une remarque analogue pour
1'interpolation "a la Lions-Peetre" (cf. [9], [2]) : si B°, B! sont
isomorphes a des qQsLP (1<p<w), alors 1l'espace [Bo,Bjje P est lui

)

isomorphe a un QSLP.

1.9 Donnons une autre application facile : on dit qu'un espace
de Banach X est p-uniformément lisse (resp. p-uniformément convexe)

s'il existe une constante C>0 telle que

¥ x,y€X Hx’ryﬂp; Ix - pr < HX“P + C HY”p

(resp. > ”x“p-+%-Hpr) .

Le fait suivant a été observé par B. Beauzamy (implicite dans [1] p. 72)
enutilisant 1a méthode d'interpolation de Lions-Peetre

Si un espace de Banach complexe X possede une premiere norme équivalente
I Ho pour laquelle il est p-uniformément lisse (p> 1) et une autre norme
équivalente H Hl pour laquelle il est g-uniformément convexe (q< ),
alors, pour tout €€ ]JO,1[ , il possede une norme équivalente || HG pour

laquelle il est a la fois p

e—uniformément lisse et qe—uniformément convexe

1
_— = +— et —=
Py P, Py dg g, 94

(D'apres [12], il suffit pour cela que 1'espace X soit super-réflexif.)

Démontrons-le : par hypothese, on a ¥ x,y€ X
1. ' 1
(1.3) 5 (e yllD e lx=yllD) s lxg 1) ¢ vl
) 1 1
(1.4) 15+ 315 = 5 Axeyll§+ Ix-91D -
On peut évidemment supposer C> 1. Par 1'inégalité triangulaire, on a

(1.5) 3 Uxe s v lx=yl ) = Ix] e vl
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) 1 | ;

(1.6) max{HxﬂO,“y”o} <35 (Hx+»y”0+ lIx - y“o) .

Notons X (resp- Xl) 1'espace X muni de la norme || || (resp. || H])
o

et notons H He la norme de 1l'espace LXO,X1]6 (dans ce cas, 1l'e.v.t.

ambiant est 1'espace X lui-meme !).

D'apres 1.6, on peut "interpoler" entre (1.3) et (1.5) et on trouve

IDU
y,]e

p p P
1 e 9 ' .
R L I R PN I
De meme, en "interpolant'" entre (1.4) et (1.6), on trouve
q q q q
6 1 e} 1 6 8]
Ixllg"+ 5 yllg” = 5 x+yll 7+ llx -yl

Ce qui démontre le résultat annoncé.

On notera que si Xo’ X, sont des espaces de Banach sur R,

1
on peut appliquer la méthode précédente a des complexifiés et on

trouve le méme résultat.

1.10 On a un résultat similaire pour la notion de type des espaces
de Banach : soit (BO,B1) un couple d'interpolation ; si B° est de type

P, et B1 de type Py alors 1l'espace [Bo,Blje est de type pe avec

1. 18,8
Py P, Py

La démonstration est triviale a partir de la définition des
espaces de type p (combiner 1.4 et 1.6). Dans [1] p. 75, un résultat
analogue est donné pour 1'interpolation Lions-Peetre ; il est d'ailleurs
évident que tout foncteur d'interpolation qui '"commute avec les espaces

LPr (i.e. qui vérifie un analogue de 1.6) vérifie une propriété similaire.

§ 2. APPLICATIONS AUX TREILLIS DE BANACH.

2.1 Soit (Q,=,1) un espace mesuré. On note L°(Q,%,n) 1'espace
vectoriel topologique des fonctions mesurables a valeurs réelles, muni

de la convergence en mesure sur tout ensemble de u-mesure finie.

2.2 Soit L un espace de Banach dont les éléments forment un sous-

espace de L°(Q,z,n) et qui vérifie :
¥ gl ¥ fe1®,n,n)

el < lgl p-p.s. == rel et [t =< gl -
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Nous dirons qu'un tel espace L est un '"treillis de Banach sur (Q,Z,un)".

2.3 Pour éviter les cas pathologiques, nous supposerons dans la
suite que (QQ,2,1) est un espace mesuré ''raisonnable'" ; c'est-a-dire,
soit : 1 est o-finie, soit : il existe une famille de parties (Qa)aEA
disjointes dans ¥, recouvrant (2, telles que

¥YacA pw() < = et ¥ ccx ulo) = £ uwlonQ ) .
o o
aEA
2.4 Pour tout treillis de Banach X sur (Q,Z,1), on note X(T) le

complexifié de X, c'est-a-dire 1'espace des f<€ LO(Q,Z,u;E) tels que

[f| € X, muni de la norme ”fHX(E) :‘l|f| HX'
2.5 Soient xo, x1 deux treillis de Banach sur (Q,Z,1). Soient
H Ho et H ”1 leurs normes respectives. XO(E) et X1(E) forment évidemment

un couple d'interpolation (c'est L°(Q,%,u;C) qui joue le rdle de 1'e.v.t-

ambiant) et 1'espace [XO(E),X1(¢)]9 est lui aussi un treillis de Banach

sur (Q,%,n). Grice a un résultat de Calderon, on va pouvoir "identifier"
1

1'espace [XO(E),X1(E)]9.

En effet, on peut associer au couple Xo, X

Xi_b 2 défini comme suit : X;-g X? est formé des éléments x de

4 un troisieme espace noté

X

LO(Q,Z,u) pour lesquels il existe X dans Xo et x, dans X1 tels que

1

Ixl = Ix 1178 |x |®
[(¢]

1

(les égalités ou inégalités ont toujours lieu au sens p-p.s., nous ne

le répeterons pas dans la suite) ; cet espace est muni de la norme

Il 16 o - int{[|x [|17° 1%, 1193

o 1

ou 1'infimum porte sur toutes les représentations comme ci-dessus.

On peut vérifier (cf. [3] § 33.5) que Xi-e X? ., muni de cette norme,

est un treillis de Banach sur (Q,%Z,n).

. P ’ J
Nous pouvons maintenant énoncer le reésultat de Calderon sur lequel est

basé ce paragraphe
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|Théoreme 2.6 ([3]) : Soient Xo’ X1 deux treillis de Banach sur un

; .
espace mesuré o-fini (Q,g,n). Si X, est réflexif , 1'espace [XO(ELX1(E)]9

0

co¥ncide avec 1'espace Xl— X?(E) et leurs normes sont égales (0<p<1).

Définition 2.7 : Soient p, q avec 1l<p<g<® et soit X un treillis

de Banach sur (Q,Z,u)-
(i) X est dit p-convexe s'il existe une constante M telle que

¥ n ¥ {xl,...,xn}c:x

Iz Ix, 1P YPis Mz Ijx P /P

(ii) X est dit gq-concave s'il existe M tel que ¥ n ¥ {xj,...,xn}CZX

La plus petite valeur possible de M est notée M

(2 x| DY < M (2 Ix, 1D

(avec la convention usuelle si q=«).
La plus petite valeur possible de M est notée M(q)(X).
On notera que tout treillis de Banach X est nécessairement 1-convexe

et ©-concave.

2.8 Le plus souvent, on peut supposer sans restreindre la généra-
1lité que M(p)(X)z M(q)(X): 1. En effet, d'apres un résultat de T. Figiel
et W. Johnson (cf. [8] prop. 1.d.8), si X est p-convexe et q-concave,
alors il existe un treillis de Banach Y sur (Q,3,n) tel que

M(p)(Y)= M(q)(Y)= 1 est un isomorphisme respectant 1'ordre T: X-Y

tel que

)} iz~

<P om0 .

(q)
Signalons par ailleurs que 1'on peut définir la p-convexité et la
g-concavité pour des treillis de Banach généraux (cf. [4] ou ces notions

sont introduites sous un autre nom : type 2p et type < q).

2.9 Soit B un espace de Banach complexe. Une fonction a valeurs

dans B sur (Q,%,n) sera dite mesurable si elle est limite u-p.s. d'une

* 11 suffit en fait (cf. [3] § 13.6) que X  ait la propriété suivante
¥ feXy Ir I<Ifl et If 1-0p.s. = an[|x1-¢o
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suite de fonctions "simples'" a valeurs dans B (i.e. de la forme

n

T 1, x; avec A €%, x, € B). On définit 1'espace X(B) comme 1'espace
1 i

formé des fonctions f mesurables a valeurs dans B et telles que

w-*”f(w) soit un élément de X ; on le munit de la norme

s
Hf“x(B) = H(Hf“B)HX .

Soit alors Bo’ B, un couple d'interpolation et soit Xo, X, deux treillis

1 1

de Banach sur (Q,32,p).
Les espaces Xo(Bo) et xl(Bl) forment aussi un couple d'interpolation ;
si 1'on suppose que X est réflexif' alors [XO(BO),Xl(Bl)]6 cof'ncide

1-6

avec 1'espace XO- X?([Bo,Bl]e) et leurs normes sont égales. Ce résultat

(dont le théoreme 2.6 ainsi cue 1.6 sont des cas particuliers) est
démontré dans [3] § 33.6.

Donnons-en une application immédiate : soit £P(L) (1<p<w) 1'espace
des suites complexes a puissance p-ieme sommable et, pour tout entier
n, notons 23(@) 1'espace correspondant de dimension n.

Supposons que Xi est pi—convexe et q;-concave, i=0 ou 1, et supposons

que X1 est réflexif’. Alors Xe::)((l)"e X? est pe-convexe et qe—concave
avec —-18,8 1 _10.8  ona de plus
Py P, Py 9 9, 9
(pg) (p,) (p)
(2.1) Mo x) em Tx)8m 0 (x )18
0 1 o
6 1-6
M < M X .
(a) X6 = Ma X007 Mg )Xo

Montrons-le dans le cas de la convexité (la concavité se traite simi-

3 . ] — .
lairement) : d'apres 1.6 on a [ n XO(E)), n (xl(m))]e.. n (xe(m)) 5
il suffit donc d'appliquer le résultat précédent avec BO:=£nO(E),

P
B1:=2n1(E) : par la propriété d'interpolation (cf. (1.4)) on peut

estimer la norme de 1l'injection

PR o (478
n (xe(m))———e>xe( n (T))
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en fonction de ses valeurs pour =0 et 1. On obtient alors (2.1).
Supposons par exemple que X est isométrique a un espace de Hilbert de

)(X1)=1.

sorte que X est a la fois 2 convexe et 2-concave et M(2)(X ) =M

(2
Si 1'on ne fait aucune hypothese sur X s alors X ::)((1;"e X? est nécessai-
1 -6
rement p-convexe et p'-concave avec —= 10,8 (-4~J;— 1).
p 1 2 'p p'

Notre principal résultat constitue la réciproque de ce dernier énoncé

Théoreme 2.10 : Soit p tel que 1< p<2. Soit X un ireillis de Banach

sur (Q,“,u), p-convexe et p'-concave avec M(p)(X)-M( ,)(X)_A1 Posons
X, =L (Q v,n). Il existe alors un treillis de Banach X sur ((,z,n) tel

que X = X1 -9 X? avec égalité des normes correspondantes, ou § est déter-
. 1 1-9 ©
miné par la relatlon-ﬁz T *3

[\

Démonstration : On définit XO comme 1'ensemble des f¢€ LO(Q,Z,u) tels

que
a) |f|1_e |gleE X ¥ g¢€ X1

9

b) 1'ensemble {lfll_e lg'e , Hg“ls 1§ est borné dans X.
On munit cet ensemble de la norme
1

1-8 6 1-8
€]l = sup{(] Izl lel” Ily) lgex, el s
Commengons par montrer la sous-additivité de ” ”o : soient x,y€ X0 et

soit ge¢ X1 avec Hg”ls 1, il s'agit de montrer qu'il existe g',g"€X
avec Hg'”is 1, Hgﬂlls 1 tels que :

1 1 y1-8
Ll 1yD'™0 1gl® |y < {” 1170 g 19 )70« [ 151770 lg"lelli_e} :

Posons h' = |x|1/2 lgl (|x|+-ly|)-1/2
et o= Iyl Y2 Jgl (Ixl s Iy ™Y/2
avec la convention 0/0= 0, puis
., _ _h W _ _h" _
h ]l 1N
On notera que (lh"z-rlh"'2)1/2 = lgl, donc (puisque X, est 2-concave)

I3 fInm )i < 1.

15
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D'autre part, on vérifie que

1/p
%“”“1|8'Hemx|“-mp+<nwﬂ1lgnneplyﬂ1*”p} _
= (IXI+|y!)1—e lg'e
d' S . M(p)(
ou, puisque X) 1

[Cxl+ Ty '8 gl <

1/p
s{uwhw1|g4>elxﬂ-%§+numwu @"nelyﬂ'%i}

d'ou par 1'inégalité de HBlder
1-¢

1 1
< (0= )9/2 (111612 1 200 ) gt ® 117077

ce qui est bien 1'inégalité annoncée puisque Hh'“?+ Hh"“f <1 .

D'autre part, il est facile de voir que

Hf”x =0 == f =0 u-p.s.
o

Donc X0 est normé ; c'est évidemment un treillis, la démonstration stan-
dard du fait qu'il est complet est laissée au lecteur.
Passons a la propriété principale de XO : on a évidemment

par définition de I “o
1178 1el®)y < 1201278 el

par conséquent : X

® x? Iy = elsg g

1

et ¥ x€ x1-
(e}

Pour démontrer 1'inégalité inverse, il nous faudra utiliser la p'-conca-

vité de X : soit x€ X fixé, avec Hx”xs 1. Nous allons trouver une

A

décomposition Ix| = |Xol]_e lxlle avec HXOH 1 et HX1H1S 1. Pour cela,

A

il s'agit de trouver X4 dans X1 avec Hxlﬂl__1 tel que

{x]:O}C{x:O}



XVII.12
1
-9.1-
et tel que Il Ix1| 0y1-9 ”X <1 ,

soit, de maniere équivalente, tel que

¥ yve X1 avec HyHlS1
(2.2)
Hxl I 178 1y 18 ), <1 .

Nous allons exhiber x, vérifiant (2.2).
Pour cela, on considere 1'opérateur T: Lw(L‘z,Z,u)—»X défini par T(¥) = ¢x .
I1 est clair que HTH < Hx”xs 1.

Nous utiliserons le fait suivant :

11 existe ¢ dans L'(Q,Z,u) tel que ¢>0, [ddn<1, {¢=0}c{x=0]
(2.3) avec la propriété suivante

¥ oc P (,z,0du)  9xEX et lox[[y < (] loIP" 2 aw) /P,

Admettons pour 1'instant (2.3) ; si 1'on pose X, = @1/2, alors HX]H1 <1
et 1'on a : -\»‘-yEX1
Ixl Ix 170 151% € x
-9 0 -0 6,p' 1/p'
et IREY |x1l [yl ”X < (f (|x1| [y[")P ¢ ap)

= (I |y|2 du)1/p' .

On obtient donc bien (2.2).

I1 reste donc a démontrer (2.3) : Tout d'abord,vérifions que 1'opéra-
teur T est p'-sommant et n_,(T)<1. En effet, on a, puisque X est
p'-concave : -V-(P1,...,€Pn€ Lo(Q,2,n)

(2.4) (z fro PP < |z 1o, IPHYVP

] '1 1)
< |[(z lo, [PHV/Py
i 7]
L (p)
Ce qui prouve que Ttp,(T) < 1.
Notons que puisque X est p'-concave et (Q,%,u) raisonnable, 1'ensemble
{x £ 0} est réunion dénombrable d'ensembles de u-mesure finie ; on est

donc ramené a démontrer (2.3) dans le cas ou U est o-finie et Q= {x£0}.



XVII.13

Le lectcur vérifiera aisément (appliquer le théoreme de Radon-Nikodym)
que T' : X' -L7(n)' est en fait a valeurs dans L1(u)C:Lm(u)'.

Par conséquent, on peut dualiser (2.4) et 1'on obtient : ¥ §1,...,§nxfx'

S e PP gy < (3 e, PP

On peut appliquer le théoremede [10] : 3 ¢>0 avecqf@ du<1 tel que

Y ([ == du)l/p < llsll -

En dualisant a2 nouveau (signalons que X est nécessairement réflexif,
cf. [8] Th. 1.c¢.5) on obtient bien (2.3), ce qui termine la démonstration
du théoreme 2.10.

Nous aurions pu aussi démontrer (2.3) en appliquant le théo-
reme de factorisation de Pietsch ainsi que 1'argument du théoreme 1

de [13].

D'apres des résultats bien connus sur les représentations fonc-
tionnelles des treillis de Banach "abstraits" (cf. [8] Prop. 1.a.9 et
Th. 1.b.14), on sait que pour tout treillis de Banach L supposé g-concave
pour un q<®, il existe
(i) un espace mesuré raisonnable (Q,Z,u),
(ii) un treillis de Banach X sur (Q,3%,u),
(iii) une isométrie 1linéaire T de L sur X respectant la structure
d'ordre.
On peut alors donner un résumé des résultats obtenus

Théoréeme 2.11 : Soit p tel que 1< p<2 et soit o tel que +=2.8

P 1 2 °
Soit L un treillis de Banach. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) L est p-convexe et p'-concave avec
(p)
M L) = M = .
(L) (p,)(L) 1

(ii) I1 existe un espace mesuré raisonnable (Q,Z,u) et trois treillis

de Banach sur (Q,Z,1) XO, X, et X tels que : il existe une isométrie

1

respectant 1'ordre de L sur X, X 6 est isométrique a un Hilbert, et

1
enfin X(E)::[XO(E),Xj(E)]e avec égalité des normes correspondantes.
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Remarque 2.12 : Le théoréme de Calderdén (th. 2.6 ci-dessus) est énoncé

dans [ 3] seulement pour p o-finie. On remarquera que cela suffit néan-
moins pour démontrer le théoreme précédent ; en effet, toute fonction

de Xlz L2(Q,Z,p) a un support o-fini, il en est donc de meme de toute
fonction de Xi—e X?, et aussi d'aprés 1.5 de toute fonction de
[XO(E),X1(C)]9. On est donc immédiatement ramené au cas o-fini dans le

théoreme précédent.

Remarque 2.13 : 11 y a une variante du théoreme 2.10 valable dans le

cas XlzLS(Q,z,u) (1<s<®) : soit § fixé (0<e<1), soient p, q

tels que~—=-g+]-e —1—::§-+1-e - Alors, si on suppose que X est p-convexe
p s 1 q s @ ’

1-6 x% ou X

et q-éoncave avec M(p)(X)z M( )(X): 1, on a encore X=X
q o 1 o)

est construit a partir de X et X1: LS(Q,Z,u) exactement comme au théo-

reme 2.10.

§ 3. APPLICATIONS AUX SOUS-ESPACES DE DIMENSION FINIE (DISTANCES A UN
ESPACE EUCLIDIEN ET CONSTANTES DE PROJECTION).

La principale application du § 2 est le théoreme suivant qui
généralise les résultats de [6] et améliore ceux de [7]. Cette section

constitue une suite aux exposés X et XVI du présent séminaire.

Théoreme 3.1 : Soit X un treillis de Banach r-convexe et s-concave

(1<r<2<s<w). On a

(r) a
¥ nc€ N en(X) <M (x) M(S)(X) n

ou - max{4-1,1_
¢ = MaX9T"203 )

Par conséquent (cf. proposition 1 de 1'exposé XVI) : pour tout sous-

w =

espace Ec X de dimension finie égale a n, il existe une projection

P: X-E telle que

04

Vo (P) < M(r)(x) M, . (X) n* .

(s)

(Rappelons que 1'on a trivialement

2 .
d(E, L) < v, (P) et [Pl =y (P) .)
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Démonstration : D'apres la proposition 1 de 1l'exposé XVI, il suffit

de démontrer la premiere assertion concernant en(X). D'apres 2.6, nous

pouvons supposer que
M (x) - M

. 1
Posons p = mln{r,s'} ot =1
On a alors 7 a =

La démonstration résulte du lemme suivant

Lemme 3.2 : Soit Bo’ B1 un couple d'interpolation. On suppose que B1
est isométrique a un espace de Hilbert. Soit 6§ avec 0<6<1. On a
1-6
2
¥ néEN en([BO,Blje) < n
Montrons-le : d'apres une des propriétés définissant en(X)

(cf. la propriété (ii) dans la proposition 1 de 1'exposé XVI), et d'apres

1.6 avec P, =P, = 2, on a
1-6 6
en([Bo,Blje) < en(Bo) en(Bj)

—_

D'une part (cf. le corollaire 1.1 de 1'exposé X), on a en(Xo):sVn et

d'autre part on a trivialement en(Bl): 1, on obtient donc le lemme 3.2.
Le théoreme 3.1 est alors une conséquence immédiate du théo-

reme 210 (noter que (1-8)/2=a) et du lemme 3.2.

Remarque 3.3 : Soit X un espace de Banach arbitraire et soit Z un

quotient d'un sous-espace de X. Il est immédiat (a partir de la pro-

priété (ii) de la proposition 1 de 1'exposé XVI) que

¥ neEN e (Z) < e (X)
n n
D'ou le
ICorollaire 3.4 Soit X comme au théoreme 3.1. Les conclusions du

théoreme 3.1 restent vraies pour tout quotient d'un sous-espace de X.
En particulier, tout espace E de dimension finie qui est un quotient

d'un sous-espace de X (ou, ce qui revient au méme, un sous-espace d'un
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quotient de X) vérifie

aE.22) < M) M, (x) . -
n (s)

§ 4. REMARQUES ET PROBLEMES.

Les résultats précédents conduisent naturellement a la défi-

nition suivante

Définition 4.1 : Un espace de Banach complexe X sera dit @-hilbertien

(0<p9<1) s'il existe un couple d'interpolation XO, X1 d'espaces de
Banach tels que X est isométrique a [XO,X1]e et X, est isométrique a
un espace de Hilbert. Si X est seulement isomorphe a [Xo,lee, on dira

que X est isomorphiquement 8-hilbertien.

Avec cette définition, il est clair que les espaces 1-hilber-
tiens sont les espaces de Hilbert tandis que les espaces O-hilbertiens
sont les espaces de Banach ordinaires.

Donnons quelques propriétés de stabilité de cette classe
d'espaces de Banach, qui résultent immédiatement du § 1

(i) X est 6-hilbertien si et seulement si X' 1'est.
(ii) Si X est g-hilbertien, alors pour tout espace mesuré (Q,u),

La(Q,u;X) l'est aussi si p<sac<rp' et-%: 1;9

.
5 -
D'autre part, les résultats du § 3 montrent
(iii) Plus généralement, si L est un treillis p-convexe et p'-concave
sur un espace mesuré raisonnable avec M(p)(L)z M(p.)(L)z 1,
alors 1'espace L(X) est 6-hilbertien (pour la définition de

L(X), ef. 2.9).

(iv) Si X est 6-hilbertien, alors
1-9

e (X) <n 2 .
n
Bien entendu, on a des propriétés analogues dans le cas isomorphique.

Il serait intéressant d'avoir une caractérisation des espaces

6-hilbertiens, ou bien de leurs sous-espaces, ou bien encore des quotients
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de leurs sous-espaces.
Nous dirons pour abréger qu'un quotient d'un sous-espace
d'un espace 6-hilbertien est un espace QS@. On a une condition évidem-

ment nécessaire pour que X soit un espace QSe

' ' 1/p'
p P
() ¥ x.yex (Hx+yJL + - vl ) < (P« Py

Nous ignorons si cette condition est suffisante. D'ailleurs, il n'est
pas évident qu'un espace finiment représentable dans un espace QSe soit
encore un espace QSe. Les espaces QS9 jouissent des mémes propriétés
de stabilité (i), (ii), (iii), (iv) données plus haut. En utilisant

1.8 ci-dessus, on peut vérifier aussi que : si Xo, X, est un couple

1

d'interpolation, si X0 et X1 sont tous deux des espaces QS alors

9

[XO,X1]OL est encore un espace QSG, quel que soit o tel queeO<(x< 1.

Dans une autre direction, il résulte de (%) que tout espace
QSe est uniformément convexe et uniformément lisse ; par conséquent,
tout espace isomorphe a un espace QSe pour un 6 > 0 est uniformément conve-
xifiable. La réciproque est-elle vraie ?

Signalons que si X est un treillis de Banach, alors X est
uni formément convexifiable si et seulement si X est isomorphiquement
g-hilbertien pour un 6> 0. En effet, cela résulte du § 2 combiné avec
les théoremes 1.f.12, 1.f.7 et 1.f.1 de [8].

D'autre part, il serait intéressant de traiter les mémes pro-
blemes qu'au § 2 avec d'autres foncteurs d'interpolation, par exemple
avec la méthode de Lions-Peetre [9]. Il est plausible que 1'on puisse
alors obtenir les mémes estimations qu'au théoreme 3.1 en supposant
seulement que X est un treillis de Banach de type r et de cotype s.

Pour finir, soulignons que 1'on peut faire une étude analogue
dans un cadre tres général : soit I° une propriété des espaces de
Banach complexes, on dira que X a la propriété [P]e s'il existe un

couple d'interpolation Xo, X X1 possédant ?, tel que X est isométri-

1’
que a [xo,xlje. Par exemple, si P est la propriété "etre de type 2",
alors tout espace possédant [P]e est évidemment nécessairement de type

1 1-
p avec 5@:—724-% (cf. 1.10). La réciproque est-elle vraie ?

. Iy . . ~ N . N
Si oui, cela repondrait du meme coup aux problemes posc¢s a

la page 20 de 1'exposé X.
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