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XVI.1

Les résultats exposés ci-dessous ont pour origine le papier
[3] de Milman et Wolfson. Dans cet article, les auteurs montrent que
si un espace de Banach E de dimension n est a une distance (au sens de
Banach-Mazur) extrémale d'un espace euclidien, c'est-a-dire si
d(E,ﬁi)Z &f; avec 6> 0, alors E contient un sous-espace F de dimension
k=k(n,5) tel que d(F,ﬂi)s 2 et, pour tout 5>0 fixé, on a : k(n,d) -
quand n- « .

La démonstration originale a été simplifiée une premiere
fois par W. Johnson et B. Maurey (cf. [3]). Plus tard, de nouvelles
simplifications et diverses contributions (dues a W. Johnson, G. Schecht-
man, D. Lewis et 1'auteur) ont permis d'obtenir un premier résultat con-
cernant les constantes de projection. Ce n'est en fait que récemment
que je me suis aper¢u que la considération des nombres en(X) permet
de traiter simultanément la question des distances et celle des projec-
tions en complete analogie (cf. théoreme 9 ci-dessous). Indépendamment

(et sans doute avant moi) V. Milman avait abouti au méme résultat.

Notations : Cet exposé est une suite naturelle de 1'exposé X dont
nous conservons les notations. Rappelons la définition de la '"distance"

de Banach-Mazur d(E,F) de deux espaces de Banach E et F :
. -1

d(E,F) = inf{||T]| [T ||}
1'infimum portant sur tous les isomorphismes T de E sur F. Rappelons
aussi que si u: X-Y est un opérateur entre espaces de Banach, on note
u': Y'-X' son adjoint, nz(u) sa norme 2-sommante, et Yz(u) sa norme
de factorisation par un Hilbert. On note ﬂ2(X,Y) 1'espace des opérateurs
2-sommants de X dans Y.

Commeng¢ons par un énoncé général :

*
|Proposition 1 : Soient X un espace de Banach , C> 0 une constante et

n un entier fixés. Les propriétés suivantes sont équivalentes

2
i s e ' -
i) ¥ v: o X, nz(v)sC nz(v )

L'énoncé est valable dans le cas réel comme dans le cas complexe.

Dans le cas complexe, ﬂﬁ est 1'espace euclidien complexe.
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ii) Pour tout opérateur A: £2 .42 de rang < n, on a :

2y1/2 2y1/2

2
I' -
¥ (x) € 45X (2 [[£ a, .

ij xjH
1 ]

< c Jlall (2 x|
J
ou {aijl i,j€ N} est la matrice associée a A (c'est-a-dire que, si 1'on
note e, la base canonique de 22, on a aij: <ei’Aej>)'
iii) Pour tout espace de Banach Z, pour tout sous-espace Y de X
et tout opérateur u: Y- Z de rang < n, il existe une extension u: X—+12
telle que

~

u|Y = u et Yz(:) < C Hu” .

iv) Pour tout sous-espace Ec X de dimension < n, il existe une

projection P: X-E telle que

Y2(P) <C .

Démonstration : i) = ii). Soit A: 22,42 ge rang < n. On a une facto-

5 A A
risation de A: 4 >

2 :
- >4 avec A=A A, et HA1H ”A2||= Al . soit

w: 22X défini par

we, = x, ¥ jEN .

On voit facilement que m,(w') =< (Z ij”2)1/2.
Posons v=wA} ; d'apres i) on a n2(v)$Cn:2(v')sHA1H n2(w')S§|A1]| (ZHXJ.H?)1/2,

donc :

2,1/2
my(wAt) = m (wAyAL) < A (2 iju )1/

Par définition de nz(wA'), on a :

(= fware )2 < ny(wan)
i
c'est-a-dire : (¥ ||z a x.H2)1/2 < Al (2 HX.H2)1/2 .
i o§ 91 h|

Ce qui montre que i) = ii).
ii) = iii). Soit u, Y, Z comme en iii). D'apres un résultat

de Maurey (cf. le théoreme 1.3 de 1'exposé X de ce meme séminaire)
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il suffit de montrer que ii) implique : ¥ {y.,---,y,JCY,
p{ yl k

¥ {x ,xm}cx

10"

Mk

(1) (y.) g £ (x > = Hu(yj)”2 < ¢? llu

2
jis i)iSm z ”xiH )

D'apres le lemme 4.1 et la remarque 1.1 de 1'exposé X, il existe un
opérateur A: 2i-ﬂzi de rang < n et de norme < 1 tel que la matrice
associée (aij) vérifie
m
¥ j=1,.. ,k Y a., X; -y. € Ker u .
J ’ ’ - j4 X% yJ

Posons Yy, =Z a., X, .

D'apres ii), on a

E g IHY2 s oz e B2
J
D'ou
( Hu(yj)H2)1/2 - (s nqu)u%Vz <c ufl & lx D2,
ce qui est bien 1'inégalité annoncée (1).
iii) = iv). Trivial (prendre u=1Idg). ‘
iv) = i). Soit v: Ei-'x et soit E 1'image de v. D'apres iv),

on peut factoriser v de la maniere suivante :

£I21 Sox AL g Bsx
ou H est un Hilbert, BAv=v et ||A||[[B]|<C. La norme de Hilbert Schmidt,
notée HWHHS, d'un opérateur w entre deux espaces de Hilbert co¥ncide

avec n2(w) (vérification facile) ; on a donc :

H(Av)‘“HS = nz((Av)') H
par conséquent, on peut écrire
ny(v) = (BAV) = [[B] wy(av) = Bl [lav]g = B [ (av) [l
= HBH nz((Av)')

IIB]| 1Al nz(v') < C ny(vt) .



XVI.4
On obtient donc i). Ce qui termine la démonstration.
Notation 2 : Pour tout espace de Banach X et tout entier n, on note
en(X) le plus petit nombre C ayant les quatre propriétés écuivalentes

de la proposition précédente (e pour euclidien !).

Définition 3 : On dit qu'un espace X contient des ﬁ; uniformément si

}J C¥nj X s--9X €X tels que

n n
¥ (o, ) €R" Sla,l s2a, x|l sC3z la, | .
i 1 i i i 1 i

Autrement dit, X contient une suite de sous-espaces (Xn)n avec

1 €N
d(X_,£7) < C.
n n

Rappelons brievement un résultat classique :

|Proposition 4 : X contient des ﬁi uniformément si et seulement si

Ison dual X' a la meme propriété.

Démonstration : Supposons que X contient des ﬂ; uniformément. Soit

X cX avec d(X ,41 )<C. On a d(X',£” ) <C. Mais 41 est isométrique a
n n’" n n’",n n

un sous-espace de Zmn, et X; s'identifie a un quotient de X'. En rele-
2
vant dans X' les éléments de Xﬁ correspondant aux vecteurs de base de

Zi, on trouve que X' contient des ﬂi uniformément. La réciproque est
similaire.

Nous utiliserons un lemme tres utile di essentiellement a
Brunel et Sucheston ([1] ; pour une démonstration explicite combiner
L1] avec le lemme 1.5 de [2], cf. aussi les exposés de A. Brunel dans

le séminaire Maurey-Schwartz 1973-74).

Lemme 5 : Soient 6§>0 et n un entier. Il existe un entier N=N(n,d)
ayant la propriété suivante : de toute suite (x1,...,xN) de N éléments
d'un espace de Banach quelconque X vérifiant

Hxill <1 ¥ i=1,2,..-,N

et Hxi—xj|l>6 ¥i,j=1,2,...,N i£j ,
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on peut extraire une suite notée:yi,...,y2n telle que si on pose
v B . . . , . . Cos
XL= Yo " Yo41 (j=1,2, ,n) la suite (xj)an est basique incondition

nelle de constante < 3 c'est-a-dire :

n n
n n ] 1]
(2) ¥+ (aj)é R ¥-(ej)€{—1,+1} H? sjajxjH < 3“% ajxj” .

(On a évidemment encore : 6<1Hx5“s 2 ¥ j=1,2,...,n .)
De ce lemme, on peut déduire le suivant

Lemme 6 : Soient X un espace de Banach, u: X~-»fl2 un opérateur 2-sommant

tel que nz(u)szi, et soit x dans X avec N=N(n,5) et :

1,-.-,XN

Hu(xi)-u(xj)H>6 ¥ i,je€{1,..-,N} it
Ix; [l <1 ®#i=1,2,...,N .

I1 existe alors xi,...,xh dans X tels que

2
n o]

-V-(oni)GR ? i

=M

n n
|a.| < ”? ai xi” < 2 ? lail

c'est-a-dire que X contient un sous-espace 1%-isomorphe a ﬁ;.
o]

Démonstration : On applique le lemme précédent (noter que

Hxi- xjH > nu(xi-xj)H>'6 si if£3j) da'ou (xi,...,x&) vérifiant (2)
avec Hx&l‘s 2 pour j=1,2,...,n. Comme nz(u) <1, il existe une probabi-

lité A sur la boule unité de X' munie de o(X',X) telle que
2 1/2
|| < ( I<x,g>1% arn(e))

(cf. théoreme 1.2 de 1l'exposé X ; c'est la '"factorisation de Pietsch").

Remarquons que
o s uGe)] s ¢ lexs,exl® ane) /2

d'ou, puisque “XSHS 2 H - JE-(I l<x3,§>| dK(E))1/2

to

6

soit finalement f |<x3,§>l dA(E) ~ =

On peut donc écrire : ¥ (aj)E R"
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o S el < (% lal
— < T . <x' L ED>
5 ? laJ J ? aJ | XJ,J , dr(g)
n
- j max <% €. a. x'.,E>| dr(€)
€.=*1 1 3 J
n n
< sup Le.a, x| =3 || a. x"
iy ll1 5 o5 %l !11 5 %5l

la derniere inégalité d'apreés (2). cqfd
On peut maintenant énoncer le
Théoreme 7 : Soit X un espace de Banach ne contenant pas de ﬁi unifor-
mément. Alors, il existe une suite W tendant vers O quand n-® telle
que : pour tout opérateur 2-sommant u: X—+£2, ona : ¥ ncEN
a (u) <w_ n_(u)
n n 2
ou le nombre d'approximation an(u) est défini par :

a (u) = inf{|lu-Pul|} ,

1'infimum portant sur tous les projecteurs orthogonaux P: 22,22 ge

rang < n.

Démonstration : Posons :

w_ = sup{a_(u) | u€”2(X,f'2) n () <1} .

Il s'agit de montrer que wn—+0 si n—- . Supposons le contraire : alors

. N 2
2 . -4 i . i -
18>0 et ¥ NeN 3 uy X avec nz(uN) <1 mais aN(uN) > 6. Fixons N

Nous allons montrer : 3 Xq9ee ,xNE X tels que
(%) ¥ ifj ”xjn <1 et ”uN(xi)-uN(xj)” > 86 .

On le monire par récurrence : puisque llu |2 aN(uN)>'6, on trouve xlé X

Nl
tel que ”xlns 1 et HUN(Xi)H3>6- Supposons que l'on a trouvé Xqoeee X
avec la propriété (#*) ci-dessus et m<N ; soit P la projection orthogo-
nale sur le sous-espace de 22 engendré par {uN(x]),...,uN(xm)}- On a
HuN-PuNﬂz ay(uy)>56 donc 3 X .1 X tel que me+1Hs 1 et

(u, - Pu,)(x )I|>6 53 on a donc
N N m+1
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¥ j<m HuN(xm+1)-uN(xj)H > H(I-—P)(uN(xm+1)-uN(xj))H

=(T-Pluyx DI >

Ce qui établit 1'hypothese de récurrence a l'ordre m+1. Si 1'on applique

alors le lemme 6 a (xl,...,xN) et u on trouve -en supposant N> N(&,n)-

N’

. 1 . . . L. .

un sous-espace de X qui est —%— isomorphe a ﬂi. On obtient ainsi, puisque
o}

n est arbitraire, une contradiction avec 1'hypothese que X ne contient

pas de ﬂi uni formément.

Remarque 8 : (i) On peut démontrer assez facilement que si un espace X
vérifie la conclusion du théoreme 7, alors nécessairement X ne contient
pas de ﬂi uni formément.

(ii) Dans [4] ("added in proof'), on trouve le résultat
suivant : un espace X ne contient pas 11 si et seulement si tout opéra-
teur 2-sommant de X dans 42 est compact. Le théoreme 7 apparait comme
la version locale de ce résultat de Rosenthal, et on pourrait d'ailleurs
démontrer le théoreme 7 par ultraproduit a partir de 1'énoncé de Rosen-

thal.
Nous en venons au principal résultat de cet exposé :

Théoreme 9 : Soit X un espace de Banach. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) X ne contient pas de ﬁi uniformément.

(ii) en(X)/Jzaeo quand n- .

(iii) 1im n_l/2 sup{d(E,ﬁi)l EcX dim E=n}=0.
n—o

(iv) 1I1 existe une suite an>’0 vérifiant :<xn/J;-aO quand n-» et

telle que : ¥ EcX, dim E=n il existe une projection P: X-E

avec Hﬂ\san-

Démonstration : C'est la partie (i) » (ii) qui est intéressante : si X

ne contient pas de ﬂ; uni formément, d'apres la proposition 4, il en est
de méme pour son dual X' ; donc, d'apreés le théoreme 7, wn(X')-O quand

wn(X') = sup{an(w)l wE/ﬂz(X',zz) n2(w)s 1}
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Soit alors u: zﬁ—qx et soit k<n un entier que nous déterminerons plus
loin.

2 .2 .
Par définition de ak(u'), ] P ﬁn—*bn projecteur de rang < k tel que

flu' - Pu'jl s ak(u') donc
Hu-—uP“ E “u'-—Pu'” < ak(u‘)

On peut écrire

mz(u) < n2(uP) + nz(u - uP)
< jjuf] ©y(P) + [lu - uP|| n (Td z“)
< JJul Vk+a (u) v
soit, puisaue ull = fu'{[sm,(ur) et a (u') <w (X') n,(u")
ty(u) s [\/gwk(x')]ﬁl ny(ur)
c'est-a-dire : ®n 0 < @+ w, (X")

/n

I1 suffit donc de prendre par exemple k tel que
Vn<k <vn+1
pour voir que en(X)/Vn —>0 quand n-o

Montrons les autres implications : (ii) = (iii) et (ii) = (iv) sont
triviales.

o . . o . 1,2y T
L'implication (iii) = (i) est évidente, si 1'on sait que d(Ln” n)::Vn
¥ nz1. Montrons pour finir que (iv) = (i) : il est classique que

ﬁln contient un sous-espace E avec d(E,ﬂﬁ) < t ||P]| = 6Jn pour toute
2
projection P de ﬁgn sur E, avec & >0 indépendant de n. (On peut prendre

pour E le sous-espace engendré par les n premieres fonctions de Radema-
s 2o, . NS . ,
cher considérées comme fonctions sur un ensemble a 2 points.) Par consé-
. . 1 . . . .
quent, si X contient des ﬁn uniformément, on ne peut avoir (iv). Ce

qui acheve la démonstration.

Nous avons déja signalé le probleme suivant a 1'exposé X
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Probleme : Si en(X)/JEZ*O quand n-», existe-t-il a<1/2 tel que :

e (X)
sup —
o
n n

<o 7

D'apres les résultats de Kbnig, Retherford et Tomczak-Jaegermann
(cf. remarque 3.3 de 1'exposé X de ce meme séminaire) le probleme précé-
dent est équivalent au suivant
Si X ne contient pas de ﬂ; uni formément, existe-t-il C<w

et B<1/2 tels que :

¥ nec N ¥ {xl,...,xn}cx

n
(3) ( E “ . uij

i=1 j

[ e I =

n
<52 < ¢ nf (z |x, > V/2
j PR

pour toute matrice orthogonale (uij)isi,jsn
En effet, en utilisant la remarque 3.3 de 1'exposé X, on peut

montrer que (3) entraine : en(X)s (K2 Log n)CnE3 pour tout n> 2.

On peut remarquer que (3) est vrai en moyenne : si 1l'on integre le

carré du ler membre de (3) par rapport a la mesure de Haar normalisée

sur le groupe orthogonal, le résultat est inférieur a
n
1 2
{c(z |x, [P "/P)
1 i

ou C est une constante et p>1 est tel que X est de type p-.
On sait (cf. [2]) que tout espace qui ne contient pas de ﬂ; uniformément
est nécessairement de type p pour un p> 1. Par analogie, on peut donc
espérer une réponse positive au probleme précédent. Par ailleurs, si X
est de type p et de cotype q avec %w—&<@% , alors les résultats présen-
tés dans 1'exposé X donnent une réponse positive.

Si 1'on étudie la démonstration du théoreme 9, on s'apergoit

qu'on a démontré le

Théoreme 10 ([3]) : Pour tout 5>0, il existe une suite d'entiers

1kn(6) possédant les propriétés suivantes :
(i) kn(b)—#°° quand n - .
(ii) Tout espace E de dimension n tel que d(E,Ei)z &’¢n contient

1

k (&)
n

un sous-espace F de dimension kn(é) tel que d(F,4 ) < 2.
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Le lecteur peut se reporter a [3] pour plus de précisions,
en particulier sur 1'ordre de grandeur de kn(b) en fonctign de n et
aussi sur le cas "isométrique" (i.e. le cas ou d(E,ﬁﬁ)::Jn). Bien enten-
du, on a également un analogue du théoreme 10 concernant les constantes

de projection, nous laissons au lecteur le soin de 1'énoncer.
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