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VIT.1

§ 1. LES INEGALITES DE KHINTCHINE-KAHANE D'APRES C. BORELL.

Dans tout cet exposé, on note (2 1'espace {-1,+1}IN , on note
en la n-ieme coordonnée sur cet espace et PP la probabilité uniforme sur
( muni de la tribu engendrée par {enlnEN}. La suite {snlnem} est donc
une suite de variables aléatoires indépendantes equidistribuées sur (Q,IP)

], 1a

prenant les valeurs +1 et -1 avec la probabilité 1/2. On notera
norme de 1'espace LP(Q,P).
Les inégalités du théoreme suivant sont dues a Khintchine dans

le cas scalaire, a Kahane [4] pour les espaces de Banach.

Théoreme K : Si 0<p<q<wo, il existe une constante Kp a ayant la pro-
kB
priété suivante
pour toute suite finie {xl,--.,xn} d'éléments d'un espace de Banach

arbitraire, on a :

- q4.py1/q - p 1/p
(K) (f“g e, x;%aP) < Kp’q(IH§ e; x| aP)
Dans [6], Kwapien a démontré (K) avec : 1lim K, q/¢E<im, ce
q—yoo <

qui améliorait 1'estimation de Kahane.

On va présenter dans ce paragraphe une démonstration due a
C. Borell, qui est remarquablement simple et qui est aussi plus générale.
Pour donner le résultat de Borell en toute généralité, nous considererons
des produits de variables de Bernoulli : pour toute partie finie A de IN,

nous poserons H

k]

W, = TT =

nca O

avec la convention que si A=@, w,=1. Les variables {WA} ainsi obtenues

A
forment un systeme orthonormal complet dans L2(Q,KU ; a 1'indexation pres,
ce systeme n'est autre que le systeme de Walsh (c'est-a-dire 1'ensemble
des caracteres du groupe {-1,+1}IS.

On va déduire le théoreme K de 1'énoncé plus général suivant :

- . *
|Théoreme 1.1 (Borell) : Supposons que 1< psqg<«. Posons, une fois pour

7
toutes, pour simplifier X:“/ﬁ:% . Notons Pn 1'ensemble des parties de

* Voir 1'additif a la fin de 1'exposé.
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{1,2,-.-,n}. Pour tout entier n et pour toute famille (x ) d'éléments

AGP

d'un espace de Banach arbitraire X, on a

(1.1) (I = Ul W, xAqu]P)j/q < (g w xAH"le)Vp .
AEP AEP

[On a noté |Al le cardinal de A.]

Démonstration du théoreme : Le point de départ est 1'inégalité suivan-

te : si 1<p<gq<w

1/q \1/p
|x+Ky|q+ |x—hy|q) < (|x+y|p-+|x-y|p

(1.2) ¥ x,y€R ( 5 5

ou 1'on a posé X.:V-EE%.

Cette inégalité est démontrée en détail dans [1] p. 180 , ou elle est
présentée comme la version 2-diimensionnelle de 1'inégalité de Nelson. Le

changement de variable o= x+y, P=x-y transforme (1.2) en

1/p

ol 2 *'

la|P + Iﬁlp)
2

(1.2)" 5

q,1/q
(Iliﬁ 1- x 1-)\ 1+xB| ) (

I1 est clair que (1.2)' reste valable si a, B sont des éléments d'un

espace de Banach quelconque X et 1'on obtient alors :

(1.2)"

(n?_;f i anq2| 2a +1;"a1|‘*)1/qs(”alp;“m,p)w .

en effet (1.2)" résulte de (1.2)' et des inégalités triangulaires suivan-

tes : (remarquer que 1+\ et 1-A sont positifs)

1+>\ )\ | 1—)\
B 145 (el +
1-A 1 1-A 1+\
et F5ra + “an < 1352 flafl + 22 ol

On va démontrer 1'inégalité (1.1) par récurrence sur n. L'inégalité (1.2)"
correspond au cas n= 1. Supposons que l'on a démontré 1'inégalité (1.1)
pour un entier n et démontrons-la pour n+1 :

soit (x ) une famille d'éléments de X, notons A- {n+1} 1'ensemble

J
AENn 1

obtenu en enlevant n+1 a 1'ensemble A. Posons, pour tout g dans Q et tout

p dans ]0,1]
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o _ ‘ (Al 0 zz::' [Al-1
xw B L' © WA(w) XA et ¥y, ° 0 wA_{n+1}(w) *A

n+1ZA w n+1€A
AEPn+1 AEPn+1
s " R 11 1 1
On a, d'apres (1.2)",appliqué a a=x +y , B=x -y
w w ‘w
1/q 1/p
1 1 1 1 A | 1 1.
[ Ay 1%+ [l -2y )| Ix +y 1P+ llx -y [P
W w gl w "w w W
(1.3) 5 ;s 5 .

D'autre part, 1'hypothese de récurrence entraine
(1.4) (U £ 2y %P @ < (|2 x' 2y} [Pap) VP .
w w w w

En prenant la norme dans LP(dP) des deux membres de (1.3), en utilisant
(1.4) ainsi que 1'inégalité élémentaire : ¥ f,g¢c Lp, si q=p,
(Hf”g4-”g”g)1/qSI“|f|q4-lglq)1/qu , on trouve finalement

1 1/p

/a
A, A A4 g 1 1yp, 1 1P
fnxwmrwlrh 2l|xw w1 ]wa-ywll ;llxw Yol o

et 1'on a ainsi démontré (1.1) a 1'ordre n+1. Ce qui termine la démons-

tration par récurrence.

En particulier, si 1'on applique (1.1) au cas ou x, =0 sauf si

A
(Al = 1, on obtient

2 | 1 1 » n 1
g xpzy = 1%m™e < I xpgy o lPem™?

Soit : Kp’qsx/%f% ; par conséquent, le résultat de Kwapien mentionné
ci-dessus résulte de (1.1).

Similairement, pour chaque entier k, on peut appliquer (1.1) dans le
cas particulier ou X, =0 sauf si [Al =k ; dans ce cas, si 1'on pose

S = z: Wy X,y on obtient

AEP
n
[A]=k
k/2
(1.5) I|s]| < (ﬂ:%) =l .
L9(x) p- LP(x)

Ce qui généralise au cas vectoriel des estimations connues dans le cas

scalaire (cf. [2]).

A priori, on a obtenu ainsi les inégalités (K) seulement pour

p>1 3 en fait le cas 0<p<1 s'en déduit aisément grace a la lére partie
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du lemme élémentaire suivant :

Lemme 1.1 : Soit f une fonction mesurable scalaire sur ((Q,IP) et soient
p, q avec 1<p<q<w, On suppose que Hf”qs:CHpr pour une certaine constan-
te C. Alors :

i) ¥ re¢ ]o,1], on a

1-9
q

8
= — +
r

Hqu < cl/® [£ll. ou o est défini par

LN I

. . N 1
ii) De plus, si Qo est 1'ensemble ou |f|;z§6 Hf”q alors

1 )pq/(q-p)

]P(Qo) P4 (72-6

Démonstration : i) : Par 1'inégalité de HBlder, on a

el = cllell, = cliel} el ™°

d'ou la lere partie.

ii) : Pour la deuxieme partie, notons 1 la fonction caractéristique

1 1 Yo
de 0 et soit o tel que ==—+—=. On a :
o P q o

Iellg = cliell, = ctlf 1g 1+ et - 10 ),

1 1
< clitl, P@)Y* 3 el

3

. 1/a
d'ou 'P(Qo) / 2 36

ce qui est le résultat annoncé.

Remarque 1.1 : Notons R(X) 1'espace vectoriel formé de toutes les

sommes finies de la forme Zei'xi avec {xi}c:x. On notera simplement
LP(X) 1'espace LP(Q,P;X). Les inégalités (K) montrent que les normes
de LP(X) et L%(X) sont équivalentes sur R(X), si 0<p<q<®. En fait,
le lemme 1.1 ii) ci-dessus montre que cela reste vrai quand p-0 : la
topologie définie par la convergence en probabilité est équivalente

sur R(X) a celle induite par la norme de L3(x) pour chaque q< o.

On obtient aussi un résultat limite quand q—«, a 1'aide du



VII.5
lemme élémentaire suivant

Lemme 2.1 : Soit k un entier = 1. Soit f: (Q,P) R une fonction mesu-

rable. Posons

. ) . 2/k
|f|[k] = inf{Cc>0 [ exp{lgl JdP < e} .

I1 existe des constantes a bk>>0 indépendantes de f telles que :

k’

-k/2 -k/2
a, sup (q £l ) < Ifl < b sup (q ey .
k 1<q<e H “q [k] k 1<q<e ‘ Hq

Démonstration : laissée au lecteur (utiliser le développement en série

2/k

entiere de la fonction expt ainsi que la formule de Stirling).

D'ou la

Remarque 1.2 : Si 1'on définit pour un élément S = Zei X, de 1'espace

fR(X) la norme
sl = inf{c>0 | f exp“%”zdP < e}

alors le lemme 1.2 et 1l'estimation de Kp,q quand q~« montrent que la
norme [ll.]ll est équivalente sur R(X) 3 la norme induite par LP(X) pour
chaque p< .

En conclusion, la topologie de la convergence en probabilité équivaut a

celle définie par la norme [ll.[ll sur 1'espace R(X).

Remarque 1.3 : La formulation initiale du résultat de Kahane (en incor-

porant 1'amélioration de [6]) est la suivante : soit {xn} une suite dans
n

un espace de Banach X ; posons Sn=:2 €s X, - S'il existe une sous-suite
1

de {Sn} qui converge en probabilité, alors en fait :

a) Sn tend vers une limite S dans LP(X) pour tout p< .
b) Il existe €¢>0 * tel que

2
[ exp el[s||“aP < = .

c) ”Sn— S|| -0 p-s- quand n-w

* On peut voir (cf. [6]) que cela est méme vrai pour tout &> 0.
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Les points a) et b) résultent des remarques précédentes. Par contre, pour
démontrer c¢) il faut connaitre une inégalité maximale due a Paul Lévy

* .
si 1'on pose S = sup HSnH, alors on a

n>1
¥C>0 P{s >c} < 2m{|s||>c}
et par conséquent
(1.6) ¥ p>o0 [ SPap < 2 [||s|Par .

Pour cette inégalité bien connue, le lecteur peut se référer a [4] p. 12.
Bien entendu, on peut aussi déduire c) des résultats classiques sur les
martingales vectorielles (cf. [8] p. 100).

Donnons une autre variante importante des inégalités (K)

Remarque 1.4 : Soit encore {xn} une suite d'éléments de X, et soit

{an} une suite non décroissante® de réels positifs. On pose

n

Snz T oes X, et Unz sup ”Sk/ak‘ . Alors, si U= 1lim fUn<im p-S., on a
1 k<n n-—o

nécessairement

(1.7) f expeU2 dP < @ pour un certain €¢>0 .

En effet, considérons 1'espace de Banach £°(X) formé des suites
bornées d'éléments de X muni de sa norme habituelle. On définit une suite

(xn)n d'éléments de £ (X) de la maniere suivante :

Xl X Xl
1 T Y T grr ey T ger e

w2
1
-

a a

[y
\V]
=

lell
i
——
o
o
ml ]
=
b
=
—_

En fait, on peut se passer de cette hypothese.



VII.?

Alors, on peut remarquer que

n ~
— | |
Un = |Z ei xi’ .
1
n ~ ©
Par conséquent, la série Te, x; est bornée p.s. dans £ (X) si 1'on suppo-

1
se que U< p.s. ; la conclusion de la remarque 1.2 appliquée a 1'espace

£(X) entraine bien (1.7).

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer les conséquences

du théoreme 1.1 et de (1.5) en analogie avec les remarques qui précedent

Théoreme 1.2 (Borell) : Soit k un entier > 1. Soit Ik 1'ensemble des

parties de N de cardinal k. Soit (xA)AEI une famille d'éléments d'un
k

espace de Banach arbitraire X. Posons

AEIk
Ac{1,..,n}

On suppose que la suite {Sn} (ou seulement une sous-suite) est convergente
en probabilité. Alors nécessairement :
a) S, converge vers une limite S dans LP(X) pour tout p< .

2/k

b) I exp €||S]|” "dP <« pour tout &> 0.

c) S - S presque stiirement.

(Noter que {Sn} est une martingale.)

Pour finir, signalons que le théoreme limite central permet
de remplacer la suite {En} par une suite de variables gaussiennes indé-
pendantes, orthonormales, équidistribuées, dans les inégalités (K), (1.1)
et (1.5). En particulier on obtient ainsi le résultat bien connu de Fer-

nique [3].

§ 2. UNE REMARQUE SUR LES ENSEMBLES DE SIDON.

Le but de ce paragraphe est de montrer que les résultats pré-

cédents sur les séries Z}ﬂ(xk sont encore valables pour des séries lacu-
naires de la forme Zxk cosnk‘t ou Zxk'SIHIH(t- On verra que, si {nk} est
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un ensemble de Sidon dans Z , ces séries se comportent d'une maniere
essentiellement équivalentes. Les démonstrations qui suivent ne sont que
des adaptations évidentes de méthodes classiques (cf. principalement [ 9]
p- 128-129), mais semblent etre passées inapercues dans le cas vectoriel
(sauf, dans une certaine mesure, dans [5]).

Dans toute la suite ¢ désignera une fonction convexe (continue)
non décroissante de R+ dans R+ . Les notations {en}, (2, IP sont celles
du ler paragraphe.

Le premier lemme est un principe de contraction bien connu

Lemme 2.1 : Soient (xl,...,xn) des éléments d'un espace de Banach X.

(i) si (al,...,an)é Rr" , on a :

n n
(2,1) f @(”? a, € xiH)dE’s j’@(max lail H% £, xiH)dH’ .

(ii) Si (wl,. .,mn)e " avec |wi|= 1 pour i=1,...,n, on a :

1
(2.2) [ ¢35 Iz e; x;|NaP < [e([|z w, e, x,[)aP

A

J ez e, x hHaw

Démonstration :

(i) On peut supposer que maxlailz 1y soit C 1'ensemble des
(a1,--.,an)€?Rn tels que maxlailz 1,1a fonction convexe

n
Ca(oci,...,otn) -—-—>I Q(H% a, €, xiH)d]P

atteint son maximum sur C en un point extrémal de C, c'est-a-dire un

point (a1,...,an) tel que a, = +1 ou -1 ; par raison de symétrie ce maxi-

n
mum est donc égal a J‘Qﬂh} EixiH)dB’, ce qui démontre (2.1).
1
(ii) On a
n n n

(“? wy Ei xi“) S H? (Re wi)si xi”+ H? (Im wi)si xiH

d' ou
QQ(”Z wi Ei xiH) < Q(2“2 Re u)i Si xil|)+ Q(ZHZ Im w, Si xi”)

soit en intégrant et en appliquant (2.1) (puisque [Re wils 1 et

| Im wi|S1)
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n n
(2.3) J i>(H§ o, £ x[[)dP < f@(zuf e, x,/)ap .

Si 1'on applique maintenant (2.3) en remplagant w; par Ei et X5 par w, X,

on trouve (puisque w, Eiz 1)
n n
(2.4) ] 4?(“}; e, x;[)dP < f@(z”g e, w, x.|DaP .

On obtient bien (2.2) en combinant (2.3) et (2.4).

Définition 2.1 : Soit G un groupe abélien compact et [' le groupe discret

dual de G. Un sous-ensemble A de ! est dit "de Sidon" s'il existe une

constante C telle que, pour toute famille (ay)yéA de scalaires dont au
plus un nombre fini sont non nuls
(2.5) s ol <c|l = a vyl
c(a
ven Y ven Y (@)

ou 1'on a noté C(G) 1'espace des fonctions continues sur G (et on a con-
sidéré les éléments de |’ comme des fonctions continues sur G). Si A vé-

rifie (2.5), on dira que A est '"de Sidon de constante C".

Théoreme 2.1 : Soit G un groupe abélien compact de dual ['. Notons m la

mesure de Haar normalisée de G. Soit A::{yil i€ N} <I un ensemble de
Sidon de constante C.

Pour toute suite finie (x ,...,xn) dans un espace de Banach arbitraire X,

1
on a :

1 n n II'l
(2.6) J’@(-é-éllf e, x;[DdP < j@(l]);: v;(8) x,[)m(dg) < [ ¢(2C||§ e, x;[)dP .

Démonstration : On va montrer que pour tout élément (e

1""’€n) fixé

dans {—1,+1}n, on a :
(2.7) | ez e, v;(g) x;[Im(dg) < [ e(cC||z v; () xiH)m(dg) .

En effet, soit CA le sous-espace linéairement engendré par A dans C(G) ;

d'apres (2.5), la forme linéaire £ définie sur C, par

A

n
£ (2 a,vy,) =% &, «,
ien * ! 1
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vérifie : ¥ x¢ C\ le(x)| < CHX“C(G)
D'apres le théoreme de Hahn-Banach , il existe une mesure § sur G de

masse totale ”u”s;C et telle que ¥ x€C ‘fx dp=€(x). On a en parti-

A 9

culier I yi(g)u(dg)::ei. n

Soit v 1'image de P par 1'application g- -g. Posons Z=73 Y X5 et
1

Z**v(g)zth(gh_1) v(dh). On voit aisément que

(2.8) Z*v(g) = = yi(g) T

Par ailleurs, on a
1z*v(e)| < [ llzeh™)] Ivl(an)

donc par la convexité de ¢

[v](dh)
1Ml

soit en intégrant et en permutant 1'ordre d'intégration

§(|z* (@) = [ 2(jz(en™ ] |v[D

j‘ @(”Z* v(g)H)m(dg) < ji [I Q(Hz(gh'1)” Hv“)m(dg)] I\f‘ll(dh)
“VH

comme f Q(C”Z(gh—l)”)m(dg) est indépendante de h, on a finalement
[ e(|z* v(g)|Im(dg) < | ¢(c[z(g)|Im(dg) -
D'aprés 1'identité (2.8), on a bien démontré 1'inégalité annoncée (2.7).
Notons en passant que si 1'on applique (2.7) en remplag¢ant X,
par €.X.,, on obtient

(2.9) J ez vy, x.[Pam < [ e(c|[z € v; X;[)dm

Si maintenant on fait la moyenne des inégalités (2.7) sur tous les choix

de signes, on trouve

d'ou il résulte, d'apres (2.2)
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1 n
[ ez e x DaP < | ¢(clz y, x;[PDam .
Le meme traitement appliqué a (2.9) conduit a
ez vy x;Dam < [ e(2c]|z e, x,[)aP .

Finalement, on obtient (2.6) en combinant les deux dernieres inégalités.

Corollaire 2.1 : Soit {nkl k>1} une suite d'entiers positifs. On suppose

que' 1'ensemble A= {nk k21}LJ{-nk k>1} est un ensemble de Sidon de cons-

tante C dans le groupe Z. On a alors, pour toute suite x, dans un espace

k

@

de Banach X telle que Y% Ek X, converge presque surement
1

[ee)
. 1
j ¢(§E H% € ka)dP <

271 ©

S-g; [ = X cos(nkt)i-xzk_1 sin(nkt)H)dt
0 k=1

< [ e(ac H§ e, X /[)dP .

La démonstration facile est laissée au lecteur.

Donnons une liste des conséquences du théoreme 2.1 (dont nous
conservons ici les notations) :

a) Si 1sp<q<®, on a
oo a , 1/q 2 2 p . \1/p
(] ”% v; *;[[7 dm) < 4C Kq,p(f H% v; X7 dm)

b) On peut donc appliquer la méme méthode qu'aux remarques 1.1 et
1.2 : soit RA(X) le sous-espace vectoriel de Ll(G,m;X) engendré par les

n
fonctions de la forme S=77 Y; X; avec {xi}c:X. Ici encore, on voit que

la topologie de la convergence en probabilité est équivalente a celle

Signalons qu'un résultat de Drury (voir [7] pour plus de détails)
affirme que la réunion des deux ensembles de Sidon est encore de Sidon.

I1 suffit donc ici que {nkl k>1} soit de Sidon.
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définie par les normes de Lp(G,m;X) pour tout p< o ou bien par la norme

b

¢

Is] = inf{Cc>0 f exp{HS(g)/Cuz}m(dg) <

c) On obtient aussi des inégalités maximales en combinant (1.6)

et le théoreme 2.1 : si 1'on pose S, = z: v
1<j<k

. X. , Oon a :
J ]

I ¢(sup HSk(g)H)m(dg) < 2J‘@(4C2 HSn(g)H)m(dg) .

k<n

On peut aussi appliquer le théoreme 2.1 pour démontrer une
forme affaiblie de la loi du logarithme itéré de [10] et on retrouve un

résultat de [5] :

Corollaire 2.2 : Soit A comme dans le corollaire 2.1 et soit xn une

suite dans un espace de Banach X. Posons

n
Sn(t) = ¥ (x2k cos nk1:+x2k_1 sin nkt)
k=1
€ 2n
et F weQ S (w) = s x, g (w) -
n k=1 k k

Soit a une suite non décroissante de réels positifs. Posons

s, ()] e s ()]
A(t) = lim — et A (w) = 1lim — - Alors :
N=co n n-w n

i) A(t)<o p.s. si et seulement si A (p) <= p-s-
et ii) A£(t)=0 p.s. si et seulement si 4% (w) =0 p-s.
De plus si f(t) < p.s. alors 3 6>0 tel que

I exp{6 sup”Sn(t)/anuz]dt <o .

Démonstration : On applique le corollaire 2.1 en utilisant la variante

décrite a la remarque 1.4. On obtient donc pour chaque entier N :

(2.10) é%-f sup ”Si/aanH’ <
n>N

21

1 €
< _2? 'J’\ sup “Sn(t)/an'ldt < 4Cf sup Hsn/an”dlp .
0O n>N n=N

D'aprés les remarques précédentes, < (t) <o p.s. (resp. =0p.s.) si et
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seulement si I sup HSn(t)/aant<im
n>1

(resp. f sup [|S_(t)/a |ldt - 0 quand N-w) ;

1 n n
n>=N

et on a aussi un résultat analogue pour Aﬁe(w).

Les deux premieres assertions résultent donc de (2.10) ; la derniere

résulte du corollaire 2.1 dans la situation de la remarque 1.4.

Conclusion : Le théoreme 2.1 montre que dans toutes ces questions d'intégra

bilité de normes, le cas des ensembles de Sidon généraux se rameéne au

cas particulier de 1'ensemble de Sidon fondamental que forme la suite
{sn} dans le dual du groupe {—1,+1}]N . On peut d'ailleurs souligner qu'un
ensemble A vérifiant les conclusions du théoreme 2.1 pour tout espace de
Banach X, pour une constante C et (par exemple) pour ¢(t) = t2 est néces-

sairement un ensemble de Sidon.

Additif : Apres avoir rédigé cet exposé, je me suis aper¢u que dans [11]
(chapitre III, théoreme 3) A. Bonami démontre le théoreme 1.1 dans le

cas scalaire d'une maniere essentiellement identique a celle présentée

au paragraphe 1. Le lecteur trouvera aussi dans [11] une démonstration

de 1'inégalité (1.2).
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