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VI.1

¢ 1. DEFINITIONS ; RESULTATS.

Rosenthal a prouvé il y a quelques années le résultat suivant

Théoreme 1.1 (Rosenthal [1]) : Soit (xn) une suite bornée de points

d'un espace de Banach E. (xn) admet une sous-suite (xé) qui est soit

faiblement Cauchy soit équivalente a la base canonique de 4.

On rappelle qu'une suite (xn) est faiblement Cauchy si la

limite lim f(xn) existe pour tout élément f du dual E' de E.
n—o

Une suite (xn) est équivalente a la base canonique de 21 srin
existe une constante 6> 0 telle que, pour tout choix de scalaires
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Le but de cet exposé est de présenter un résultat qui étend
le théoreme de Rosenthal aux arbres. Pour présenter cette généralisation,
quelques définitions sont utiles.

Soit S 1'ensemble des suites de O et de 1 ordonné par la rela-

tion
" s est un segment initial de s' "

notée s<s'. On appelle sous-arbre de S tout sous-ensemble X de S qui,
muni de la restriction de la relation <, est isomorphe a 1'ensemble
ordonné (S,<). En somme, les sous-arbres de S sont les sous-ensembles X
qui admettent un unique élément minimal et qui sont tels que tout élément
de X admet exactement deux sucesseurs immédiats dans X.

Une chaine de S est un sous-ensemble infini totalement ordonné
une branche de S est une chaine maximale ; toute chaine est contenue
dans une unique branche. On définit de meme les chalnes et les branches
d'un sous-arbre T de S. On note C(S) (resp. C(T)) 1'ensemble des chalnes
de D (resp. de T).

L'extension du théoreme 1 s'énonce alors
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Théoreme 1.2 : Soit (XS)SGS une suite bornée de points d'un espace

de Banach E, indexée par S. Il existe un sous-arbre T de S qui satis-

fait 1'une des deux alternatives suivantes

i) pour toute chaine b de T, la suite (xq) est faiblement Cauchy,

s€b

ii) pour toute chaine b de T, la suite (x )
— _ s séb

est équivalente a la

base canonique de o1

Ce théoreme répond a une question de Brunel et Sucheston.
Sa preuve, donnée dans [3], utilise des techniques de nature métamathé-
matique, en particulier la méthode du forcing de Cohen. J'ignore si on
peut donner une preuve '"classique" du théoreme 2. Dans cet exposé, je
me propose de présenter une preuve 'classique" dans 1'hypothese ou le
continu n'est pas de puissance ﬁ;- Que cette hypothese soit superflue
est, la encore, une question métamathématique et je ne présenterai pas

la méthode par laquelle on peut 1'éliminer.

§ 2. ENSEMBLES ANALYTIQUES ET COANALYTIQUES.

Dans ce paragraphe, X, Y, ... désignent des espaces polonais
(c-a-d. des espaces métriques complets séparables). Les ensembles boréliens
d'un espace polonais X sont, comme on sait, les éléments de la plus pe-
tite o-algebre de parties de X qui contient les ouverts. On appelle sous-
ensemble analytique de X, tout ensemble qui est la projection sur X d'un
borélien B d'un espace produit de la forme Xx Y. Un sous-ensemble de X

est coanalytique si son complémentaire est analytique.

On rappelle les résultats classiques suivants sur les coanaly-

tiques :

Théoreme 2.1 : Tout ensemble coanalytique est réunion de ﬁ} ensembles

boréliens.

Théoreme 2.2 (théoreme d'uniformisation) : Pour tout sous-ensemble co-

analytique C d'un espace produit XxY, il existe un ensemble coanalyti-

que C'cC qui a les propriétés suivantes

i) les projections de C' et C sur X sont identiques,

ii) pour tout élément x de X, il existe au plus un élément y de Y

tel que (x,y)ecC'.
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On dit que C' uniformise C.
En utilisant le fait que tout ensemble borélien non dénombra-
ble contient un ensemble parfait compact non vide, on déduit du théoreme

2.1 la

Proposition 2.3 : On suppose que le continu n'est pas de puissanceifi.

Alors, tout ensemble coanalytique qui a la puissance du continu contient

un_sous-ensemble parfait compact non vide.

Pour la suite, on munit P(S) de la topologie dont une base est
fournie par les ensembles de la forme

{x: S, €EX,auys €% ; siZ.x,...,s&E x}

n
ou les S5 et les sé sont des éléments de S. Il est facile de voir que
cet espace peut etre muni d'une distance d qui en fait un espace polonais :

soit en effet (sn) un énumération des éléments de S, si on pose

d (x,x') =0 si s €x et s £x'
n n n

R '

ou si snﬁx et snﬁx
dn(x,x') = 1 dans le cas contraire |,

dn(x,x')
alors % — est une telle distance.
2

L'introduction des ensembles analytiques et coanalytiques est

justifiée par le résultat suivant :

Proposition 2.4 : Soit (XS)SES une suite d'éléments d'un espace de

Banach E, indexée par S j; alors :

i) {y: y est une chaine de S et (XS)SEy est faiblement Cauchy}

est un ensemble coanalytique,.

ii) {y: y est une chalne de S et (xs)s est équivalente a la base

€y

canonique de 21} est un borélien. (C'est en fait 1'intersection d'un Gy

et d'un F ).
—_—

Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve de la pro-
. . . ~ S . -
position 2.4. On considere pour cela 1'espace X=P(S) x R™ qui peut étre

muni d'une métrique en faisant un espace polonais.
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Lemme 2.5 : Soit Y1 1'ensemble des éléments (y,f) de Y qui sont tels

qu'il existe une application linéaire continue f de norme < 1 vérifiant

¥ s f(xs) = f(s) .
Y{ est fermé.
Preuve : En effet 1'existence d'une application linéaire continue de

norme < 1 vérifiant
f(x ) = f(s)
3
s'exprime par les inégalités

lal f(sl)+ e bay f(sk)l < Hal xsl+-...4—ak xSkH

ou Gyomeesly sont des scalaires et SqrveraSy des élements de S.

Chaque inégalité définit un fermé d'ou le résultat.

Lemme 2.6 : Soit Y2 1'ensemble des éléments (y,f) de Y qui_sont tels

n'est pas de Cauchy ; Y_ est borélien (c'est en

que la suite f(s)s 5

fait un G

€y
60)'

Preuve : Soit o une partie finie de S et q un rationnel strictement

positif 3 on pose

A = U {(y,f)€EY:s€y, s'€y , |f(s)-f(s")> al .
4,0 sfa
s'éo
Aq 5 est ouvert et on constate que
]
Y. = U N A .
2
€@ ocs VO
q>0 o fini
Lemme 2.7 : L'ensemble C(S) est un borélien (en fait un Gb)'

Preuve : Pour chaque partie finie o de S, on pose

B = U {y:sEy}
o)
sfo

B5 est ouvert et 1'ensemble des parties infinies de de S est précisément

le G6
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B = N B
o'(_fS
o fini

Or C(S) est 1'intersection de B et de 1'ensemble des parties de S formées
d'éléments deux a deux comparables qui est un fermé.
On peut maintenant donner la preuve de 2.4 i).

Pour montrer que
{y:ycc(8) et (x) est faiblement Cauchy}
s’ sty
est coanalytique. I1 suffit de voir que

{ycs: (xs) n'est pas faiblement Cauchy}

s€y

est un ensemble analytique. Or c'est la projection sur X de Y1(1Y2.

Pour établir 2.4 ii) on considere pour >0 1'ensemble Zé des

éléments y de P(s) tels que

n l n
5 la. < ” 3o, X
i=1 ! Tiz1 Y85

pour tout choix de scalaires « LN et toute suite d'éléments de y

107"

SyrecesS - 26 est fermeé et

{yec(s): (xs) est équivalente a la base canonique de ﬁl}

sey

est exactement

cs)yntu z) .
q>0 a
qe

§ 3. PREUVE DU THEOREME 1.2.

Le lemme suivant est le pas décisif dans la preuve.

Lemme 3.1 : Soit X un sous-ensemble de C(S) ; on suppose qu'il existe

un_ensemble parfait non vide PcC(S) tel que

i) pour tout y dans P, toute chaine extraite de y est dans X,

ii) si y et y' sont deux éléments distincts de P, leur union yUy'
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n'est pas une chaine,

alors il existe un sous-arbre T de S tel que C(T)SEX.

Preuve : On définit par induction sur la longueur de s une application
t de S dans S ainsi qu'une application z de S dans C(S) telles que 1'on
ait
i) t est croissante
ii) t(s 0) et t(s" 1) sont incomparables

iii) t(s)€z(s)ep

iv) si s<s' alors {u<t(s):u€z(s)}={ust(s):ucz(s")]}.
Pour reéaliser cette construction, il suffit de montrer comment on choisit
t(s"0), t(s"1) et z(s70), z(s"1) a partir de t(s), z(s).

Soit Xs 1'ensemble défini par

X, = {y:{ust(s):ucy} = {uct(s):ucz(s)}} .
X_ est ouvert et PNX_ n'est pas vide (puisqu'il contient z(s)) ; on

peut donc choisir deux éléments distincts dans PNX_ soit 2(s70) et z(s°1).
Comme la réunion de z(s"0) et z(s 1) n'est pas une chalne, il existe des

éléments t(s 0), t(s™1) tels que

t(s 0) € z(s70)

t(sT1) € 2(s71)

t(s70) et t(s" 1) sont incomparables
t(s70) = t(s)

t(s"1) 2 t(s) .

Soit T 1'image de t. T est clairement un sous-arbre de S. On va voir
que C(T) c X. Pour cela, on se donne une chaine y de C(T). Soit v 1'ensem-
ble des s tels que t(s) € y.- Alors, la condition iv) implique que z(s)SEV
est une suite convergente. Soit z la limite de cette suite 3 clairement
y est une chalne extraite de z ; comme z est élément de P (puisque P
est fermé) on conclut que y appartient a X.

On passe maintenant a la preuve du théoreme. A tout élément a
de {0,1}]N , on peut associer la branche o(a) de S, formée des sections

commen¢antes de a. On considere alors les deux ensembles coanalytiques

suivants

C, = {(a,y) € {0,1}]N><P(S) ycc(s) , ygo-(a)

et (xs)séy est faiblement Cauchy}
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C, = {(a,y)€{0,13N xP(s) : yec(s) , ycola)

. . 1
et‘(xs)sey est équivalente a la base canonique de £ J} .

Soient Ci et Cé des ensembles coanalytiques qui sont respectivement con-

tenus dans C1 et C, et qui uniformisent C_, et C2 (cf. théoreme 2.2).

2 1

Soient m, (resp. n2) la projection de {0,1}]N xP(S) sur {0,1}]N (resp-.

P(S)). Le théoreme de Rosenthal (1.1) a pour conséquence gque
N
1 ] — N
n1(c1) U nl(cz) - {0,1}

I1 en résulte que 1'un au moins des ensembles Ci, Cé a la puissance du

continu. Supposons pour fixer les idées que Ci a la puissance du continu.
Comme on a fait 1'hypothese que le continu n'est pasf§1, Ci contient un
ensemble parfait compact non vide K. Il est facile de voir que la restric-

tion de n, a C, est injective, en effet si (a,y) est dans C,, o(a) est

2 1 1’
1'unique branche qui contient y. n2(K) est donc 1'image de K par une
fonction continue injective. C'est donc un ensemble parfait P. Pour

conclure par le lemme 3.1 il suffit de voir que si

X = {yec(8): O(S)sEy est faiblement Cauchy}
alors P, X satisfont les hypotheses du lemme 3.1. La premiere de ces deux
hypotheses est conséquence de la définition de C1.

Pour vérifier la seconde on se donne deux éléments distincts y et y' de P.
Soit y= n2(a,y), y' = n2(a!,y').Puisque Ci uniformise Cl’ on a afa', donc
1'unique branche qui contient y est distincte de 1l'unique branche qui

contient y' § par suite yUy' n'est pas une branche.

§ 4. CONCLUSION.

On a prouvé, étant donnée une suite (xs)s bornée d'un espace

€S

de Banach E et moyennant 1'hypothese que le continu n'est pas}{i, qu'un

ensemble U est non vide ou

U={T: T est un sous-arbre de S et ou bien pour toute chaine b

de T la suite (xs)S est faiblement Cauchy, ou bien pour toute

€b

chaine b de T, la suite (xs)S€ est équivalente a la base cano-

1 b
nique de 4°}.
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On peut voir que U est un ensemble coanalytique. Or, on démontre en géné-
ral que 1'hypothese du continu ou sa négation peuvent etre éliminées des

preuves ou le résultat a obtenir est une assertion du type
U n'est pas vide |,
ou U est un coanalytique. Ceci justifie 1'utilisation d'hypotheses para-
sites (comme ici la négation de 1'hypothese du continu).
Pour terminer, on peut noter que le théoreme 1.2 est la version

appliquée d'un théoreme abstrait qui s'énonce

Théoreme 4.1 : Soit X un sous-ensemble analytique de C(S) ; alors il

existe un sous-arbre T de S tel que 1l'on ait
i) ou bien C(T)c ¥
ii) ou bien C(T)N¥=4@.

Ce théoreme est 1l'extension d'un théoreme de Silver [2].

-— e T e T -
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