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1- Introduction
La propriété dlapproximation uniforme a été introduite par

A. Petczyhski et H,P.Rosenthal (cf [3]) .

Définition

Un espace de BanachXa la )\ -propriété d'approximation uniforme
si pour tout entier k il existe un entier N(k) tel que pour tout sous-espace
E de X de dimension k il existe une application linéaire continue T : X > X
telle que dim T(X) < N(k), ||T!i <\ et pour tout x € E, T(x) = x, Si de plus T
peut &tre choisie parmi les projections de X , on dit que X a la \ -propriété
de projection uniforme, Un espace de Banach X a la propriété d'approximation
uniforme (resp. de projection uniforme) s!il a la \-propriété d'approximation

uniforme (resp. A-propriété de proJection uniforme) pour un réel \ convenable,

Dans [3] il est montré que tous les espaces ;f,p‘ (1< p <=)ont la propriété
de projection uniforme et dans [2] , J.Lindenstrauss et L., Tzafriri montrent
que tout espace d'Orlicz réflexif a la (1 + ¢) - propriété d'approximation uni-

forme pour tout réel ¢ >0,

Rappelons que si X est un espace de Banach et q €[1,=],(X®&X8a,.. )q

note llensemble des suites x =(xi,i d'éléments de X telles que (Hxil])i € eq , muni

de ta norme [10x;). 1l = 11t

Dans ce travail, nous démontrons que, pour tout réel ¢ >0, les espaces

(Lp ) Lp@ eed) l1<p<=oetl1<qg<e, ontla(l + ¢) - propriété de projection

q’
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uniforme, De ce résultat il est alors facile de déduire que, pour tout réel

q’ 1<p<xwetl1<q<se, ont la

(1 + ¢)-propriété dlapproximation uniforme,

e>0, les esp’aces(Bp@Ep@.,,)

2- L.a propriété de projection uniforme des espaces (LpéBLpGB c e )q ,
l<p<<wetl <q<oe

On note pour chaque entier n, ln = [n-l,n] ; on note Lp(ln) I'espace
de Banach des classes de fonctions numériques Borel-mesurables sur ln
et de puissance piéme intégrables par rapport & la mesure de Lebesgue,

On rote L =L ([o,1]).

Théoréme: Pour tout réel €>0, pour tout 1 < p <« etpourtoutl <g<sw

l'espace (LpEB L_p@. .o )q a la (1+ e¢j-propriété de projection uniforme,

Fixons 1<p<= et 1£q<w ; lecasp = ouq =» se traite de la méme
fagon avec des modifications évidentes, Nous identifions isométriquement

(Lp@ Lp@. . )q avec :

> s Yo Va
E ={f:[0,»[>R;Vn,feL U )et( T ([ |ft)|Pat) ) <o}
P, d PN n=1 |
n

© a/, 1/
muni de la norme ||fl] ={Z (f lf(t)|pdt y Py "4 .

n=1

n
Sife Ep on définit, a un ensemble de mesure nulle prés, le support
, .

de f:

Stf) = {te fo,= [; ft) #0}

Avant de prouver le théoreéme nous allons tout d'abord démontrer par

récurrence que :
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[ Pour tout réel ¢ > 0 et pour tout entier k il existe un entier N(e,k)

tel que si x,, .o ,Xk sont des éléments de E dont les supports

pP,d
sont disjoints & un ensemble de mesure nulle prés, alors il existe

P: E > E une projection qui a les propriétés suivantes :
p,d P,q

K
R) < 1) pour tout f € Ep q SIP(f))c U S(xi) .

’ i=1
2) pour tout f € Epq IPHI < (1 + e)lIf .
U six,)

i=1
3) pour tout entier i, 1<i<k = || P(Xi)—xiil <e ”Xi]l .

L 4) dim Im(P) < N(g, k).

Le résultat est évident si k = 1, supposons-le établi jusqu'au rang k = m,

des éléments normalisés de E dont les supports

Donnons-nous x" o e 0 ,xm+‘ p’q

sont disJoints a un ensemble de mesure nulle prés et donnons-nous un réel

€ >0 ., Pour chaque entier net 1 < i< m+1, notons :

1
= P o]
3. (J; | X,(t) |"at)
n 1/, 1+q
2m a 1 p
Soit N le plus petit entier tel que NZ(——e )p et (1+ -l\-l’ <1l+4¢
SoitLys.ee, l__p une énumération des intervalles :
1 1 I L
L,=[0,n[,L2=[N, ___IQ__'_"[’ ’
N-1+—Rl—
1 1 .
[ - ) — [,r=1,..., N-letk=l,...,N,..., {1},...,
N AN
. . ] _
]rv+kN1 K :i, Tort=t1,...,N-1 etkr=1,“,,N,,,,,Lp_1=]N_1+‘§’r_\ji,N]

et Lp= ]N, ‘D]o
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. . a . .
On convient de noter % =1 et 0 °° si a 7‘ 0. Pour chaque m-uple

dlentiers {i‘ yeeos im} appartenant a {1,...,P} on note :

en, 1 P 2n, m P
A, i ={n;(a—’—— ) €L, et...et(;—’-— ) €L, }o.
17°°°7"'m n, m+1 1 n, m+1 m

Fixons {31, ooy im} un m-uple dlentiers appartenant a {1,...,P} .

Pour ¢ =1,,..,m+1 notons X, . . 1'élément de E définit par la
e)'])---" P,q
m
relation :
X, (t)site U 1
[ néAi i n
LI B R )
pour tout t € [0,=[, Xe i (t) = ! m
’

l’.co’ m
0 sinon .

Nous allons définir P, . et pour cela nous examinons plusieurs cas :
) l’ eo ey 'm

ler cas: A, . =@, on pose alors P, . =0

IR '1)0..,'m "’ooo,'m

2° cas : I'un des entiers i], ooy im est égal a 1 ; supposons pour

fixer les idées que

‘ a1 P 1
(1) néAi ; =>('5——’—) <= .
17°°°?"'m n, m+1 N

Appliquons Ithypothése de récurrence a

xz,il,...,im”"’xmﬂ,i‘,...,im et e/
notons Pi ; une proJection vérifiant (R) et remarquons
I’o-o, m
que (1) entralhe :
1
X, < = X . .
“ "llyooo’lml 1/p” m+]’|1,...,|m“ .

N
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3°cas : I'un des entiers reees im est égal & P; supposons pour fixer

les idées que

2, 1 P
(2) nEAi i =>(‘5—‘——-) >N,
17°°""'m n, m+1

Appliquons I'hypothése de récurrence a

X, . ey eeey X . et ¢/ : notons
l,ll,...,lm’ ! m,n,,...,lm /. !
F’i ; une projection vérifiant (R) et remarquons que (2)
l,ooo’m
entrahe
1
X . . < — || X, . .
I m+l,|l,...,|m” Nl/p” ],li,...,lmll

a p
4° cas:pour e =1,,,,,m, 1 <( —r—"—e—-) < N, On ne perd pas de la

N n, m+1 .

généralité en supposant qu'il existe deux entiers 1<i<)<m tels que

a_ - P a_ . p

e Cumment ITTP ULy PRI
n, m+1 n, m+1
a .., P a p

l<(—r'l’.:—t'—-)’ooo, (;rl'-l——) SN 9
n, m+1 n, m+1
a a

et 1= Lo __nm .

an,m+l an,m-i-l

On peut alors trouver des entiers Pyses Ty €{1,...,N=1} et des

€{1,...,N} tels que:

entiers k1, cee ,kJ
k,-1

e %n, m+1 P Ko
(3) pour tout &, 1Se<i = r, + < { ) <ry +— .
N a N
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a p Kk '
(4) pour tout ¢!, i+l <8'<J= r, .+ LSS i« N L R Y .
e N a gt N
' n, m+1
J | D
Notons D = 821 ('"2 N+ ke-” ; pour 1< 2<i notons D2= W]

'
et pour i+1 £ 2'< j notons De = D(r‘e,N+ke'—l). Avec ces notations (3) et

(4) entraent alors

,p' )p )p
(a (a (a
(5) pour tout ¢, 1<e<i= 2’2 < —n,mtl S(I+—‘N) __nzz.g___
N D ND N D
e )
(a P (a )P (a P
6 . . n,m+1 n, ¢ 1 n, m+1
(6) pour tout 21, i +1<eI<] = D < e <1+ N) —ND

Fixons e € {1,...,i} (resp, ¢'e{i+1,..,]}), on peut trouver pour
2 gt . r r!
r=1,2,...,N D, ,(resp. r! =1,2,...,D" ) des éléments X, (reSp.Xe')

appartenant a E

b,q° dont les supports sont deux & deux disjoints, tels que :
?
(7,) pour toutr =1,2, .., ,NZDg et pour tout n € A, .
], ) m
p
p (a. ,)
I xzr|| = —'Di"e‘ )
n N D8
!
(7g,) pour tout r'=1,2,..., D% 'et pour tout ne Ai‘ e i
e o o m
p
I X! ”p._. .(.a_'l:_e_'_). .
1 !
AN ot
N2D
¢ -
(8,) z Xy =X, .
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’ ]
o* x™ = %
(82') z gr e

r'=1

®

':'19---s'm

De mé&me pour ¢! ¢ {y+1,...,m+1} on peut trouver pour r'"=1,2,,..,ND des

1]
éléments XE" € Ep q dont les supports sont deux a deux disJoints tels que :
)
(7 ) pour tout r' =1,2,..,,ND et pour tout n €A, Do
l’ oo e m
' p
et - Sy
e |1 ND
n
ND ]
(s, ) r XD ,=X, .
en il en 8""1"”"m
Noths pour ¢
1 q '/q
(9'8) e=1,2,co-,' a8= -—__37; (nZEDA (an,e) ) .
(NzDe) Mreeesly
1 q ‘/q
(92') er=i+1,...,] Ogy = _17— () (ane,) ) .
e p neEA. . ?
(D ) l" e e o) 'm
1 ‘ q l/q
(9,,) ei=p+1,,..,m+1 Qp = ‘——7— (Z (a ) .
e e 1 P nEA o on,mt)
(ND) | ERRRER
Nous remarquons que (5) et (6) imptliquent : ‘]

_ : 1,P
(10)  pour® =1,2,,..,i ap <a g SU+5) o, .
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1
1 P
<a8|S(I+N) a

i 1 =i
et (i1) pour £ P+, .000,] ® et 1

Pour 1I<i<m+l ett€ [O,w[ on note ei(t) le signe de Xi(t). Donnons-nous

feE
p,9a .
Pcsuri’,=i,z,...,ietr‘:I,2,...,N2D8 on pose
P-q
. 1 (N?D,) P L p-1
$ )= ——F— I [ oIX )] e utt)at,
@,) NEA; - sl (a P-4
[ 17°°'m n’g) n
1
pouxf‘2'=i+1,...,_]etr*‘=1,2,.‘..,08 on pose
)p 1
1 g1 ' p-
&"'(f) = ———— 3 L Xm0 o
q p-q e
e )T neAy S CU |
17°°° " 'm n, et n
et pour et =J+1,, ., , m+tli et rt=1,2,,,,,ND on pose
p=q
1 L ) P 1
n_o . _
&)= ——— 5 (ND [xEy P! e,  witt)at.
pn ( )q ne A (a )p—q () g n
Cgn Teyecesl n, m+1 l
1 m n

1l est immédiat de vérifier par une double application de I'inégalité de H&lder

que les séries qui figurent au second membre sont absolument convergentes,

Notons alors

2
i NP o’ ., mil ND

P. M=z 5 d@Wxi+z T &@x+z oz &wx .
ecerim T esr pe l=i+1 ri=1 o1 21 el=j4lpn=1 gn  gn
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e r r! ri .
La disJonction des supports des fonctions Xe Xe' , ><8 oy 1S e<iet.

1]
1=r<N%D, , i+1ser et 1Sr1=D?’, [41<eNSml et 1SPUSND montre que

pour 1<k<. m+l

P i e =X P

l,'-o,m ’]""’m

Evaluons ||P, . (f)ll . Nous avons :
l‘,...,|m
2
. N°D p gt P
a : ¢ r %n 8) D 2 E')
[ ; @I =% [z = |<I>€(f)| ———=—-2 +z oz lTwl —*———-
17°°°7'm nEAi ; e=1 r=1 N DZ =i+l pt=1 2! D
1’°°"'m

m+l  ND (a P 9
vz oz 1w —nemil)
gll=J+‘ r-ll:_—] gll

(5) et (6) impliquent alors :

< . N°D
) P Ol e aedy. —1_ g ( ) 3 e| ® |
(12 ] = (+y a8, me1) L2 I [®, (f
1 ''m , (ND)% neAi"”,im ’ e=1 r=1
g1 q
} D p m+l ND o p
+T T \@e,(f)\ +3 Z (& ]
2141 rt=1 el=J+1 pri=1
Notons
NZD o1 o
i e . p D p m+i ND /p
=[Z T |g@W| + T g ()] +3 \cbe.,(f)\ ]
e=1 r=1 er1=i+1 ri=1 eN=)+1 r" 1
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et appliquons I'inégalité de Minkowski nous obtenons :

p-q
0 [i N"D, (NZDZ) X Hp-l o) ‘p
<z z Z X, (t e, (t)f(t) dt
néE A, . =1 r=1 @) Pq ( pz-—q |i[ ¢ ¢
I],.o,|m G,e an,e) n
J Dﬁl (Dz ')p“q . p_' p
+3 z s— | [ IXg, W] ey ftt)at |
er=i+1 ri=1 jole] P -9
() (an,e,) n
m+1 ND P-q p-1 p 1/p
+Z z (ND) | [ X;:(t)l epu(t) flt)at] ]
2"=J+] rii=1 pq p-9q
(0‘2") (an,m+l) Ir\

Appliquons maintenant Itinégalité de Hdlder & chacune des intégrales figurant au

second membre, dlapreés 78) , 7?," et 78") nous obtenons :

i (a_ ) a-1, p
0< T [ ')pq (0t ) |f(t)| at
neEA. e=1 (u N“D , _
Il,...,lm 2 2 lnmS(XE’
-1
] (a P A p
+3 ! o n’f,' ) [ | flt)| at
er=i+1 (o, ,)° D L (S
n gt
-1 1
m+1 (a )p < o)
+2 e G lf)] o]’ .
eM=+1  (@,,)
2 lnﬂS(Xe")
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En utilisant (5), (6), (10) et (11) nous obtenons

: q
(1+ -It\]) h a4 q-1 p 1/
ox —No T (mh) |#)| at)
@) Tyseeesi (ND) P m+1
lnﬂ U S(Xk)
k=1
dlol en appliquant I'inégalité de Holder :
W
q 1
@ —— (I « f |f(t)| at) )
@ nEALLLLi m+1
InﬂU S(Xk)

k=1

Reportons cette derniére inégalité dans (12) nous obtenons alors :

2
atq_ q
q - o /P
e, P Wil = 0+g) z (f |f(t)| at)
17°°° ' 'm neAi ; m+1
) e e ey
1 m lnokgi S(XK’

Ltapplication linéaireQ : E -»E définie pour tout f € E ar
ppiica a p,a - p,q P €Ep,qP

Q(f) = z P

- ()
(i',...,im)e {‘,‘°°)p}

i e o o i
1’ ’'m

est une projection; nous allons établir qu'elle satisfait (R), Les propriétés

(R-1) et (R-4) sont visiblement satisfaites, Notons :

A] ={(i],.,,,im)6{1,,,.,P}m tel queAi

=¢ }’

"o.o’|m

/\2={(i,,...,im)E{h...,P}m tel que 1 G{i,,...,im}},
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Ay ={li,een,i Je{1,...,P}" tel aue P € {i,,...,i 1},

m
et /\4"‘{‘,...’P} _(A]UAZUAa)o

Donnons nous f € Ep q’ nous avons alors :
?

q q q q
et = z e, ] z U+e) If 4 H
1}0..’ m ‘ U S(
(s ensl - JEAJUASUA, (iyyeens T JEALUASUA,, M iyyennni, )
dl'apreés la construction de P, . donc
li 900 e 'm

Q= +elllf I

| Usix, )
k=1 <
ce qui établit (R-2), Pour établir (R-3) fixons k€ {1,...,m+1}; nous avons alors :

q
z ”pi,,..., im(xk)-xk’ e imll .

(i‘ gecey in])e /\ZU/\3UA4

q
Q- I

Remarquons tout d'abord que, par construction, pour (il s o ooy im) € /\4

P ; . . .
i (xk’ Xk,n',...,sm

' 1 o0 ey m
Deux cas sont a envisager :

ler cas : k € {1,,..,m}. Par construction nous avons pour (il’ ooy im)E/\3

P i 085 yeenyi 1S ﬁllxk,,',m,,mll ;
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Nous avons aussi :

q
z 1P iy O 1= 2 P e 9,

1,...,'
(ppeeer i JEA, (i,,...,im)e/\
i =1
: q
t I 1B st 0902 e 1,
(|1,...,lm)€/\2

ik;él

' I X
< z X . .
Nq/p . . m+1, bpeees i
('l,ooo’.m,e Az
ik=l
q
14 q
+(3) z ka el
(il’.oo’ im)eA
ikf 1
donc IIQ(XK) Xkll £ 4 -—-— < ¢ d'apreés le choix de N .

N

2° cas: k = m+1 ., Par construction nous avons pour (i' yeeesi JEA
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Nous avons aussi :

. q m
) 1= L (X )-X . .l 0z e X)X .
FPRPPE P e G .0 A MPPOON [ i TR R L PR |
(ippeeeri JEAS (g eeesi JEAS
i =P
m i q
<X I — X . .
k=1 N Yp x""r'""
(.i‘,...,in,)e/\3
i\ =P
< "’q .
N/p

Va

m
1
N /P

donc J!Q(Xm )—Xm_HlI < §-+ < ¢ d'aprés le choix de N,

+1

ce qui achéve la démonstration par récurrence,

Le théoréme se déduit alors de la propriété établie par récurrence,
de la proposition 3 de [2] et des méthodes de perturbation (cf. lemme 2-4 de [1]) .

Puisque (BpEB ?,péB e )q est I'image d'une projection de norme 1 de

L oL & ... R
oL, )q ona

Corollaire : Pour tout réel € > 0, pour tout 1 < p <x et pour tout 1 £q< >,

I'espace (2 p@ 2p®. .o )q a la (1+¢)-propriété dlapproximation uniforme,



[1]

(2]
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