F. LUST-PIQUARD

Propriétés géométriques des sous-espaces invariants par
translation de L' (G) et C(G)

Séminaire d’analyse fonctionnelle (Polytechnique) (1977-1978), exp. n° 26, p. 1-9
<http://www.numdam.org/item?id=SAF_1977-1978 A20_0>

© Séminaire Maurey-Schwartz
(Ecole Polytechnique), 1977-1978, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire d’analyse fonctionnelle implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SAF_1977-1978____A20_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ECOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES

PLATEAU DE PALAISEAU -

91128 PALAISEAU CEBDEX

Téléphone : 941.82.00 - Poste Ne

Télex : ECOLEX 691596 F

SEMINATIRE S UR L A GEOMETRTIE
DES ESPACES D E BANACH

1977-1978

PROPRIETES GEOMETRIQUES DES SOUS-ESPACES INVARIANTS

R - e

F. LUST-PIQUARD

(Université d'Orsay)

Exposé No XXVI

2 Juin 1978






XXVI.1

Soit G un groupe abélien compact, muni de sa mesure de Haar 1.
On note L1(G) 1'espace L1(G,T|), L”(G) son dual, C(G) 1'espace des fonc-
tions continues sur G, M(G) son dual.
Si A est un ensemble dans le groupe dual G, si B est un sous-espace de

M(G), on note
%“G)={bEBl &y)=ovyeG\A} .

Rappelons que tout sous-espace fermé invariant par translation de Ll(G)

ou C(G) est de cette forme.

§ 1. LA PROPRIETE DE RADON-NIKODYM DANS LES SOUS-ESPACES INVARIANTS DE L1(G)

Définition 1.1 [6] : Un espace de Banach B possede la propriété de Radon-

Nykodym si tout opérateur linéaire continu
1

(ou p est une mesure de probabilité) est représenté par une fonction for-

tement p-mesurable et bornée, a valeurs dans B.

< A
|Théoreme 1.1 : Soit A un ensemble dans un groupe discret G. L'espace

LX(G) possede la propriété de Radon-Nikodym si et seulement si Li(G): MA(G)-

Démonstration : Vérifions d'abord que la condition est suffisante.

L'espace LX(G) possede la propriété de Radon-Nikodym des que ses sous-
espaces séparables la possedent. Un tel sous-espace est inclus dans un
(G) ou A' est un sous-ensemble dénombrable de A. Si L (G)-—M (q),
tout espace LAKG) est un dual séparable, donc a la proprlete de Radon-
Nikodym.
Rec1proquement, considérons un élément p¢€ M (G) comme un convo-

luteur de L (G) dans L (G)
¥ reLl(Q), ¥ gec(a), <u¥r,0> = [ flg) <urs 6> dg -
Si LX(G) a la propriété de Radon-Nikodym, la fonction

* 8
g 1} g
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est presque partout a valeurs dans LX(G), donc U est dans LX(G)-

Définition 1.2 : Soit A un ensemble dans un groupe G discret. C'est un

ensemble de Riesz si LX(G)::MA(G).

Théoreme 1.2 : Le produit de deux ensembles de Riesz est un ensemble

de Riesz. Plus précisément, si Li (Gi)= MA (Gi) (i=1,2), alors
i i
1

L
A1><A2

(G1><G2) MA1xA2(G1><G2).

Démonstration : On va vérifier les relations suivantes :

M <A (G1><G2) c M & (G1><G2) N Ma (G ><G2)

Ayxhy Ay xGy Gyxhy 1
N\ A
(1) = M, (G1)®M(G2) N M(G1)®MA (Gz)
1 2
1 ~ Al
= LA (G1)®M(G2) n M(G1)®LA (G2)
1 2
(2) cLle, xa) .
1% Y9

A A
Pour tout A dans G 1'espace MA(G1)@>M(G2) est fermé dans M, A (G1><G2),

1’ AxG2
sa boule unité est dense dans la boule unité de M, A (G, xG,) pour la
AxG2 1 2
topologie de la convergence simple sur les caracteres de G1><G2. Si A1

est un ensemble de Riesz, MA (Gl)QWHGz) est le dual de

A
(C(Gi)/C C(G1))@(KG2), sa boule unité est fermée pour la topologie de

Ay

la convergence simple sur les caracteres de G1><G2. Ceci entraine

1'égalité (1). Pour obtenir 1'égalité (2), il suffit de vérifier que

P 1 A A1
d'un élément 1 dans LA (G1)®M(G2) N M(G1)®LA (Gz)

1'orbite par G1><G
1 2

2

est compacte pour la norme de M(G ><G2).

1

§ 2. LA PROPRIETE DE RADON-NIKODYM DANS LES SOUS-ESPACES INVARIANTS DE C(G)

. A
|[Théoreme 2.1 : Soit A un ensemble dans un groupe discret G. L'espace

CA(G) possede la propriété de Radon-Nikodym si et seulement si

CA(G) =LA(G).

La démonstration est analogue a celle du théoreme 1.1, en consi-

dérant tout élément f dans L:(G) comme convoluteur de L](G) dans CA(G).
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A
Définition 2.1 : Un ensemble A dans un groupe discret G est un ensemble

de Rosenthal si CA(G)z L:(G).

On peut construire des exemples d'ensembles de Rosenthal a 1'aide

du théoreme suivant

< A
|Théoreme 2.2 : Soit A un ensemble dans un groupe discret G. Supposons

A
qu'il existe un homomorphisme h, injectif, d'image dense, de 6 dans un
A P
groupe compact H, envoyant A dans un compact dénombrable E de H. Alors

A est un ensemble de Rosenthal.

A
Démonstration : Notons I(E) = {fé‘ﬂ1(H)| f(E) =0}.

L'espace I(E)Al:lw(ﬂ) est un dual séparable, d'apres un théoreme de
Loomis [3] ;3 il a donc la propriété de Radon-Nikodym. Soit h 1'homorphis-
me (injectif, d'image dense) transposé de h, envoyant H dans G. L'espace
CA(Gl est fermé dans £ (h(H)), et s'identifie a un sous-espace fermé de
I(E) . Le théoreme 2.1 s'applique donc.

Les hypotheses du théoreme 2.2 sont vérifiées, par exemple, dans

le cas suivant : soit o un irrationnel dans [0,1], soit h 1'homorphis-
me
Z — T
2iTna
n e .
-« 2innka
Soit A= {nk}k_lcz une suite telle que e — 1.

Pour terminer ce paragraphe, citons deux problemes ouverts :

(:) Le produit de deux ensembles de Rosenthal est-il un ensemble de

Rosenthal ?
@©

(Notons que LA

2(G1><G2) est le dual de (Ll(Gi)/Llc(G1))@(Ll(G2)/L1C(G2))-
Ay Ay

(:) Si G est un groupe abélien compact métrisable, si Ll(G)/L1c(G) ne

X0

contient pas de sous-espace fermé isomorphe a £1, 1'espace CA(G) a-t-il
la propriété de Radon-Nikodim ?
(Un probleme analogue se pose pour LR(G). Dans ce cas, la réponse est

positive.)
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$ 3. LA PROPRIETE "CA(G) NE CONTIENT PAS DE SOUS-ESPACE FERME ISOMOR-
PHE A ¢ "
—_— 0

(On dira, pour abréger, "CA(G) ne contient pas co"-

11 s'agit la d'une propriété plus faible que la propriété de Radon-Nikodym

N A
|Théroeme 3.1 : Soit A un ensemble dans un groupe discret G. Si CA( G)

|ne contient pas c, alors A est un ensemble de Riesz.

4 . , ~ +
La reéciprogque de ce théoreme est fausse. Par exemple Z est

un ensemble de Riesz dans Z , mais C +(’]El‘):A(D) contient c .
Z

Démonstration : Considérons 1'élément 1€ M(G) comme convoluteur de C(G)

dans C (G). Si C (G) ne contient pas c,» ¥ est un convoluteur fa1b1ement
compact [5]. C'est aussi un convoluteur faiblement compact de L (G)

dans L (G). D'apres [6], il est représenté par une fonction fortement
mesurable sur G, presque partout a valeurs dans Ll(G). Comme dans la

démonstration du théoreme 1.1, on voit que 1 est dans L ).

Nous allons maintenant indiquer une fag¢on de construire des
sous-espaces fermés isomorphes a o dans les sous-espaces fermés de
c(G).

Soit K un espace topologique localement compact métrisable.
Notons CO(K) 1'espace des fonctions continues sur K, tendant vers zéro
a 1'infini, Co(Kd) 1'espace, fermé pour la norme uniforme,engendré par
les fonctions a support fini sur K. Tout élément de Co(Kd) définit un

élément du bidual CO(K)", orthogonal aux mesures diffuses sur K.

Définition 3.1 [1] : Une suite (un) dans un espace de Banach B définit
une série faiblement inconditionnellement convergente (ce qu'on notera
f.i.c.) s'il existe une constante K telle que

n=N
¥ b'€B', ¥ N s I<u_,b'>| < K |pr]] -

n:1 n
Rappelons [1] que si B contient une série f.i.c. non inconditionnelle-

ment convergente, alors B contient c, "

Lemme 3.1 : Tout élément de CO(Kd)est la somme, pour G(CO(K)”,M(K)),

d'une série f.i.c. d'éléments de Co(K)'
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Démonstration : Si f est la fonction caractéristique d'un point k¢ K,

il existe une suite (fn) de fonctions de norme 1 dans CO(K), décrois-
sante, et convergeant ponctuellement vers f. Alors

(i) £+ (f2—f1)+ cee (fN—f ) o(cO(K)",M(K))

£

N-1

(i1) ¥ peMK) ¥ N I<e >+ <t - g0+ oon v U<t -1 >l < 3] -

1,
Si f est une fonction a support fini, il existe de méme une série f.i.c.
(u_ ) convergeant vers f pour o(C (K)",M(K)), avec
n o
n=N

¥ p€MK) ¥ N £ I<u yu>lo<o3 ol 121l -
n=1

Enfin, si f est dans Co(Kd), f est la somrie d'une série ka , normalement
convergente dans Co(Kd), chaque fk ayant un support fini, et les supports
des fk étant deux a deux disjoints. D'apres ce qui précede, f est la

somme d'une série f.i.c. d'éléments de CO(K)

n=N (k)
¥k &N Y u - f , o(C _(K)'", M(K))
n k o
n:l
n=N k= (k)
¥ N z ( Z un ) - f 9,9 O(CO(K)"’M(K))
n=1 k=1
n=N k= (k) k== n=N (k) k=
YpeMK) ¥ Nz <z w el < oz oz I<e P>l <3l ozl -
n=1 k=1 k=1 n=1 k=1
[Proposition 3.1 : Soit B un sous-espace fermé de CO(K)- Supposons que

T .
B <:C0(K)" contienne un élément de Co(Kd) n'appartenant pas a CO(K).

Alors B contient co.

Démonstration : D'apres le lemme 3.1, cet élément est la somme, pour

G(CO(K)”, M(K)), d'une série f.i.c. a termes dans CO(K). D'apres un
lemme de [4] et un lemme de [7], il est aussi la somme d'une série
f.i.c. a termes dans B. De plus, cette série n'est pas inconditionnelle-

\
ment convergente.

Nous allons maintenant démontrer le

[Théoreme 3.1 : Si A est un ensemble de Z , si CA(ﬂﬂ ne contient pas

€. la densité supérieure uniforme de répartition AT(A) est nulle.

Rappelons que A+(A) = lim sup Card{Ar]g;?;-k,n4akJ} .

n k
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Définition 3.2 : Soit G un groupe localement compact abélien. Une moyennem

sur L7 (G) est une forme linéaire sur Lm(G), invariante par translation,

telle que
<m,1> = “mH =1 .

(L'ensemble des moyennes sur L7(G) est compact pour la topologie
1
o(L7(G),L (G)).)

Lemme 3.2 : Soit A un ensemble de Z . Alors

AT (A) = sup <1, ,m>

A

lorsque m parcourt 1'ensemble des moyennes sur ﬂw(Zﬂ.

(1A désigne la fonction caractéristique de A.)

k:+n
Démonstration : Posons v =-—l—— L 6 . C'est un élément de 21(Zﬂs
n 2n+1 Ke—n k

positif, de norme 1. Par définition,

+ —_—
AT(A) = 1im H1A*vnHoo ,
et il existe une suite croissante d'entiers (nj) telle que

+ - 1i #* 4 = 1i * > .
A (A) = lim 1, vn.(kj) = lim <1,,v %6
J J J J J

Toute valeur d'adhérence de la suite (vn **6k ) (suivant un filtre plus
. . J J
fin que ‘le filtre des sections de IN) , pour 6(21(2)",1400(2)) est une

moyenne, car .

v xcz an*éx—vnllzi(z)—ﬁo

¥ x€Z lv. #8 %5 -v *#5 | —>0 .
n‘_j kj X nj kj 21(2)

On en déduit

’ | AT (A) < sup <tym>
m

Inversement, pour toute moyenne m sur £ (Z) ,
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¥ n <t,m> = <1 Fvom> < H1Aesvnﬂm

A

sup <1

u om> < Lim (1, % [ < a"(h) . w

A
Avant de démontrer le théoreme 3.1, rappelons les résultats

suivants

- Sur les fonctions de C(Z) (ou Z désigne le dual dugroupe T muni
de la topologie discrete), toutes les moyennes m sur £°(Z) co¥ncident
avec la mesure de Haar 17 de Z : en effet, toute f€ C(Z) a une orbite
par Z relativement compacte pour la norme, il en est de meme pour son
enveloppe convexe ; la fermeture de cette enveloppe convexe contient la

constante <f,T> ; alors
<m, > = <m,<f,TP>> = <f,7> .

- Lemme 3.3 : Soit 1 une mesure diffuse. sur M. Alors, pour toute

. A
moyenne m sur £ (Z) , on a <m,|u|2>:(L

A
Démonstration : |u|2 est la transformée de Fourier de la mesure dif-

v
fuse d::u’*ﬁ (pour tout borélien E dans M, u(E)=1n(-E). D'apres

[2], toutes les moyennes coincident sur les transformées de Fourier

des mesures. Il reste a voir que, pour une moyenne m,
A
<m,0> = 0 .

Soit (v ) une base de voisinages de {1} dans T, soit (vn) une suite

n
d'elements positifs de norme 1 dans 21 (Z) , chaque v, ayant son support
dans v_ . Toute valeur d'adhérence de (vn) pour oc(£1(Z)",4%(ZZ)) est
une moyenne, et

<v B> =<0 o> — 0 .
n n

Démonstration du théoreme 3.1 : Nous allons montrer que, si A+(A)

L L
est positif, 1'espace C, () contient un élément non nul de cotmd).

Le lemme 3.1 entrainera alors le théoreme.

Soit m une moyenne sur £ (Z) telle que <1A,m> soit non nul, et soit

(v ) une fam111e d'elements de 4 (Z) positifs, de norme 1, convergeant
vers m pour O(ﬂ (Z) l (2Z)). La famille 1/\va est dans CAFE) et con-

A
verge sur tout élément de M(T) . En effet, en tout point t¢ T,
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A . .
-int -int
1, \)a(t) = <e 1A’voc> —><e 1A,m>
et pour toute mesure diffuse p€ M(T) ,
. N . N N A
lim |<1A va,u>| = lim |<1A va,u>| < lim <va,|u|> = <m,|u|>
o8 a a

~2
<m1h"|>:0 L]

IN

d'apres le lemme 3.2.

11 reste a vérifier que la fonction ®(t) définie par

t Amgeint 1,,m>

est dans CO(’ﬂ‘d) «. Or c'est la transformée de Fourier d'une forme

linéaire sur C(Z) définie par
£ AS<E 1,,m> .
Si f est dans C(Z) ,
<t 1,,m>] < <lfl,m> = <l£],n> = ||£|| < |l
A LY(Z) L2(Z)

la fonction ¥ est dans ﬂz(’ll‘d) , ce qui acheve la démonstration.

*
*
3
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