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I-1T.1

Soit L un espace de Banach reéticulé sur R. Si x1,...,xk6 L

2 2.1/2
on définit (xl-r...4—xk) = sup{a1x1-+...4-akxk; al,---,aké R,
2 2 .. . .
T 1} (cette borne supérieure existe dans L ; voir [3] ou [4],

ou on donne une technique générale pour définir des fonctions sur les
espaces de Banach réticulés). Bien entendu, pour tous les espaces de
Banach réticulés usuels, qui sont des espaces de fonctions (espaces Lp,

espaces d'Orlicz, ...) on retrouve la définition évidente de
(xf+—...+—xi)l/2.
On peut donc définir le "complexifié" LC de 1l'espace de Banach

réticulé L et qui est un espace de Banach sur T : c'est LxL, ou on pose

2+y2)1/2- (a,bE R,

(a+ib)(x,y) = (ax - by, bx + ay) et |[(x,y)] =] (x ”L

x,y€ L).
Soient U: L-M un opérateur borné entre espaces de Banach

réticulés, et UG: Lm—~M¢ le "complexifié'" de U, défini de fagon évidente.

On se pose le probleme de majorer HU

le plus petit réel C>0 tel que HU

GH connaissant HU”, donc de trouver

cH:sCHUH quels que soient 1'opérateur U
et les espaces L, M. On le note K.(2) : c'est donc le plus petit réel
C>0 tel que W(Ux)24-(Uy)2)1/2H:sCHUH H(xz-ryz)l/zu pour x,y€ L, quels
que soient U, L, M.

Plus généralement, on désigne par KG(k) (constante de Grothen-

dieck d'ordre k) le plus petit réel C>0 tel que 1l'on ait
(1) [CUx )24 oee s (0x)H Y2 < cfu] (=34 ...+ xD V3
1 vee K < PEREE K

pour xl,...,xke L, quels que soient les espaces de Banach réticulés L, M
et 1'opérateur U: L- M.

On montre sans difficulté (voir [3] ou [4]) que, dans cette
définition, on peut se borner au cas ou L est un espace Lm, et M un
espace L1 ; on peut meme les supposer de dimension finie. En particulier,
KG(2) est le plus petit réel C>0 tel que HUGHfEC”UH quel que soit 1'opé-
rateur U: Z:-qlz (et quel que soit n€ N).

I1 est évident que KG(k) est une suite croissante, KG(k)s K.
Grothendieck [1] a montré qu'elle est majorée par Eﬂr%::2,301 ... Sa
limite est notée KG (constante de Grothendieck). Ce résultat permet donc
d'écrire 1'inégalité (1) uniformément en k. On peut alors en déduire des

théoremes de factorisation d'opérateurs (voir [5), [3]) dont le plus
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classique est le théoreme suivant de Grothendieck [1] : tout opérateur
, 1 . .

borné U : L”~L se factorise par un espace de Hilbert ; on a donc

U=WoV, avec V: Lm—+H, W: H—+L1, H étant un espace de Hilbert, et de

plus HVH ﬁw”:;K ]UH 5 KG est la meilleure constante possible dans cette

G
inégalite.

On définit aussi (mais nous ne nous en occuperons pas ici)
les constantes de Grothendieck complexes : Kg(k) est le plus petit

réel C>0 tel que 1'on ait

2 2,1/2
[Clug 1%+ oo lug %) / o< cliufl e, 12 e s Ifk|2)1/2”oo

o o 1 w 1,
quel que soit 1'opérateur U: Lm(X)—*Lc(Q,u) (L@ et L étant des espaces

()
de fonctions complexes) et f1,...,ka L (X).

Kg est défini comme sup Kg(k). On voit aisément, d'apres la définition,
k

que Kg(k)s;KG(k) pour tout k>2 : il suffit en effet de considérer

@ 1

Lw(C) et Lg

sant (f+ig)U (f'+ig')=fUFf' +i(gUg') ; puis d'appliquer 1'inégalité

. En fait,

(Q,2,1) comme espaces de Banach réticulés sur R, en définis-

(1) a ces deux espaces et a 1'opérateur U. On a donc Kgs:KG

on a KE<ZK car K, >7n/2 (Grothendieck [1]) et K. < el-Y<in/2 (Pisier [6];

G G G
y est la constante d'Euler).

C
G
Notons que 1'on a KG(2):2J2 : il suffit, pour le voir, d'appli-

quer 1'inégalité (1) avec k=2, a 1'opérateur U: 2= 4l défini par

2 2’
1 1 ®
- = . - — - Aai : 2
Ue, = 2(e1+ e2) 3 Ue,= 2(e1 e2) (el, e, désigne la base canonique de £,
et aussi celle de ﬂ;). U est une isométrie, donc |[U]|=1 ; dans (1) on

- - ' o1 4
1= €90 x2..e2 d'ou le resultat.

Notons enfin que Rietz [7] a amélioré la majoration de Gro-

< 2,261.

prend x

thendieck en montrant que KG

On se propose ici de donner de nouvelles méthodes pour majorer
les KG(k) 3 les principaux résultats en sont les suivants

L L - 1,782 ...

— ; <
2 G 2Log(1+/§)

KG(2) -2 3 KG(4) <

(c'est,tres vraisemblablement, la valeur exacte de KG). Pour les autres
valeurs de k, on n'a que des résultats numériques, comme, par exemple,
KG(3)<1,517.

Nous allons d'abord donner une autre interprétation des cons-

tantes KG(k) en termes de normes dans des produits tensoriels.
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Soient X, Y deux espaces compacts ; C(X)®C(Y) s'identifie

(comme R-algebre) au sous-espace de C(XxY) formé des combinaisons

linéaires des f(x)g(y) (f€C(X), g€ C(Y) ; cette fonction est notée
. . @ ; -, . . ’ Wb

fog). Si FEC(X)®C(Y), on définit sa norme (notée "FH@(X)®@(Y) ou

I¥]l,)

n
IFlg = int 2 le,) e,
i=1
n
pour toutes les représentations de F(x,y) sous la forme 3 fi(x) gi(y)-
i=1
Le complété de C(X)®C(Y) pour cette norme est noté C(X)BC(Y) (et appelé

produit tensoriel projectif de C(X), C(Y)). Son dual s'identifie (en
tant qu'espace de Banach) a 1l'espace des opérateurs bornés de C(X) dans
C(Y)*, un tel opérateur U définissant la forme linéaire T
<TU,f®g>=<Uf,g>, pour f€C(X), geC(Y).

Soient f: X- R et AcX. Notons fA la restriction de f a A.

U telle que

On montre alors la

A .
Proposition 1 : Soit FEC(X)®C(Y), X, Y étant deux espaces compacts.

Alors HFHC"/(X)@G(Y) = sup {HFAXBH@(A)®G(B) 5 A, B ensembles finis contenus

respectivement dans X, Y}.

+...+x2=1) H

2
1 k

Soit S, 1la sphere unité de R® (définie par x
pr. est la fonction definie sur Sk par pri(x1,...,xk) =X, - On a

2 2
(pr1) +---+(prk) =1 sur §_.

Va)
Proposition 2 : KG(k) est la norme dans G(Sk)®C’/(Sk) de la fonction

<x,y> définie sur Skak .

Soit C = l|pr1®pr1+ oo prk® pr la norme de <x,y> dans

kg

@(Sk)é\)@(sk) (évidemment C< k) ; soient A, B finis ¢ S, tels que

k
1Ipr1®pr1+ e prk® prk“@(A)@G(B) >C - ¢ (proposition 1) ; soit
*

U:C(A) -C(B) un opérateur linéaire, HUH =1 tel que

>4 ... = | -
<Upr1,pr1 + +<Uprk,prk> ,Ipr1® pr, + + prk® prk“@(A)@G(B) > C-¢
(i1l en existe, car d'apres la remarque ci-dessus sur le dual d'un pro-
duit tensoriel, cela revient a chercher TE€ [(E(A)g@(B)]W telle que
T| =1 et T = , .
I| 7| e (pr1®pr1+ +pr, ® prk) l|pr1®pl“1+ + Pl‘k® PrkH@(A)@@(B))
Comme C(B) = L1(B,u) (n étant formée d'une masse unité en chaque point

de B) on a
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k
C-€ < ,f’ (\Upri,pri> =
i=1
k

—‘I = (Upri)(g)pri(g)u(dﬁ)
B 1:=1
. 2,1/2 . kK o

< | (ZlUpri(g)l ) p(dg) (puisque I pr‘izl)
B i=1

i

2,1/2
lupr, 1)/ 3|

n™M»
-

I

k
K (k) ol ¢ = (pr.)2)1/2H (par définition de K.(k))
i=1 ! ® G

A

k 2
K;(k) car Ul = 1 et i{,‘ pry=1.

IA

Comme € est arbitraire on a donc CgKG(k).

Inversement,soit U: Lm(X)—»L1(B,p), jull = 1, et f0eef € L7(X).

VR scll(e2a e £V

On peut supposer que X, B sont finis (voir définition de KG(k)) et que

On cherche a montrer que H((Uf1)2+...+ (Ufk)z)

(f2+ cee + f2)1/2| <1. Soit X' (resp. B') la réunion des supports de
1 k ]
(e [ee)
 SPRERS (resp. Ufl,...,Ufk). On définit J : L (X')-L (X) en posant

i 1/2 3 J2: Ll(B,u)qu(B',u) en posant J2(<P)=KP.1
On définit Vi L™(X') -LY(B',p) par V=14
2 2,1/2
(Pizfi/(f1+...+fk) .
Il est clair que “J1H' ”J2H <1, donc HV” < HUH =1 et Wi =Ufi 3 de plus
2

<P1+...+<Pk=1; on a donc

1’
J(QP)-LP(f2+...+f .
1 - 1 B'

2"U=’J1 3 on pose

2y1/2

2 2.1/2
I 2 e oo s (Ug)) H(ve )2+ e s (Vo) )/ I,

4

1/2 du

1]

2 2
j‘B' (Vo) + e+ (VO 7]
k
B'(ifl ve. . \yi) dp

avec Y y--eaV) € L7(B',pn), \l/3+ ---+\1(§=1 (on prend

bo=ve /(e ) e e (oD 2)

3¢ .
or LY(B',n) =C(B')" et donc V:C(X')=C(B')" ; a'ou

V@i . \l/i)d'l.l = )
1 i

e
II.MW

k
1 <V(pi"yi> s UVH HZ1 (Pi®\l"i”G(X')®C‘>(B')
1=

nmMx



I-1I.5

Or HVHSI ; par ailleurs, comme €P2+...+<92=1, \j/?+...+\y§:1, on a

1 k
k "\
2 2.9V sy gy <z pr.®pr |, =C
io1 1 i'le(Xr)xC(B') ioq i i V(Sk)@)@(sk)
(en effet toute identité de la forme
n
X ¥ e v XY = j§1 fj(x1,...,xk)gj(y1,...,yk) valable sur S xS _ ,
avec fj’ gjéC’/(Sk), permet d'écrire
k n
i§1 @i(x)\yi(y) = j§1 fj(tpj(x),...,@k(x))gj(\y1(y),...,q/k(y)) ). On a donc
finalement i|(Uf1)2+ ceat (Ufk)2)1/2HlsC. C.Q.F.D.

On montre de la méme fagon que Kg(k) est la norme de la fonc-

tion <x,y> définie sur X _xX , dans Gm(Xk)@Gm(Xk), X, étant la sphere

k k
.. k k 2 2
unité de € (sz{(xl,...,xk)EE ; lel +...+|ku =1}) et Ce(X)
1'espace des fonctions continues complexes sur Xk .

On va s'intéresser tout d'abord a KG(2)' On a

Proposition 3 : KG(2) est la norme de la fonction cos(x-y) dans

G[-T[,n]é)@[-n,n].

On peut trouver fi, g; continues sur S, telles que

n 2
,21 .01, e ll, sKg(2) + € et

1=
n

2 2 2 2
x1y1+x2y2=i§1 fi(x1,x2)gi(y1,y2) (x1+x2=y1+y2=1). Donc on a
n .
cos(x-y)= ¢ fi(cosx,sin x)gi(cos y,siny), d'ou Hcos(x-—y)!|®sKG(2) + E.
i=1

|
Donc |lcos(x-y)||®s K;(2).
Inversement, on a une représentation de cos(x -y) sous la forme

n n
i}:jl @i(x).\yi(y) avec 131 HKPiHm H\piHms Hcos(x-—y)H®+ €. Si s€ 82’ soit

soit a(s) € ]J-n,n] tel que s=(cosa(s),sina(s)). On a alors

n
<s,t>=cos(a(t) -a(s)) = % ﬁPi(oc(s))\L/i(oc(t)) ce qui montre que
i=1 )

H<s,t>‘|®$]|cos(x-y)H®+ € (noter qu'il faut utiliser ici la proposition 1,

car 9. ca, Y, °« ne sont pas continues). Donc KG(2) < |lcos(x - y)\‘®+ E.

C.Q.F.D.
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Théoréme 1 : KG(2):=V2.

On a a démontrer que ilcos(x—y)”®s vea.

Soient f, g des fonctions bornées sur R, périodiques de période 2n et
n

posons F= f % g. On a donc F(x- y)z‘f fix-1t)g(t —y)-g%, ce qui montre
-n

que ||F(x - y)“@s Hf”m”g;‘loo ; on a en fait ||[F(nx- ny)||®s hf“m Hg”oo pour tout

nx>1.
1% (-
Dans la suite, on prendra g(x) = sgn(cos x) == 3 ék+1 cos(2k+1)x et f(x)
o
sera cohtinue, paire, et telle que f(mn+ x)=-f(x). On a donc
o]
f(x) = ¢ %oriq cos(2k+1)x
o
et F(x) = (f%g)(x) = a  cos X+ asco83X+ ...
avec a -2 (-1)k
2k+1 - W 2k+1 X2k+1
lagl g

Supposons que 1l'on ait choisi f de fagon que a1>-—3——+-—5~—+ eee « On a
alors a1> ia3l+ |a5|+~... . Alors la série de Dirichlet

a a
D(s)=a1+—2+ +—gl(—%+ ... converge absolument pour s>0 et on a

3 (2k+1)

b b

1 = b -r—éa-... +——j§311—+ «es« 3 c'est une série de Dirichlet absolument

D(s) = ™17 38 (2k+1)S

convergente pour s>0, dont les coefficients sont donnés par

= 9 = 9 e 3 = i ir > 1.
a1b1 1, a1b3+a3b1 0 ; H d?n ad bn/d 0 pour n impair 1. On a
donc la relation de récurrence b_= -1 z ay b /d pour n> 1.

n 21 aln n

d#1

Par ailleurs, la fonction F étant bornée sur R, oh a

b cos(2k+1)(21+1) x

2k+ k,1=0

oM™ 8

(oo}
= ¥ cos(2r+1)x Z a,b = coSs X
r=0 dlar+1 d “(2r+1)/4

(les regroupements de termes sont justifiés par le fait que la série

double 51,1 b2k+1 est absolument convergente). On a donc

o]

cos(x-y)=3 b F((2k+1)(x-y)) et en prenant les normes dans
o

2k+1
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G[—n,n]%(l[nn,n], on a donc

(i) K (2) < || (|b1|+—|b3l+ R LTS IR B

Posons X(2k+1):\/2 cos(2k+1)%(:t 1) 3 on a donc x(mn) = x(m) x(n) si
m, n sont entiers impairs.

Supposons que f ait été choisie de fagon que a soit du signe de

2k+1
k p N s - ;.

-(-1)"x(2k+1) pour k=>1 (al étant > O d'apres la condition précédemment

imposée a f). Alors a; >0 et a, , est du signe de -x(2k+1) si k= 1.

On montre par récurrence que b est du signe de x(2k+1) pour k>0

-1

= — > a, b ’
2k+1 ay 4qloks1 d (2k+1)/4

da>1
- 2 [ ~ 1 ~
ay b(2k+1)/d est du signe de x(d) x((2k+1)/d) (d'apres 1'hypothese

d'induction appliquée a (2k+1)/d< 2k+1) c-a-d x(2k+1) ; c'est donc le

2k+1
si k=0, blzl/a1>0 3 si k=1, ona b

or

signe de b2k+1'

D'apres (i) on a donc

[ee]

Ko(2) < [[f]| 2 by q x(2k+1) .

a o b
Comme les séries de Dirichlet ¢ ——2511— et ¥ ——2511— sont inverses

o (2k+1)% o (2k+1)°
1'une de 1'autre, et que x(mn) = x(m) x(n) pour m, n impairs, on a

@ [ee]

o T
évidemment E [P X(2k+1)::1/§ ag g x(2k+1) = 1/J5 F(ZJ. On a donc

K (2) < [BW2E F(7). On a

T
F(3) = (£%g)(P) = o= [ £(t) g(F-vat .
-T

T 37m

or g(t) = sgn(cos t) , donc y%—t)zisite[—z,qﬂ,gﬂ%-t):—lsi

te ["“"7}] u [37:‘ ,n]. Donc

. 1 3n/4 -n/4 T
F(7) = 5= [ f(t)at - [ f(t)dt - [ f(t)dt]
-n/4 -7 3n/4
mais comme f(t) = f(-t)=-f(n+t) on trouve
/4
F(7) = 2 [ ft)at .
T
0
Supposons enfin que f(t) = Hf”oo pour t¢€ [O,%]. On a alors
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1, < o .
F( ='§”f” » d'ou K.(2) < ||f||m/\/gF(g-):\/2, ce qui est le résultat
cherche.
I1 reste a trouver une fonction f continue paire sur R,
telle que f(t)=-f(t+ ) et satisfaisant les conditions imposées, a
savoir
T
1) f£(t) = |[f]|_ pour t€ [0,7]
k
o . - =
2) a13>0 3 sgn &, 4= (-1)" x(2k+1) pour k=1
N L B
1 3 5 too 2k+1 T
les %ol i1 étant les coefficients de la série de Fourier :
@
f(t) = i SO cos(2k+1)t .

11 suffit évidemment de définir f sur [O, ] On pose f(t)—--—(n)3
T Ty 2,7 1,7 3 . .
te[0,=] ; f(t) = (Z) (E' t) —3(5-— t)° si te€ [Z’E ; f est alors continue,

et méme dérivable sur R ; on a ”f”m::%(%)3 d'ou la propriété 1).

n/2
o -3 f f(t) cos(2k+1)t dt = -—4@52-—-X(2k+1)( Sk L
2k+1 T 3 2k+1 4
0 n(2k+1)
Comme on a 1> -— > ;, on en déduit la propriété 2). Enfin la propriété 3)
k
.. T 1 T (- 1) n (-1) T 1
stécrit 1-=> v ——— (==—5—). Or —=- <—+= 3 comme
ko1 (2k+1)4 4~ "2k+1 4 2k+1 4 3
® 1 n4 1 n4
—— =g 1, i1 suffit de vérifier que 1-— > (4 3)(96 1) ce
k=1 (2k+1)
qui est immédiat. C.Q.F.D.

Une norme équivalente sur a(s)®C(T).

Soient S, T deux espaces compacts et €(S,T) 1'ensemble des
fonctions F: SxT- R qui ont une représentation de la forme
F(s,t)=‘<XS,Yt> ou s-X_, t-Y sont des applications continues de S, T
respectivement dans un espace de Hilbert H, telles que HXS”= ”Yt”= P
quels que soient s€ S, t€ T. On définit alors ||F||, comme la borne infé-

. 2 , . P
rieure des P° pour toutes ces représentations de F. On a évidemment

HFwaSHFH*-
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€(S,T) munie de H H* est une R-algebre normée.

/ey T
Si F(s,t) = <XS,Y >, on a AF(s,t) = <sgn A V [\] X S VInd Y.>, ce

t
qui montre que AF¢€ €(S,T) et que HKFH*:glkl ”FH* ; pour 1'inégalité inverse,

changer » en 1/\ et F en AF.

Soient F, F'€ €(S,T) ; on a donc F(s,t) = <X_,Y,>, F'(s,t) = <X1,Yi> avec

t t
HXS”= HYtH= P, HXéH= HY£H= P'. On peut évidemment supposer que X_, Y € H
et Xé, Y%E H' pour s€S, t€T, H et H' étant deux sous-espaces orthogonaux
d'un espace de Hilbert ¥X. Dans ce cas, on a

, | 2 | 2 2 2
F(s,t) + F'(s,t)y=<X_+ XL, Y +Yi> et [[X_+ X |[T=[y +Yi["=p"+pr"
Cela montre que F+ F' ¢ £(S,T) et que ||[F+F'

v < |Flly + |IF'|lx - On pouvait

K

supposer de plus que 3 est un espace de Hilbert de variables aléatoires
gaussiennes. Dans ce cas, toute variable de H est indépendante de toute

variable de H'. On a donc

<X X',Y,Y'> = E(X Y
S S S

T . X'SY') = E(stt)E(x'SY;;): F(s,t)F'(s,t) .

t t

\2 2

Or HXSXénzz ”YtYi\ =P 9'2. I1 en résulte que FF' € €(S,T) et que

”FFWLeS‘”ﬂ* HF'H*'

Proposition 4 : Soit F: SxT- R, F(s,t)=<XS,Y >, s-X_, t-Y étant

t

t
continues sur S, T a valeurs dans un espace de Hilbert H. Alors

[Flly < sup [|X_|| sup ¥ |-
s t

On peut supposer que sup HXSH sup ”YtH= 1 et on a donc
s t

HXSHHYt” <1 quels que soient s, t. Posons M= s:p HXSH, Xé: XS/M R

Yi=MY . Alors HXé”, ”Y%HS 1 quels que soient s, t : en effet soit

s, €8S tel que HXSOH=:M ; on a HXSOH HYtHs 1 donc HYtH:;1/M pour tout t.

Soient e e, deux vecteurs de norme 1, orthogonaux entre eux et a H.

1’ "2 —s
Posons xg=Xé+¢(s)e1, Y"‘;:Y{:'f- \V(t)e2 avec (‘P(S) =Vv1- HX'S“2 9’
y(t) =v1- ||Y£|2. On a alors F(s,t) = XU, YY> et I|xg\| = HY{'H = 1. Donc

“F”*S 1.

Proposition 5 : Soit Fe €(s,T), ||Fl[,<1. Alors il existe deux applica-

tions continues : s-»XS, t—+Yt de S, T respectivement dans un espace de

Hilbert H telles que F(s,t) = <XS,Y > et HXSH= “Yt”= 1.

t
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On a en effet F(s,t) =<X ,Y,> avec HX H: HY ”: P<1 et il
s’ t s t
suffit d'appliquer la démonstration précédente.
€(S,T) est complet pour la norme | |,.-
. . s -n
Soit (Fn)neml une suite dans €(S,T), telle que HFn”*<:2 .
On cherche Fe€ €(S,T) tel que HF0+-...+ F - Fl|, -0 quand n-w.
1 n . n . n n
Pour chaque n, on a Fn(s,t) =-7;<xs’Yt> , les fonctions s—+XS, t«—’Yt

2
étant continues sur S, T, a valeurs dans un espace de Hilbert Hn

HX:H, ”Y:”s 1. On peut évidemment supposer que les H sont des sous-

espaces deux-a-deux orthogonaux d'un espace de Hilbert H. Posons

@

Xs= > 2

@
/2 4m oy L os 22401 est clair que X , Y, sont des
n=0 s t n=0 t s

t

fonctions continues de s, t (somme de séries normalement convergentes

de fonctions continues). Posons F(s,t) = <XS,Y > 3 on a donc Fe€(S,T)

t
@ @
F-(F +...4F )=< 5 2 K2xk o ooK/2 ko gi04
[} n s t
n+1 n+1
® k/2 k ® k/2 .k 1
HF— (F +...+F )H* < sup ” s 27 X H sup ” s 27 Y ” < — .
o n " s t n
s n+1 t n+1 2
C.Q.F.D.

Théoreme 2 : €(8,T) =C(S) ®C(T) et la norme | ||, est équivalente a

celle du produit tensoriel. Plus précisément, si FEG(S)QG(T) on a
HHMSHH&SHHM1V2M@M+JE.

Si fe€C(S), g€C(T) alors f(s) g(t) €€(S,T) et
l£(s)g(t)]], < ”f”oo Hg”m (on applique la prop. 4 avec H= R). Par combinai-
son linéaire, il en résulte que C(S)RC(T)c€&(S,T) et que ||Fl|*s”FH®
pour toute FE€ C(S)Q®C(T). Pour montrer 1'autre inégalité, on utilisera

le

Lemme 1 : Soient FEE&(S,T) et a>0 tels que |[sin aFH*<(1. Alors
||F”®s n/2a.

Noter que sin(aF) € €(S,T) puisque €(S,T) est une algebre de
Banach. Soit (X,Y) un couple de variables gaussiennes normales

(HXH2= HYH2= 1). Un ecalcul aisé montre que

alo

E(sgn X. sgn Y) = = Arc sin E(XY) .
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Comme ||sin (aF)||, <1, on a d'apres la prop. 5

sin aF(s,t) = <Xs’Yt> .

XS, Yt étant fonctions continues de s, t a valeurs dans un espace de
Hilbert H, HXS”: ”YtH= 1. On peut évidemment supposer que H est un
espace de variables aléatoires gaussiennes sur 1'espace de probabilité

(Q,5,P). D'apres la remarque précédente, on a alors

2 . ;s _ 2a oo
E(sgn X - sgn Yt) = = Arc sin <X_,Y > = = F(s,t) .
T
Donc F(s,t) = 5a f sgn Xs(m) sgn Yt(w) P(dw) .

Q

Cette formule montre immédiatement que si S', T' sont des parties finies

de S, T alors “F(S’t)H@(S'MQC(T')S?é%' D'ou le résultat par la prop. 1.

C.Q.F.D.

n (aF)2n+1

Soit alors F€ €(S,T). On a |sin (aF)|, = ||z (-1) -7537177—“*

o
puisque €(S,T) est une algebre de Banach. Posons

a=[log(1+V2)- el/||F||4» 0< e< log(1 +v2). Alors Sh(al|F||,) <1 donc

llsin (aF)||, <1, et d'aprés le lemme 1, on a

Sh(aHFH*

T

1Pl < 2= = IFll, n/2(log(1+v2) - €).
D'ou le résultat en faisant tendre € vers O.
Corollaire : G <n/2 10g(1-+¢~)

On a vu que K. (k) est la norme de <s,t> dans C(S )8M3(S ).
On a donc K (k) < “(s t>”* n/2 log(l-fJ_) Mais, évidemment, par def1n1—
tion de H ”*, on a H<s,t/H*__1 (en fait ”<s t>H*..1 car H H*._H H
On a donc K(k)<m/2 log(1+42) pour tout k€ N. C.Q.F.D.

On se propose maintenant de majorer KG(k):lks,t>“a(SkM§c(S )

en utilisant le lemme 1. On est donc amené a calculer Hsin a<s,t>H*

dans 8(Sk,Sk) 3 en appelant a, la borne supérieure des a>0 tels que

|sin a<s,t>||, <1, on aura KG(k)g . On va, plus généralement, cal-

T
2a

o
culer HF(<s,t>)H* pour F: [-1,1] - R.
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Fonctions de type positif sur les spheres.

S étant un ensemble quelconque, une fonction F: SxS—- R est
dite de type positif si F(s,t) = F(t,s) pour s, t€ S et

Z a.a. F(si,sj)zo quels que soient sl,...,sne S et a1,...,an€ R
1<i, j<n
Cela équivaut a dire qu'il existe une famille (XS)S

Hilbert H telle que F(s,t) = <Xs,Xt>.

€s dans un espace de

Proposition 6 : Soient S un espace compact et F continue sur SxS et

de type > 0. Alors FEC(S)&®C(S) et |[F||, =|FI|_.

On a F(s,t)=<X_,X . > et donc |[|[X_-X H2
S S S0

—.2F(s,so) -0 quand s—s_ puisque F est continue. Donc X est fonction

=F(s,s) + F(s ,s )
t o’ o

continue sur S et FE€(S,S). On a
2
[F|l, < sup IIX_[| sup [|X,[| = sup [|X_||5 = sup F(s,s) < [[F||_
s t s S
d'ou 1'égalité.

Proposition 7 : Soit FEC(S)&C(S), symétrique et constante sur la

diagonale de Sx S. Alors pour tout €>0 il existe deux fonctions G, G'

continues de type positif sur Sx S telles que F=G-G' et
¥l 2 llGll + |G [l - &-

Supposons ||F|]*= 1-€¢ ; d'apres la prop. 5 on a F(s,t):(XS,Yt>

Xl = 1Y gll= 1, X5 ¥y

Hilbert H. On a donc <X ,Y,>=<X,,Y > et <X _,Y > est constant sur S.
s''t t''s s’'s

1 1
- > . ' = = - - >. !
Posons G(s,t) 3 <XS+ Y , X, +Y. >3 G (s,t) 7 <X Yo, X,-Y.,>. Get G
sont donc continues de type =2 O sur SxS et on a bien

F(s,t) =G(s,t) -G'(s,t). D'autre part :

fonctions continmes a valeurs dans 1'espace de

HGH*= sup -}I HXS+ YS”2=% “XS+ YS||2 quel que soit s€ S, car
s
HXSH2= ”YS”2= 1 et <Xs’Ys> ne dépend pas de s. De méme “G'H*=-% HXS-.YS”2

I1 en résulte que

6]

1 2 2
st 16 = P (”XSH +'”YS” ) =1 s |[Flle+e -

C.Q.F.D.
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Proposition 8 : Soit F:[-1,1]- R une fonction continue telle que

F(<s,t>)§<3(Sk)éﬂ3(Sk)- Pour tout £€>0, il existe deux fonctions conti-

nues G, G': [-1,1]- R, telles que G(<s,t>), G'(<s,t>) soient de type

positif sur S xS telles que F=G-G' et |[Fff,26G(1)+G'(1)-ce.

D'apres la proposition précédente, il existe deux fonctions
Go(s,t), G1(s,t) continues de type = 0 sur S xS,  telles que
F(<s,t>) = Go(s,t)-G1(s,t) et
|F(<s,t>)]|, 2 HGOH*+ “Glu*— €= HGOHw+-H61Hm-e. Soit 1’ le groupe des

rotations de S P la probabilité de Haar sur l'. On a donc

k b

J

F(<s,t>) = [ F(<os,0t>)P(do) =J’ Go(os,ot)P(dc)-j’ G, (os,0t)P(do) -
r r I

Les fonctions f Gi(OS,ot)P(dG) (i =0,1) sont continues sur Skak et
L

de type = 0. Comme elles sont invariantes par rotation, elles sont de

la forme Gi(<s,t>) (i=0,1) G} étant une fonction continue de [-1,1]

dans R. Par ailleurs G!(1) <G | =G| d'ou |[F][,=G_(1)+G (1) -e.

C.Q.F.D.
I1 faut bien entendu noter que si G(<s,t>) est de type > O sur Sk><Sk,
on_a 1G(<s,t>)], = [|G]| = G(1)
(puisque HGNDS HG(<s,t>)H*::sup G(<s,t>) = G(1) < HGHm) .
s

Rappelons quelques résultats sur la sphere unité Sk de Rk
(voir, par exemple, [2]). Soit u la probabilité invariante par rotation
sur Sk. , \ \
Désignons par Hn 1'espace des polynomes a k variables, homogenes de
degré n et harmoniques sur Rk. Hn est de dimension
N(n) =(k+2n-2)(k+n-3)!/n!(k-2)!, et on a la décomposition en sous-

2 .
espaces orthogonaux : L (Sk,u)zﬂoea H1€B...®Hn®... . Soit An,j(S)

N(n)
(1< j<N(n)) une base orthonormée de H . Alors s A .(s) A .(t)
n j=1 n,Jj n,Jj
est une fonction sur S, xS qui ne dépend que de <s,t> ; elle s'écrit

k k
donc Pn(<s,t>), Pn(x) étant un polynome de degré n a une variable.

D'apres sa définition, il est clair que Pn(<s,t>) est une fonction de
type 2 O sur S xS . On a donc an(x)ls Pn(l) pour x€ [-1,1].
Sur [-1,1], on définit la probabilité

-k k-3
3 2.7 2
mk(dx) = (1-x7) dx

e NESY
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Pour toute fonction continue F: [-1,1]- R on a alors

1
j_1 F(x) n, (dx) = IS F(<s,t>) u(ds)
k
(noter que le second membre ne dépend pas de t, parce que p est invarian-
te par rotation).
La suite Pn(x) (n=0,1,...) forme un systeme orthognal complet dans
L2([—1,1],nk), et on a la fonction génératrice

r® Pn(x) = (1-—r2)(1— 2rx + r2)—k/2 .

o™ 8

Enfin Pn(x) est identique, au produit pres par un réel > 0, au polynome

n
(—1)“(1-—x2)_a JL; (1-—x2)n+a, avec a = (k- 3)/2.

dx
Théoreme 3 : Pour qu'une fonction continue F: [-1,1]- R soit telle
que F(<s,t>) est de type > O sur Sk><Sk, il faut et il suffit que
[oe] [ee)
F(x) =y a P (x) avec a 20 et S a P (1)< +o.
o mon — “n — , nn

La condition est évidemment suffisante. Pour voir qu'elle est

@

nécessaire, on écrit F(x) =73 a, Pn(x) (décomposition de F dans
o

Lz([—l,lj,nk))- Alors a est du signe de

1
| F(x) P (x) m (dx) = f F(<s,t>) P (<s,t>) n(ds) n(dt)

-1 Skak
n)

= 5 j F(<s,t>) A J.(s) A

j=1 Skak

_~

j(t) u(ds) n(dt) = 0

9

puisque F(<s,t>) est de type > O sur S, xS, . On a donc a_ =20 pour

tout n.
n

p
Comme il existe une suite d'entiers n, telle que £ a_ P (x)~F(x)
o
presque partout sur [-1,1] (convergence d'une série dans L2), en faisant

e

tendre x vers 1 on voit que I a Pn(l)<<+m.
o ,
Théoreme 4 : Soit F une fonction continue réelle sur [-1,1]. Pour que

[oe]

A
F(<s,t>) €C(S ) @C(S, ) il faut et il suffit que F(x) =% a P (x) avec

0
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@K (e o)
a €R, % fan Pn(l),<f+w- On a alors “F(<s,t>)H*: 3 'an Pn(l)l-
¢ o

Ce résultat est immédiat d'apres le théoreme précédent et 1la
proposition 8.

Noter que, dans ce théoreme, on peut prendre pour Pn n'importe quelle

2)k—3/2 dx

suite de polynomes orthogonaux sur [-1,1) pour la mesure (1- x .

Pn étant de degré n (en effet, le théoreme ne change pas si on change Pn
A .
en ?\n Pn’ n;£O)

L)
Proposition 9 : Soit F¢ L“([-1,1], nk), F = a Pn. Alors, si Irl< 1,

oM™ 8

on a

o 1
a r" P (1) = (1-1°) f F(x) (1- 2rx4—r2)—k/2
n n 1

nk(dx) .

oM™ 8

I1 suffit de le vérifier pour F = Pn. Le second membre est

alors
1 ® m n 1 2
_ i
I Pn(x) [z r Pm(x)]nk(dx) =r | Pn(x) nk(dx)
-1 m:O —1
= r" [ P121<s,u> w(du) = r® P (1) . C.Q.F.D.
Sk

Proposition 10 : Soit F une fonction réelle continue impaire sur

[-1,1] telle que F(<s,t>)ec(sk)%c(sk). On écrit

foe]
F(x) = E a5 .4 P2n+1(X)' On a alors
@
n
t § (-1) a2n+1 P2n+l(1)
1—% F(%) 1 5 -‘5;—3 --g—
- 2 (e-ix) dx -

——ee 1im f F(x) (1-x7)
J;-F(E:l e-0 -1
2
Le polynome P, étant de la parité de n, 1'écriture de F dans
la base orthogonale Pn ne comporte que les termes d'ordre impair.
D'apres la proposition précédente, on 'a
@

iy (-1
(o]

n
) a2n+1 P2n+1(1)
k
2. 2,72
lim (1-1r7) f F(x) (1-2rx+1r°) nk(dx)

r-i -1
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ce qui donne aisément le résultat énoncé. C.Q.F.D.
Or, en prenant F(x) = x2n+1, on peut calculer explicitement

le second membre j; on trouve

1

o 2
lim | (1-x°)
Vr f(kél -0 J—i

(k-4)(k-8)...(k- 4n)

. n
= 1(—1) (k+2)(k+6)...(k+4n-2)

(pour n>1)

=i (pour n=0) .

I1 en résulte immédiatement :

Proposition 11 : Soit F:[-1,1]- R telle que
n+
F(x) = ¥ b2n+1 x (avee I |b2n+1|<iw)
o o
[e ]
= § 4ons1 Pons1(X) -
[ «©

Alors 5 (-1)" a P, (1) =3 (-D"b A
_— o 2n+1  2n+1 o 2n+1 “2n+1

. (k-4)(k-8)...(k-4n) e .
ou A1= 1, A2n+1= %+ 2)(k+6). .. (k+dn-2) ° En particulier, pour k=4,
on a

[o]
n
§ (-1) 42n+1 P2n+1(1) = bl )
Prenons maintenant F(x) = sinax j lorsqu'on écrit
®© 1 2

. . . . o

sinax=Ta, P2n+1(x), ag .4 @ le signe de j—l 51n(ax)P2n+1(x) (1-x7) " dx
1 2n+1
- 2,2n+1

(a::E—E) donc le signe de -f sin(ax) R N (1-x9)"""%ax .

En intégrant 2n+1 fois par parties, on trouve que cette intégrale

2n+1 1 2.0’
vaut (-1)" a f cos(ax) (1-x7)" dx.
-1

Si O0< as;%, cosax est > 0 sur [-1,1] et donc (-1)" > 0. On a donc

a2n+1
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alors v (-1)" a

= - | 1 >
5 ons 1 P2n+1(1) E la2n+1 P2n+1(1)| |sin(a<s,t>)||,
On a ainsi montré
Proposition 12 : Si O< as&%, la norme Hsina<s,t>ﬂ* (dans 1'espace

© A
) A 2n+1 2n+1 . . . _
O(Sk)gﬂ3(5k)) vaut E Gn)T 2 . En particulier si k=4, on a

a2n+1
(2n+1)!(4n+1)

lsina<s,t>||, =a; si k=3, |lsin a<s,t>||, = € (-n"
0

On choisit alors a tel que Hsina<s,t>H* =1 et on a vu que
L
KG(k) STQ;

. . T
particulier KG(4)fS§'; KG(3)< 1,517.

. Cela donne une majoration de KG(k) pour chaque k= 2. En
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