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Dans ce qui suit, E est un espace de Banach non nécessairc-
ment séparable et F une mesure borélienne positive sur E vérifiant la
condition suivante :

Pour tout réel €> 0, la mesure Fs définie sur E par

(c¢) F_(A) = F(AN{ >e})

est finie et de Radon sur E.

INTRODUCTION.

Tout d'abord, on notera Fo’ F~ et F les mesures boréliennes

sur E définies par
F (A) = F(A\{0}) 3 F(A) = F(-A) ; F = F+F ,

et si 0<e<a <=, Fe “ désignera la mesure sur E définie par
9

F, o(&) = Fan{es

|<ad) .
Rappelons a présent quelques définitions.

Définition 0.1 : Soit F une mesure finie positive et de Radon sur E.

La loi "exponentielle" associée a F n'est autre que la probabilité de
Radon

#k
-F(E) (6 + F

T =)

e(F) = e -
k>1 kt

sur E.

Rappelons que

- e(n 60) = e(0) =6_, Az0.
- e(x 63) = loi de Poisson usuelle de saut a (A =>0).
- e(F+G) = e(F)*e(G), si G est également une mesure de Radon

finie sur E.

Par suite :

e(F) = e(F-F{0} 5 ) = e(F ) .
(0] (o]
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Ainsi dans le cas ou F est une mesure positive vérifiant (c) avec

FO(E)<i+m et F{0} = +», on peut encore définir e(F) en posant
e(F) = e(F ) .
o

Définition 0.2 : On appelle loi de Poisson sur E toute probabilité

de Radon p sur E de la forme

v o= e(F) )

avec F mesure de Radon finie positive sur E.

Définition 0.3 : On appelle mesure de Lévy sur E toute mesure boré-

lienne positive sur E vérifiant (c) et telle que la famille {e(FS); €>0]}

soit équitendue a une translation pres.

Définition 0.4 : On appelle loi de Poisson généralisée sur E, toute

probabilité de Radon p sur E pour laquelle il existe une mesure de Lévy F

de points de E tels que (e(Fe)*E)a 3 €>0)
€

soit équitendue et tels que P soit adhérent au filtre (e(FF)*éa )
’ €

sur E et une famille (ae)s>0

_ e>0
F sera appelé exposant de p. Il est bien connu que

1) Si p et p' sont deux lois de Poisson généralisées sur E ayant
meéme exposant, alors

o= oa**u' avec a€E .

2) Si p est une probabilité de Radon indéfiniment divisible sur E,

1 s'écrit de maniere unique

avec y gaussienne centrée et v loi indéfiniment divisible (Tortrat [7]).
Ces deux résultats peuvent eétre d'ailleurs obtenus comme
corollaire du théoreme suivant di a Dettweiler [2] qui caractérise

les fonctions caractéristiques des lois indéfiniment divisibles.

|Théoreme 0.5 : Une probabilité de Radon p sur E est indéfiniment

divisible ssi il existe

a) un élément a€ E,
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B) une forme quadratique positive Q sur E,
y) un compact convexe équilibré K et une mesure de Lévy I
itelle que F(KC)<I+m,

‘tels que la transformée de Fourier i et p s'écrive pour yé& k'

i(y) = expli<a,y> - Q(y)i-f hk<x,y> dF(x) |
E

<x,y”>

ou h <x,y>=e' -1-i<x,y> 1K(x), Xx€E, yecE' (le triplet (a,Q,F)

associé a h,  étant alors unique).
I1 est classique (c'est le théoreme de Lévy-Khintchine) que si E-= R"
(ou méme E=H avec H espace de Hilbert séparable) qu'une mesure F vé-

rifiant (c) est la mesure de Lévy d'une loi i.d. de Radon sur E ssi

(0) i |x[|% aF(x) < +o .
{”x”sl}
Cette condition permet évidemment dans le théoreme précédent, quitte
a modifier la partie Dirac de la représentation, de remplacer le noyau

.
hk par le noyau classique

i< > i >
Ky Gy) = <X S
1+ [|x]]
Dans le cas d'un espace de Banach général, la condition (0) peut nféetre
ni nécessaire, ni suffisante pour que F soit une mesure de Lévy et le

noyau n'est pas adapté dans tous les cas (cf. [1] pour un contre-exemple).

Dans ce qui suit, hous allons donner tout d'abord quelques
conditions nécessaires (dans le cas général) pour qu'une mesure F sur
un espace de Banach soit une mesure de Lévy ; puis nous verrons comment
des conditions sur la géométrie de 1l'espace de Banach considéré (type
ou cotype) permettent de donner des résultats sur 1l'intégrabilité de

certaines fonctions de la norme par rapport a des mesures de Lévy.

Utiliser le noyau K, revient a prendre dans la définition 0.4

2

a_ = —X __ aF(x) .
© {xlze} 1+ |x|?

<x,y>

Rappelons que e(Fe)"(y) = exp [(e! - 1)dFE(x)) comme utiliser h

k
revenait a considérer

ag = I 1
{lIxllze} X

(x) . x dF(x) .
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§ 1. LE CADRE GENERAL.

Indiquons deux lemmes classiques qui nous servirons par la

suite.

ie1? (vi)iEI deux
familles de probabilités de Radon symétriques. Alors si 1'ensemble

Lemme 1.1 : Soit I un ensemble d'indices et (ui)

{uiaevi}iEI est équitendu (étroitement relativement compact) il en est
de méme des ensembles {Vi}iEI et {ui}iEI'
Lemme 1.2 : Soient 1 et v deux probabilités de Radon (v-symétrique).

Si ¢ est une fonction positive borélienne sur E telle que pour un A>0

¥x ¥y

P(x) < A(P(x+y) +9(x-y)) .

Alors

f¢duszAI¢du*v .

), on peut pren-

.|

Remargue : (:) Si f est monotone sur R+ et ¢ = f(
dre A= 1.

(:) Si C est un borélien convexe, on peut prendre ¢=1 c
C

avec A=1.
Nous allons a présent donner un théoreme décrivant une pro-
priété d'intégrabilité d'exponentielles de la norme pour des mesures

de Poisson généralisées dont les exposants sont a support borné.

Théoreme 1.3 (Yurinskii [5]) : Soit p une loi de Poisson généralisée

d'exposant F. Notons Yo la loi de Pousson généralisée (symétrique)

' ~/
d'exposant FO o Alors

9
@ ¥¥a>0, 3 A(a)>0 tel que ¥ A< A(a)
I exp(A ||x|]) dua(x) < 4o
(:) De plus, on peut choisir A(a) en sorte que

lim A(a) = +o .
o-0
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Preuve de la partie (Z) du théoréeme 1.3 : Elle est basée sur le

lemme suivant

Lemme 1.4 : Si (X,). 1 , sent n variables aléatoires indépendan-
—_— iTi=1,.00,

tes dans E telles que
sup HXiH < ¢ p-s. avec c<+®
alors pour tout entier £>0
k k )
P(sup || = X.||>3%c) < (P(sup | = XiH>>c)) .
! k<n

k<n i=1 i=1

et donc

n n 2
P(l|lz X | >3%c) = (2P(f|z X;[[>e))” .
1 1

Admettons un instant ce lemme.

Soit un réel c>oa tel que

X = 12 ua[llxliz—;-} <1 .

Et soit |y la fonction en escalier suivante :

n
X

Gemm—

e 3
T v

3¢ 6¢ 3nc (3n+1)c

Y

+
Nous allons montrer que sur R

g(t) := sup c(; ) (
0<e<a €y

>t) s y(t)

ce qui impliquera 1'assertion avec

1 1
)\<%L0g;‘ .
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Pour cela introduisons pour tout entier n et _tout £€>0, n variables

E,Q . € €
soit Y ceayY 5
n ) in’ *“nn °?

indépendantes a valeurs dans E et de loi e(

puis posons
X. =Y, 1 y 1=1,...,4n

et notons la loi commune des v.a. X, ,..+,X . Trivialement
€,N in nn

~

F
€,0
n

ue,n = (el

))1{'|I-HSC} + e(Fe,a/n)( <o s,

€
p Il 5 e e
n

*

Remarquons tout d'abord que W , converge étroitement vers e(Fs a)
9 9

quand n-«®, car

AR
e(=F )= e ™ 5% (s +LF Y+ G
n £,a o n  g,a n
“YF o
- n- g,a 1~ '
un,e - (604'n Fe,a)'FG
avec
(6] =067 =0 .
n n 2
n
Par suite
&
g(t) < sup ©p a 1>+
€,n
0<e<a ’
n>1

= sup P(]Xe +...-+X€|[>t) .
0<e<a ‘ In nn
n=1

D'ou, par le lemme 1,

| . L
g(34c) < sup (2 P(Hxin+ ...+-Xin”>-c))
0<e<a
n>1

pour tout entier £ > 0. Mais
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€ € €
POIXT + +ee +XC [[>0) < POYY] +«ee+ Y [[>0)

+P(sup |Y; -X{ |40

i<n
et
P(sup [|Y; -X{ ||#0) < P(sup [|[Y] ||>c)
i<n i<n
< P(sup ||Yin+ S Ylin” >§) < 2 P(HYin+ oo+ Ylin“ >-;—) ;
k<n
et donc

IA

P(HXin+ e +X€ ”)c)

€ €
nn 3 P(”Y1n+-...+ Yk

C
nl >3

3 e(F, (| >3

A

~ c X
6(ua)(|| H>'§) =3 -
Par suite
L ,
g(34c) <y , ¥ 4 entier >0
et donc

g(t) < y(t) , ¥t20 , cqfd. =

Preuve de la partie <:> du théoreme 1.3 : Elle dépend du lemme :

Lemme 1.5 : Soit F une mesure de Lévy symétrique sur E et v la loi

de Poisson généralisée symétrique d'exposant F . Alors ua converge

0,a
vers & .
o

~

Si on admet ce lemme, alors on sait également que ua con-

verge vers 60 en probabilité. En particulier lim ua{“x”>h%}=:0. En
o~
regardant la démonstration de 1'alinéa (:) on voit que c'est tout

ce qu'il nous faut pour que 1l'alinéa (:) soit réaliseé. QED
Démontrons a présent les deux lemmes.

Preuve du lemme 1.4 : Soit £ entier > 1. Soit

©(.) = inf{i; X+ eee + X > 306 - 1)e} .
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On a

P(sup [[X, + ... + X || >3le) =

k<n
= § , P(sup []x1+...+xk)l>3ﬂc,r=i)
1<i<n k<n
< E ‘ P( sup HX1+...+Xk“>3£c , T=1)
1<i<n i<k<n
. 5__ﬂ
< , P( sup HX. + ...+ X || > 2¢c T=1)
i<i=n i+l1<k<n 1*1 Kl ’
> |
= P(  sup HXi+1+...+XkH>2c),P(T:i)

1<i<n i+1<k<n

. ———
< sup P( sup HX.+1+...+XkH>20) >__4 P(t=1)
1<i<ksn  i<k<n ' 1<i<n

A

P{sup ”X1+ “ee +XkH>c) . P(sup HX1+ e+ X
k<n k<n

Wl >3- 1)) .

Et par récurrence sur £ on obtient le lemme 1. =

~

Preuve du lemme 1.5 : Soit 1 un point adhérent au filtre des ua en 0

~

1 est une loi indéfiniment divisible et donc on peut écrire p=1vy % v ou

vy est gaussienne centrée et v loi de Poisson généralisée (ici toutes

deux symétriques !). De plus, si a<a' on peut écrire

= * e(F .
ua el a,a')

ua,
La relatize compacité étroite de 1'ensemble des (Ia)a>0 et de 1'ensemble
réduit a L implique par le lemme classique celle de la famille
(e(ﬁ;,a')hx>0 et donc en passant %NIa %imite sur un ultrafiltre on en
déduit que pour tout a'>0 3 Vor B =wEY (la convolution est étroi-
tement continue).

vy est donc un facteur gaussien de ;a' ce qqi implique vy = 60.
Maintenant v est un facteur de Poisson généralisé de By os ce qui signi-

fie en particulier que si G est 1l'exposant de v

*

1
si HX1+...+Xk||>3ﬁc avec i<k<n, et si T=1

T=1i> [X +...+xilsz(£-1)c+c<3ﬂc;

Ble <X+ enw X |l < [IX, e X XX cee t X |

A

3(£—1)c+c+\lxi+1+...+Xk|| .
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¥ e ¥ o G < F

€ 0,a’
et donc ¥ € GE =0 , soit v= 60 . Q.E.D.
Corollaire 1.6 (Simone Chevet) : Notons R 1'opérateur de covariance

3
de E' dans E' tel que

R_(x'),y'>

I

<x ', x><y!' ,y>dF(x) x',y' €E' .
{x|<a

Alors pour tout a>0

% f <x,y'>2dua(x) (avec les notations du

@ I <x,y1>ZaF (x)

s
théoreme 1.3).

C:) Ra est a valeurs dans E et est nucléaire de E' dans E.

§ 2. LA CONDITION DE COTYPE.

Définition 2.1 : Soit ¢ une fonction de R’ dans lui-méme continue,

croissante et nulle en 0. On dira que l'espace de Banach E est de co-
type ¢ s'il existe une constante K (K>0) telle que :

¥A>0, 3 B>0, ¥ n ¥'(xi)i=1u-n v.a.i. symétriques a valeurs dans E
on ait

n n
Eek|[zX ) sa =z Ee(x]|) <3 .
1 i=1

Remarque : Notons que si ¢(t) = tP 1a définition 2.1 se raméne a une

des définitions équivalentes du type p-Rademacher (cf. [3]).

|Lemme 2.2 : Soit F une mesure de Radon et ¢ une fonction mesurable

de R* dans lui-méme vérifiant pour un couple (M,\) de réels positifs

¥ teRr' 9(t) < M et .

Alors

im0 [ e(|xDde(D) = [ e(lx]Dar(x) .

J
n—-+o
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Preuve : Soit X une v.a. telle que £(X)=e(F) et (X, ). 3
— jon j=1,yeeyn

une famille de v.a.i. avec
¥ j, ¥ n .S:(Xj ) = e(=)
on a alors :

Boe(lx, ) = [ eCx]D de(D)(x)

F(E)
11 *k " Tn
=l =T I e(||x||)aF " (x)] e ,

k=1 n

(¢(0) =0 t). _F(E)
. n
Soit : nEé(HXl,nH) = e [ ex]) aF(x) +R
F(E)
" n 1 11 *k
avec R =e ;-[ L e R I e(f|x]|) aF “(x)] .
k=2 n
F(E) Coes o . .

Comme tend vers O quand n tend vers 1'infini, il suffit de voir

que Rn tend vers O dans les mémes conditions. Mais :

*k k
[ e(lx|paF “(x) = | @([|i§1 x,[[dF(x ) ... dF(x.)

< M[f eth” dF(x)]k .
D' ou
1 1 *K M Kk
k-—2k—!I 2 (||x|])arF "(x) <45 N
" n k!

il est alors facile de constater que le second membre est le terme

né N

général d'une série convergente dont la somme est une fonction décrois-

sante de n, ce qui implique le résultat. =

Théoreme 2.3 : Soit @ une fonction croissante, continue, nulle en

zéro de R’ dans lui-méme ; vérifiant pour un couple (M,\) de réels

positifs

¥ teR' 8(t) < M et

Alors si E est de cotype ¢, une condition nécessaire pour qu'une mesure

F soit de Lévy sur E est cue

¢(||x|]) dF(x) < + = .
I{HXHSU I~
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Preuve : Par le théoreme 1.3 on peut trouver a >0 tel que

o] =1
A
+
8

e [IxDan (x) -

~

ou v est la loi de Poisson généralisée symétrique d'exposant F0 ’
b
et K la constante de cotype.-

Le lemme 1.2 implique alors que pour tout € (0<e<aq)

[ e |x[D de(;e,a)(x) <% .

~

Soient alors (X.), , n v.a.i. avec £(X.) = e(—=2%). Alors la
i’i=1,,n i n
propriété de cotype implique

~

F
©2%(x) < B
n

n f e(]|x||) del
et en passant a la limite sur n
f e (||x|]) dFe,a(X) <B |,

par le lemme 2.2.
Le théoreme de Beppo-Lévy et la finitude de Fa 1 achevent
9
la preuve. =

Remarques : (:) Si ¢= tp, on retrouve ici les résultats de De Acosta
(p=2), Mandrekar (p=2).
(:) Evidemment 1'intégrabilité de ¢ permet de changer

le noyau dans la formule de Lévy-Khintchine et de prendre ici

(:) Si ¢= tp, la "réciproque'" de 1.5 est vraie en ce

sens que
Théoreme : Si pour toute mesure de Lévy sur E, F la condition
f Hx”p dF(x) < +o

{llxll=1}

est réalisée, alors E est de cotype p-Rademacher (cf. [4] ou [6]).
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§ 3. LA CONDITION DE TYPE.

Définition 3.1 : Soit ¢ une fonction continue croissante de R+ dans

lui-méme, nulle en 0. On dira que E est de type ¢ s'il existe une cons-
tante K> O et une application B de R" dans lui-méme telles que
«) ¥ n¥ (X)), ,  v.a.i. symétriques a valeurs dans E

n n
£ E&(X;) < A==E ok ||z X.|) < B(a) .
i 1

i=1

B) B est continue et nulle en O.

Remarques : (:) Si ¢(t)=tP (1<p<2) on retrouve une des déforma-
tions équivalentes du type p-Rademacher (cf. [3]).

(:) La condition B) évite certaines trivialités et sera
utilisée dans la suite.
Si par exemple ¢ est une fonction bornée, la condition a) est réalisée
pour tout espace de Banach E. Mais si ¢(t)=0(t) a 1'origine, on

n'obtient pas pour autant un controle sur la convergence (en probabi-

+®
lité) de la série g X,, ce qui nous intéresse ici.
1
. . . . +
Lemme 3.2 : Soit ¢ une fonction continue croissante de R dans

lui-méme, nulle en O ; si E est un espace de type ¢ et F une mesure de

Radon finie sur E, alors
¥ A>0 Joe(x]) aF(x) < A
N f e(K ||x||) a e(F)(x) < B(A) ,

ou K et B sont respectivement la constante et 1'application intervenant

dans la définition du cotype.

Preuve : Pour chaque entier n> 0, posons

LFm ~ .
Bn = e - 1—-[; F(E) (: 0(:5))
et ~
1~ == F(E)
b= [(1+ Bn)ﬁo-ka F) e .



XXIITI.13

I1 est facile de voir que vy est une probabilité de Radon sur E et que

*n . .
un converge éetroitement vers e(F).

Supposons donc que | ¢([|x||) dF(x) <A, alors :

1 %)
n

[edxD an (0 = 1e [e(x areo

A
eSS
)

donc par la propriété de type, on a

J e x a™x) < B
puis f@(K Ix||) de(F)(x) < B ,
par convergence étroite des mesures. =

Théoreme 3.3 : Soit E un espace de Banach de type &. Alors une con-

dition suffisante pour qu'une mesure F (vérifiant (c)) soit de Lévy

sur E est que :

I e(l|xl]) aF(x) < += .
{lIxl]=1]

Preuve : On peut évidemment (quitte a remplacer F par F) supposer F

(n=2). Soient alors (X, )%
1 1 i'i=

9 9
des v.a.i. telles que £(Xi)= e(Gi), i=1,2

symétrique. Posons G ::F1 - et an Fl/n

£(X1) = e(Gi) 9 i=1,2
£(X;) = e(G, -G, ) , i>2 .
n
I1 est clair que £( T Xi)= e(Gn), nx2. D'autre part la condition
i=2
I 2(||x]]) aF(x) < +=
{lx][=1]
implique que :
lim [ e([x|) aF, | (x) =0
n,m—+w —,—
n’m

et le lemme 3.1 nous donne
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lim [ ¢(K |[x]|) de(F, )(x) =0 |,
n,m—.oo —
n'm
condition qui implique aisément la convergence en probabilité de la
+®
séries T Xi vers une v.a., donc la loi est nécessairement une loi
i=1
de Poisson généralisée d'exposant F. =

Remarque : En toute justice dans la partie (:) de la démonstration

la suite (e(F_))
e, 'n
est étroitement convergente, mais cel implique en fait que (e(Fe))€>O)
t
est équitendue. En effet si e(Fe ) 251 pour tout 5>0 tel que
n

du théoreme 3.3, on a seulement vu que si sn::E

u(Kg) <5 .

Mais, puisque les e(Fa), €>0, divisent p et sont symétriques, on a
(lemme I.2 avec ¥=1 c)

K
s

sup e(F_)(°K,) < 2p(K;) < 28
>0

et donc F est une mesure de Lévy.

Ici encore dans de le cas ¢(t) = t¥ on peut énoncer :
Théoreme : Si pour toute mesure F sur E vérifiant (c) la condition
f Hx”p dF(x) < +o

{llxl|=1}

est suffisante pour que F soit une mesure de Lévy, alors E est de type

p-Rademacher.

On renvoie a [4] ou [6] pour une démonstration.
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