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§ 1. INTRODUCTION.

G désigne un groupc abélien localement compact, | son dual,
M= M(G) 1'algebre de convolution decs mesures de Radon bornées sur G,
et L= L1(G) est identifié a 1'idéal de M formé des mesures absolument
continues par rapport a la mesure de Haar de G. Les notations d'analyse
harmonique sont celles de [6], les groupes G et | étant notés multipli-
cativement.

Nous groupons au § 2 les définitions et résultats utilisés
sur le spectre A de 1'algebre de Banach M. En particulier nous étudions
les points critiques de 1'adhérence I de I' dans A, reprenant les résul-
tats de Dunkl et Ramirez [2] [3] et nous incluons une démonstration du
théoreme des idempotents de Cohen.

Au § 3, nous étudions les mesures quasi-idempotentes et au
¢ 4 nous caractérisons les mesures telles que u%€L1 soit fermé,
Glicksberg ayant démontré dans [4] que ces mesures sont quasi-

idempotentes.

§ 2. L'ADHERENCE DES CARACTERES FORTS DANS LE SPECTRE DE M(G).

2.1 Nous utiliserons les notations de [1] pour le spectre A de
1'algebre de Banach M. {i désigne la transformée de Gelfand de p€ M.
Pour n€ M, la restriction d'un caractere € A a Li(u), iden-
tifié a un sous-espace de M, définit un élément Xy de L™(p). A(p) dé-
signe 1'ensemble de ces restrictions.
Dans A, le conjugué et le module d'un caractere X, et le pro-
duit de deux caracteres y et ¥, sont définis de fagon que, pour tout

neEM,
) =y Ix] = Ix | et Xo) = ¢ .
Gy =xy o Ixly = Ixl et X9) =, @y

On définit une opération de A sur M de fag¢on que, pour Xy PEA et p,ve M,

Xbo= x, B s x(B¥v) = xp¥*yv

A N
(Pn) (x) = (xp) (@) = fi(ex) .
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Un caractere $€ A est positif si pour toute mesure v =0,
’3(@) est positif ; alors, pour toute mesure pe€ M, @u est positif.
L'ensemble A  des caracteres positifs est ordonné de
fagon que <V si et seulement si, pour v>0, %(9)<9%(y), ou, pour
wEM, (Pus \yu.

Un élément v de I' définit un caractere de M par la trans-
formation Fourier-Stieltjes : ﬁ(Y)=.fY dp, pour u &€ M. On appelle ces

caracteres les caracteres forts. En particulier 1€l est identifié a

1'élément 1 de A, tel que, pour tout PE M, 1u= 1 et ﬁ(1)=‘rdu.
Les caracteres forts sont de module 1. Inversement, si x € A est de
module 1, x n'est pas identiquement nul sur L1, donc est un caractere

fort.

2.2 Pour 1'étude des topologies sur A, on pourra se reporter a
[7], chapitre 5. (J.L. Taylor y présente A comme le dual §~d'un semi -
groupe S.)

La topologie faible de A est la topologie de Gelfand ; elle

correspond sur chaque A(p) a la topologie faible G(Lm(u),L1(u)).

Pour cette topologie, A est compact A+, et pour 9 ¢ A+ 1'ensemble

des caracteres de module < ¢ sont fermés ; la conjugaison est continue,
mais la multiplication est seulement séparément continue et x-olxl

n'est pas continue.

Proposition 1 : Si Xy = X et |xa|-.@ faiblement, on a |x|:§¢.

En effet, soit p=0 et £€ L () tel que fxuz Ixul et Ifl<1
A EPEAN . oA a
u(lxl) = (§;) (x) = lim(fp) (Xa) < lim u('xal) = u(e) .
Sauf mention explicite du contraire, la topologie considérée sur A

sera toujours la topologie faible.

La topologie forte sur A est définie par 1'opération de A

sur M : Xo, tend fortement vers x si, pour toute mesure 1}, HXQ“"X““
tend vers 0. Pour cette topologie, la multiplication et les applica-

tions X—f;, x-*lxl sont continues.

Proposition 2 : Si Xo, tend vers x faiblement, X tend fortement vers

%x dés que 1'une des hypothéses suivantes est vérifiée :
a) IXIE’IXaI t
b) x =X -



XXI-XXII.3

En particulier les topologies fortes et faibles co¥ncident

sur les parties de A formées de caracteres ayant le méme module.

Proposition 3 : Toute partie fortement fermée non vide de A+ admet

un élément minimal.

Ces résultats sont démontrés par J.L. Taylor [7]. Il définit
les points critiques qui sont les éléments minimaux des parties forte-
ment ouvertes et fermées de A+, et montre que ce sont les idempotents
hT construits ci-dessous. Nous n'utiliserons pas ce résultat, mais nous

ferons une construction analogue dans 1'adhérence faible de I' dans A.

2.3 Pour une topologie T de groupe localement compact sur G plus
fine que la topologie initiale, on note GT le groupe G muni de cette
topologie, et M(GT) la sous-algebre de M formée des mesures régulieres

pour cette topologie. Toute mesure de M admet une décomposition

ou v, appartient a M(GT) et v_ est étrangere a M(Gr)’ c'est-a-dire que
|vT|(K)= 0 pour tout compact K de la topologie T ; ces mesures forment

un idéal, et le projecteur Rl est un homomorphisme de M.

On définit un caractere hr de A par

h_ est un caractere idempotent.

Si ¢ appartient au dual TT de G, 1'application u-*ﬁt(@)
est un caractere de M, qui est de module hr' Les caracteres de module
h_ forment un groupe d'élément unité h_, isomorphe a TT (de méme que
les caracteres de module 1 forment un groupe identifié a ['). Sur ce
groupe les topologies forte et faible, ainsi que la topologie du dual

de GT, coi'ncident.

2.4 Notations : L'adhérence faible I de |" dans A est un semi-groupe

stable par conjugaison. On note f;::TYNA+ 5 si XE'T, IXI n'est pas en

général dans I, mais |x|2= XX € ?+ .
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Si h est un idempotent de T+, les caracteres de [ de module h

forment un groupe d'élément unité h, qu'on note I’ . Sur Fh les topolo-

h
gies forte et faible coincident (proposition 3).

Par analogie avec les points critiques de J.L. Taylor, on

définit

Définition : Soit hET:_un idempotent ; on dit que h est critique dans

T si h n'est pas limite de caracteres de T; strictement inférieurs

a h.

Dans cette définition, les convergences forte et faible

sont équivalentes. Il suffit (et d'ailleurs il faut) que 1'idempotent

h soit un élément minimal d'une partie fortement ouverte et fermée

de T’ .
_ 4+

Théoréme 1 : Les idempotents critiques dans I sont les caractéres h_
associés aux topologies T de groupe localement compact sur G plus fines

que la topologie initiale.

a) Soit h un idempotent critique dans T et 9¢ Fh y si @a_’@
avec @ae'F et l@als |¢| = h, la convergence est forte (proposition 3)

et on a aussi

lo 12—slol2-nh , le1%2<n , lo |2¢T
[0 4 o o +

donc |¢a|:=h pour o assez grand, c'est-a-dire @ae Fh'
Th est donc ouvert dans 1'ensemble compact des caracteres de T de module

inférieur ou égal a h ; Th est un groupe localement compact.

C. Dunkl et D. Ramirez [2], [3], ont caractérisé les groupes

localement compacts dans I, avec le résultat donné par le théoreme (le
groupe Fh est alors isomorphe a un groupe FT)- Nous en donnons une dé-

monstration plus directe.

b) Soit Gh le groupe dual de Fh' L'homomorphisme j: y— hy

de I' dans Fh est continu, d'image dense dans

*
Donc 1'adjoint j : Gh—*G de j est une injection continue.

Soit d'autre part Gg la mesure de Dirac en g€ G 3 pour x € A, X.ég est
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A
de la forme Kbg ; en intégrant on trouve A\ = 6g(x);40 puisque 6g est

inversible. Pour x,Vy& A, il vient

5 B ()b =5 (0D (Ve £ 0
XY+ b = 00, = 0,00 0,040, )

~

AN N .
¢85 (?) définit donc un caractere g continu sur lh -en particulier
A
& (h

g

g
) =1- et pour yeET

<g,i(y)> = gg(hy) - @g(h) @g(y) :’gg(y) - <gyy>
soit g= j*(g), ce qui montre que j* est surjectif.

j* est donc une bijection continue de Gh sur G 3 on identifie G
au groupe G muni de sa topologie T plus fine que la topologie initiale

de G.

h

c) Pour montrer h::hr’ il suffit de montrer que, pour PE M,
hu € M(Gr) et que, pour v¢€ M(GT), hv = v.
Soit LE€M ;3 comme hlu|= Ihul et que toute mesure absolument continue
par rapport a une mesure de M(Gr) est dans M(GT), on peut se restrein-
dre au cas ou P est positive. Alors la restriction de i a Fh est définie
et continue ; c'est donc, d'apres le théoreme de Bochner, la transformée
de Fourier-Stieltjes d'une mesure v¢ M(Gh). En identifiant G a G_

on a plongé M(Gh) dans M de fagon que, pour y¢€l,
N N "\
O(y) = SGi(y)) = Thy) = (h) (y) 3

alors hu=v¢ M(GT).

Inversement, soit vE€ M(Gr) et y —=h 3 hy -h, donc y, converge
vers l'unité dans la topologie induite sur I par j, qui est la topologie
sur I' duale de la topologie T sur G ; pour cette topologie ¥ est conti-

nue, et pour tout y€l
V(hy) = lim s(yay) = 9(y)

Donc v=hv, ce qui acheve de démontrer que h= hr'

d) 1I1 reste a montrer que, pour toute topologie T de groupe
localement compact sur G plus fine que la topologie initiale, 1'idem-
potent hT est un idempotent critique dans T.

Soit (I 1'ensemble des caracteres de T+ supérieurs ou égaux a h. 5 Q est
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fermé et 1€, donc (Q admet un élément minimal h 3 il est clair que
h2:;h et hze(), donc h est idempotent.

Soit U une mesure de probabilité dans L1(GT) ; si xe€T et si fi(yx) #£0,
la restriction de x a M(GT), non nulle sur L1(GT), est un caractere
fort de M(GT), et |X|;th. () est donc aussi 1'ensemble des caracteres
¢ de F+ tels que {i(®)£0 ; c'est un ouvert de T+, et h est critique.

Soient alors j: T—»Fh, g f—+FT et k: T —»FT les homomorphismes

définis par j(y)=hy, j_(y)=h_y et k(®) =hhttp ; ils sont continus et
sz ko j ; les adjointi de j et jT sont les identités continues Gh"G
et GT—+G ;3 1'adjoint k de k est donc 1'identité de GT dans Gh et est
continu ; gour montrer hT= h, il suffit d'apres ce qui précede de mon-
trer que k est un isomorphisme j; k est injectif et d'image dense
(adjoint de 1'identité) et il reste a vérifier que 1'image réciproque
par k d'un compact K de FT est un compact de fh ; soit K' le compact

de T

k" 1(K) est inclus dans K', et, si x€K', IhTXI =h_ donc [ | 2h_ 5 on
a alors hrs |x2|511, et, d'apres la définition de h comme élément mini-

mal de Q, |x|2= h ; x est donc dans [, , K' = k_1(K)-

h

k-l(K) est compact, ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.
Cette derniere partie de la démonstration (d) montre que

pour toute topologie T de groupe localement compact sur G plus fine

que la topologie initiale et pour toute mesure p &€ M, on a
i () ci(r) .

2.5 Dans la suite de ce paragraphe, nous étudions, pour une
mesure T idempotente -plus généralement pour une mesure dont la trans-

formée de Fourier-Stieltjes a ses valeurs entiéres, le semi-groupe I(T)

des restrictions a Ll(n) des caractéres de I, qui est aussi 1'adhérence
1 . .

pour la topologie o(Lw(ﬂ),L (M)) du groupe I'(1) des caracteres forts

dans Lm(ﬂ)-

A
Proposition 4 : Soit T une mesure telle que N(I')c Z ;

a) La topologie forte est discréte dans 1(T) ,
b) tout $€T(7) a son module idempotent |,
c) F+(n)= {¢cT(N) 3 20} est fini.
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A -—
a) On a encore N(I')cZ , et si @,y€1(T) avec P £V, 9T est
différente de V1 ; il existe donc un vyE€Ll tel que

Ve N A ~
[(en) (v) - Gy (] = Iney) -=myy) | = 1
donc fleti-ynl| = 1 .
b) Soit $€T(7M) ; il suffit de montrer que l@zl est idempotent ;
on peut donc supposer ¢ >0. Alors la suite (o™) converge fortement dans
T(7M), donc est stationnaire ; or si ¢n=‘9n+1 pour un n, il est clair que

® est idempotent.

c) On suppose que @a converge vers ¢ faiblement, avec

Lc>m,tpei”+(n) 3

1

| n A
fen-ee = [ (0-99 ) alnl = Inl (@) - Inl (9o ) —s0

A A
e n-ee nf = [ (e, -ee ) alnl = Inl (o )-Inl (eo ) —s0
donc H@n-mann-ao, la topologie faible (compacte) cofncide avec la

topologie forte (discrete) sur T+(ﬂ), qui est donc fini.

Le dernier argument montre plus généralement que pour un
idempotent ¢ de A les convergences forte et faible vers ¢ dans A+ sont

équivalentes.

['(N) est dense dans le groupe des caracteres de module 1 de
f(ﬂ), et celui-ci est discret car la topologie forte y co¥ncide avec
la topologie faible ; dans 1(1), tout caractere de module 1 est donc
un caractere fort.

Soit B le groupe support de T ; HLz {yE r, yﬂ::ﬂ} est le noyau

A
de la projection I'-T'(7) ; H est ouvert, donc H est compact.

On dira que T est une mesure élémentaire si 1 est le seul

élément positif non nul de I (7). L'ensemble des ®€ (1) tels que
ﬁ@?)f(h qui est compact, est alors contenu dans le groupe discret
I'(n) des caractéres de module 1 ;3 il est donc fini.

Dans ce cas, ﬂ est nul sauf sur une réunion finie de classes y HL ,

sur chacune desquelles ﬂ a une valeur constante nJE Z. On trouve donc,
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sim

H désigne la mesure de Haar de H,

T]=‘:'.n.y.mH .
1<jsk I 9

A
Dans le cas général T(I')cZ , pour tout ¢ET+(H), on définit

. ’ z . . 2 S
une partie élémentaire de T associée a ¥,

£ = (TT (9=y)1M = (@#-sup ¥ -
<P y<e

: s s s . s N 2\
€ est une combinaison a coefficients entiers de mesures V7, donc €

a ses valeurs entieres. €p est bien une mesure élémentaire, car tout

élément E)ET:(ELP) est la restriction d'un élément
eo de F+(T]) (si Y, = © dans T(s(p), et si 0

(yq) dans T(7), 6, = |91|2

1 est un point adhérent de

a aussi 0 pour restriction dans T ( etP) ) 3 et

- si eozq’, on a 90\;::4/ pour tout y=<¢¥, donc eos et =1,

(Pz E(‘P,
- sinon eo¢<¢ et eo((P- eotP)=0, donc eo€£p= O,—et 9=0.
o pour P¢€ 1"+('I]).

Cette décomposition de T en une somme finie de mesures élémentaires de

De plus, T est la somme de ses parties €

est celle du théoreme des idempotents de Cohen.

la forme X n. . m
iY;'n

Définition : On dit qu'une partie E de ' est un ensemble de Cohen si

E est le spectre de Fourier d'une mesure idempotente T, c'est-a-dire

E={yeT/MNy)£0}.

§ 3. MESURES QUASI-IDEMPOTENTES.

3.1 Définition : On dit gque la mesure L€ M est quasi-idempotente

si |ii(y)| 21 pour tout y€T tel que {i(y) #0.

I. Glicksberg étudie ces mesures dans [5]. Si P est une
mesure quasi-idempotente et E son spectre de Fourier, c'est-a-dire
E={y€e€T/f(y) #0}, on dit que E est un ensemble quasi-Cohen. Si ¥ ap-
partient a 1'adhérence E de E dans A, x est limite de caracteres yiE E,
et I1(x)]= limlﬁ(yi)l 21. Si x€T\E, x est limite de caractéres de
IF'\E et fi(x) = 0. Pour un caractere ¢ de I, la mesure Pp est quasi-

idempotente. En effet :
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Va
si ®YEE , [(on) (v) | = lfi(ey) | =2 1
— A\ .
si PYEZE, (op) (y) = fi(ey) = 0 .
Proposition 5 : Pour que le spectre de Fourier de la mesure quasi-

idempotente 1 soit un ensemble de Cohen, il suffit que p vérifie la
propriété suivante
Si XE.T et si T est une mesure idempotente tels que lxlzu
() et |x|2ﬂ aient méme spectre de Fourier, alors fi(y) et

A
Ti(x) sont tous deux nuls ou tous deux non nuls.

On suppose que la mesure quasi-idempotente p vérifie la

propriété (¥%).

Définition : On appelle A 1'ensemble des caractéres‘PET+ pour les-
quels il existe une mesure idempotente 7 telle que ®Pp et ?7 aient méme

spectre de Fourier.

On veut donc démontrer que 1 appartient a A. Pour un caractere
e A, on note n@ la mesure idempotente ¥7)]. Cette mesure est caractérisée

par son spectre de Fourier, qui est le méme que celui de 9Pp. De plus,
ﬂP'%: T](‘p .

Notation : Pour deux nombres complexes s et t, on écrira s~ t si s

et t sont tous deux nuls ou tous deux non nuls.

Ainsi, pour € A, et pour tout y€ T, u(@Y)aaﬂ@(y), et “(@1)"'n¢(x) pour
Pay

A ~
tout X €T. En particulier, si @,V€ A, ﬂ¢(VY)«.u(¢¢Yﬁ~:ﬂw
y€TL, donc

(?Py) .pour tout

\l/'n(_p = ('p'n\lf *
Lemme 1 : Soit h un idempotent critique dans T<; on suppose que tout
caractére'@ET+ strictement inférieur a h appartient a A. Alors h€ A .

Soit A, = {‘PGT+ ; ®<hl}. On suppose Ay S A

a) Pour une mesure idempotente T, 1'ensemble des 9¢ Ah tels

que npz T est ouvert dans Ah.
En effet, si cette propriété était fausse, il existerait ¥€ Ah, avec

My="T, (¢ ) dans A, et (y ) dans I tels que
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¢ —> ¢ A( 1
o et 1 q)ochc) £ n(ya) .

A N
Pour o assez grand, @aﬂ=‘Pﬂ= N (proposition 4), donc ﬂ(ya)z ﬂ(@aya) H

on peut supposer @aya—»xE'F, de sorte que
R N
ily) £ n(x) .

D'apres la proposition 1, on a |xls lim l@a ya|=<P, donc |x|2:s@.
|x|2 est dans A,, et la projection de ¥ dans T(7 2) est égale a 1,
Ix |
car elle est supérieure ou égale a celle de |X|2 (et |X|2 1 o= il
x|

9

2
x|

donc

il = 9 2 = lez n s
[x |

2
x|

~ N 2
u(lxlz v) ~ NCIxI< ) pour tout yeI .
" A N N
Alors {i(yx)~ M(x) d'apres 1'hypothese (¥*), ce qui est contradictoire.

b) Ah est compact, puisque h est critique, et il n'existe

donc qu'un nombre fini de mesures ﬂ@ distinctes.

Pour ¢,yY€ A, on a vu Wﬂw=<9n¢’ c'est-a-dire que ﬂ@ et nW ont la méme

partie dans PMN YM. On va construire une mesure idempotente T telle

que, pour tout PE Ah ’ T](P=€PT] .

Soit, pour WE.Ah, EW la partie élémentaire

| I (y-0)7n, -

€ =
\J v
emn, #
Ty Ty
Avec les notations de 2.5, c'est la partie élémentaire de nW associée

~ ' ’ ’ - 3 - - 3
a 1'élément 1 de F+(ﬂ ). Mais si e et WHQ_.HW, EW est aussi la

v

partie élémentaire de ﬂw associée a |, avec alors e, =€, . Par contre,
si ﬂwf Wﬂ@::@ﬂw , la projection de ¢ dans'T+(nW) est strictement infé-
rieure a 1, et @ew=:0.

Pour 9 ¢ Ah’ toutes les parties élémentaires de ﬂ@ sont de la forme ¢

i

pour un Y€ A on a en tout un nombre fini de mesures €, 2 distinctes ;

h?
soient E 1+ 1€ Ces mesures et M = E €. 3 pour tout @GEAh,

1<j<n
2]
T](.P = 2 Ej = § (-PEJ = (PT]' -
wejzej 1<j<n
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TN' est une mesure dont la transformée de Fourier-Stieltjes a ses valeurs
entieres ; on peut la remplacer par la mesure idempotente T telle que

- - ~ A _
() 10) ='ﬁ' 1(0), donc M(x)~ T'(x) pour tout xcT, et
~ A A A
BOY) ~ Nly) ~ MO ~ T(om)
pour tout ®¢ ./\.h et tout yel.

. Lol "

c) Soit 2= {xehl ; {(x)LN(x)} ;

C'est un ensemble compact ouvert dans hl.
. 2 . N ~ 2 0N 2
Si x€ hl et Ixl<h, Ix|“ appartient a A, 5 donc ACx Iy ~nClxI= ¥)
~ ~ ~ A

pour tout y€ I, et d'apres 1'hypothese (¥*), fi(x)~TN(x). Donc ¢ est
inclus dans Fh= {xeT 3 Ixl=n}.

D'apres le théoreme 1, si Gh est le groupe dual de Fh ’
M(Gh) se plonge dans M de fagon que la transformée de Fourier-Stieltjes
(sur I'h) d'une mesure V€ M(Gh) co¥ncide avec la restriction de ¥ a
r .
hCA .
Soit alors €, la mesure élémentaire dans L (Gh) telle que pour tout

h
vel,

=0 si ‘YE ¢ ’
"~ . @
e, (¥) =1 si y€E® et TM(y) =0
A
= -1 si y€? et T(y) =1 .

T]hz mn+ € est une mesure idempotente telle que, pour tout vy¢€ r,
~ N
i(hy) ~ ﬂh(hy)

Donc h appartient a A, et le lemme 1 est démontré.

3.3 a) N\ est fortement ouvert et fermé dans T+ .

Soit (‘Pa) une suite généralisée dans '11 convergeant fortement vers @ETJ,;
pour un réel €>0, on a pour o assez grand H‘Pau- QPuH< €, donc pour

tout ye I, h’l(ﬁPay) -fi(ey) | < e. Ceci implique que pour o assez grand
ﬁ(@ay) ~ f(eY) pour tout y€ I

- Si ?€ A, on a aussi ¥ T =®7N, =T, pour oo assez grand, et
) A o P @ P
L(®,¥) ~ My(y) pour tout yel, donc @ €A.
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A N\, -
- Si ¢ €A, T](pl(O) = ((Pau) 1(O) est stationnaire, T, est une mesure
o o
idempotente fixe T pour o assez grand, avec (Pale N donc 9N =T, et, pour

. . A
tout yel, u(@Y)Nu(ﬂpay)~'ﬂ(y) 3y donc 9€ A .

b) Si A n'est pas T+ tout entier, il existe un élément mini-
mal ¢ dans 1'ensemble fortement fermé T+\A- Si ¢ est un idempotent,
il est critique dans ' puisque A est aussi fortement fermé : d'apres
le lemme 1, € A, ce qui est absurde.
Si ® n'est pas idempotent, Q{)2<¢P, donc @26 A, et il existe une mesure

idempotente 7 telle que pour tout ye&€Tl

N
8920 ~ 0%y .

On peut appliquer 1'hypothese (%), pour a €[, a x = %a, |X|2=(92 y on
trouve encore fL(iPoc)rv{l\]((Poc) pour tout o€, et donc ¥P€ A.

A est donc T+ tout entier, en particulier 1€ A, et il existe
une mesure idempotente T telle que

a=1 AN-1

v (0) = n (0) 9
ce qui acheve la démonstration de la proposition 5.

3.4 Corollaire 1 : Si E et ' \E sont des ensembles quasi-Cohen,

E est un ensemble de Cohen.

Soient p et v deux mesures quasi-idempotentes dont le spectre
de Fourier soit respectivement E et '\ E. Nous allons montrer que la
mesure | vérifie 1'hypothese (%) de la proposition 5.

Soit ¢€T. Comme p#* v=0, Pp*Pv=0. D'autre part, pour tout veT,

I + v)*(y) | =1. Donc pour tout yve T, [(Pp+9v)™y)| = 1. Les spectres
de Fourier de Pu et ®v sont donc deux parties complémentaires de I'.
Soit x un caractere de -f, T une mesure idempotente et supposons que
|x12u et lxlzﬂ ont méme spectre de Fourier.

Alors |x|2u* |x|2T]= lxlzu, donc |x|2(u*'ﬂ—u) =0, x(u¥M=-1)=0 et

X ¥ XM= X Le spectre de Fourier de xyp est donc inclus dans celui de

X T- D'autre part, le spectre de Fourier de |x|2v est complémentaire

de celui de |x|2u, donc ne coupe pas celui de |x|2’ﬂ et |x|2v* |X|2’ﬂ_—_0;
donc lez(v*'ﬂ) =0, x(v¥*#T)=0 et xv* xT=0. Le spectre de Fourier de

xV ne coupe pas le spectre de Fourier de 7. Le spectre de Fourier de
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de yp étant le complémentaire de celui de xv, il contient donc celui
de xT1 -
Finalement yu et xT ont méme spectre de Fourier, et p vérifie 1'hypo-

these (%).

§ 4. u**L1 EST-IL FERME ?

4.1 Dans ce paragraphe, nous démontrons une conjecture de

Glicksberg [4] :

Théoreme 2 : Si u**Ll est fermé, il existe une mesure idempotente
NeM telle que u*‘L1=:ﬂ3*L1, et 1 est la convolvée de la mesure T| et

d'une mesure inversible.
I. Glicksberg a commencé 1'étude de ce probleme dans [4].
Nous utilisons essentiellement ses théoremes 1.4 et 1.6 et corollaire

1.5 résumés dans la proposition suivante :

Proposition 6 : Soit pe M. u*‘Ll est fermé si et seulement si p*M

est fermé. Alors :
a) il .existe €>0 tel que I'L/L\(y)l 2 € pour tout y€ 1 tel que {i(y) £0 ;
b) u*L1 est 1'idéal des fonctions de L1 dont la transformée de
Fourier est nulle sur ﬁ’l(o) 3
c) u¥*Mest 1'idéal des mesures de M dont la transformée de Fourier-

Stieltjes est nulle sur ﬁ'l(o).

Corollaire : Si u*‘Ll est fermé, et si le spectre de Fourier de p
est un ensemble de Cohen, 1 est la convolvée d'une mesure idempotente

et d'une mesure inversible.

Soit en effet T la mesure idempotente ayant méme spectre de
Fourier que p. D'apres la proposition 6 c), € n*M et il existe VEM
avec 1 ¥ v="T. Soit A=+ (6 -T). Alors A est inversible, car
AR (M*Vv+d=-T)=0 et N*A=1n.
Si u**Ll est fermé, d'apres la proposition 6, 1 est quasi-idempotente
(a la multiplication par une constante pres). Dans la partie technique
qui suit, nous montrons que 1 vérifie 1'hypothese de la proposition 5.
Alors le spectre de Fourier de u est un ensemble de Cohen, et le

théoreme 2 se déduit du corollaire de la proposition 6.
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4.2 Pour la démonstration du théoreme 2, dans ce paragraphe et
le suivant, on considére une mesure L de M telle que u*L1 soit fermé.
Nous conservons la notation du § 3 :

Pour deux nombres complexes s, t, on écrira s~ t si s et t

sont tous les deux nuls, ou tous les deux non nuls.

Dans la démonstration du lemme qui suit, on utilise des pro-
duits de Riesz, avec les définitions et les résultats de G. Brown [1] ;
nous rappelons simplement les propriétés qui interviénnent ici.

Soit L un groupe abélien compact, m, sa mesure de Haar ; une

L
suite (yn)n21 d'éléments # 1 de L est dite dissociée si, pour toute

suite sl,...,sn d'entiers de valeur absolue < 2,

€
k
Yk =1
1<ks<n
€
si et seulement si Y = 1 pour 1<k<n.

Pour 0<r<1/2, si la suite (yn) est dissociée, le produit
| I (1-+ryn-+ryn). m,
nz1

converge vaguement dans M(L) vers une mesure de probabilité P appelée

produit de Riesz. Les Yn sont appelés les lettres et les produits finis

€ .
I | ykk avec Iskls 1, sont appelés les mots du produit de Riesz ;
1<k<n

la longueur d'un mot est le nombre d'exposants non nuls qui y figurent.
Pour y€ L, f(y) est non nul si et seulement si y est un mot,

avec alors O<’P\(y) < 2r.

Pour tout caractere ¢ de M(L) adhérent a la suite (yn), d'apres [1],

¢  est une constante non nulle. Alors, pour le caractere

h= VP|°= lim I@IE (pour la définition de ces caracteres, on pourra se
e-0

reporter a [1]), on a hp: 1. Par contre, comme y tend vers 1'infini

=0, hm

dans ﬁ, on a Pm =0, et ho=0 pour toute mesure o absolument

L L
continue par rapport a my .
Si L est un sous-groupe compact de G, on dira que la suite (yn) dans [

A . L ] . 7
est dissociée sur L si sa projection dans L=/ L est dissociée. On

a alors les mémes propriétés pour le produit de Riesz construit sur L,
un caractere ¢ adhérent a la suite (y,) dans T, et 1l'idempotent
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3.2 Lemme 2 : Soit XGIT y si ﬁ(lxzﬁwﬁ 0 pour tout y€!l, on a
i(x) £ 0.

a) On suppose {i(yx) = 0.

On construit par récurrence une suite (v ) dans [' de facon que, pour
Y gon q

n>1
tout n=1 et pour tout p<n,

( A

ﬁ(yn ;p v) £ 0 et ﬁ(vn Yp v) A0

(1) <
pour tout vy appartenant a 1'ensemble
{ l I Yk H 'Ekl < 3} .

Soit en effet y —x (yaé [') ; on suppose construits pour n<q des termes

v, satisfaisant les conditions (I) et tels que, pour tout n<q et tout
n

YeAn )
ﬁ(;n xvy) A0 et ﬁ(yn Xy A0 .

Pour o assez grand, O étant isolé dans OU{(T), on a pour n<q et v€ An’
ity ) =0, iy, v, y);éo et Ay v, y);éo-
De plus y x et Yo, x convergent vers lx [, et, ﬁ(|x2|y) étant non nul pour

tout v, on a aussi pour o assez grand, pour tout y¢ Aq,
Ay, xv) £0 et Uy Xy £0 .

On peut donc choisir Yq parmi les Yo satisfaisant les conditions (I)
et la condition supplémentaire ci-dessus.
Dans la suite,on extrait des sous-suites de (yn) -les conditions (1)

restent vérifiées- sans changer la notation.

b) On suppose que Y, converge faiblement dans I(p) vers
feT(n), et que, pour toute suite (pn) telle que n< P s -\?n Yp vers
lsz dans T(q)- n
C'est possible si le compact I (p) est métrisable, quitte a prendre une

-_— 2 —
sous-suite : si Yn tend vers f, ynf tend vers [f7] et YnYp tend vers

Q;f pour n fixé.
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Dans le cas général, soit I'' le sous-groupe fermé de I' engendré par les
Y,» G' son duil et u'mla projection de p dans M(G'). Ll(u') est un
quotient de L (pn) 3 L (n') s'identifie a un sous-espace faiblement
fermé de L (p), et T'(n') au semi-groupe fermé de I (u) engendré par

les Y, Or ['' est séparable, ['' est total dans Ll(u') qui est donc
séparable, et la boule unité de L”(p') est faiblement métrisable.

Les Yn sont donc contenus dans un sous-semi-groupe compact métrisa-

ble de T(n), et on peut extraire des sous-suites convergentes comme

précédemment.

c) On définit un sous-groupe fermé de G, L par

a—l

= {yel; Sl = v o3 .

L
L est un sous-groupe ouvert de I' car 0 est isolé dans OU {i(I), et {

est uniformément continue j; donc L est compact.

Quitte a prendre une nouvelle sous-suite, on pourra supposer
L L
1 - Si Yi tend vers 1'infini modulo L , yiz An L
2 - sinon, que yi est constant modulo L .

Soit alors, pour nz=1, en=’Y2n+1 Yon

La suite (en) est dissociée sur L. Soit en effet

€
6 = ekk ,
1<k<n
€
n L
avec |sk|s2 pour 1<k<n ete ;41 modulo L .
- Si Is | = 2, y2" [ ] e est dans A, , et 1'hypothése

1<k<n
faite dans le cas 1 montre que 6 n' est pas dans L y dans le cas 2,

les en ont tous leurs carrés dans L et on n'a pas a considérer
|€l=2.

n N .

- Si |€n|= 1, et si 9 était dans L , on aurait, d'apres la défini-

tion de ce groupe fi(y)~{(y6) pour tout y€I. Or ﬁ(yl)z 0

€
k
Yq ' | (Y2k+1 Yor) = € Aon
1<k<n
donc - e
- ®k
wly 0) = u((Y:am1 Vo) Y1 T | (ogyq Yo ) ) A0 -

1<k<n

d) On peut donc construire sur L le produit de Riesz

||(1+2" p+2‘"5).mL

p=1 p



XXI-XXITI.17

e . o~
L'ensemble des zéros de i dans ', et celui de Pn, sont des
L
réunions de classe modulo L . On va montrer qu'il n'existe qu'un nombre

fini de ces classes sur lesquelles { est nulle, mais (?; Pn)A non nulle.

— A — - "
En effet, si (y_ pn)A(y)rzpn(yn y)#0, y vy est modulo L un mot de p_

qui s'écrit

£
- k
T & Yor) avec le l<1, le =1 .
rekep 21 Y2k k p
Si n< 2p,
@= vy TT (rgpq vg) o € Aop
ot 1=k<p

[
ly) ~ ﬁ((VZP+1 Yap) Pa)y£o .

Donc, si fi(y) =0 et (Vn pn)A(Y)f(L ;;Y est dans la classe d'un mot de
pn de longueur < n/2 ; le nombre de ces classes est au plus 3n/2,

-— L
et pour chaque vy, sauf si ynye L,

- N 1-n
I, v ) < 2 .

-

On définit donc une mesure o € L1(L), de norme < 2, par

— A —
. A a

la somme étant prise pour 1'ensemble des y€L=I/L tels que § s'annule

sur la classe modulo L définie par vy.

Soit enfin

WL =Y, pn— on .
&n(y) est nul sur ﬁ—l(O) ; donc w_ est dans p* M, et il existe pour
tout n une mesure A_ telle que w_=u¥* A .

n n n
De plus, les mesures W, ayant toutes leur norme < 3, on peut, d'aprés
le théoreme de 1'application ouverte de Banach, choisir les Kn de norme

uni formément bornée par une constante A.

e) Soit ¢ un caractere adhérent a la suite (en) dans T,

et h=19|%°€ A. On sait (3.1) que
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donc hwn:'yn pn et en particulier

N - A )
B (hy ) = (3 o)y ) =1 .

D'autre part h est un idempotent = o, et @uz 'le d'apres b) ; donc

h f=1f, et
B

lim {i(hy ) = [ h, f dp = [ faw=0 .
Or, pour tout n et pour tout caractere V€ A,

5 (D1 = 18~ W1 < alal
donc
lim o (hy ) =0 .

On obtient donc une contradiction.
4.3 Corollaire : Soient H un sous-groupe compact de G, et x un carac-
tere appartenant a HJ., 1'adhérence dans A de 1'orthogonal H de H.

- 8i, pour tout yGH-L, ﬁ(lx'zy)fo, alors {i(x) # 0.

- Si, pour tout yEH-L, ﬁ(|x|2y)=0, alors fi(yx) = O.

Soit my la mesure de Haar de H. XMy = My et si ﬁ(lxlzy)= 0
Jo
pour tout y€H ,mH* |x|2u= |x|2(mH*u) = 0. Alors x(mH*u) =0, et
(mH'* u)n(x) = ﬁH(x)ﬁ(x) = ﬁ(x) = 0.
D'autre part, 1l'algebre M(G/H), quotient de M, s'identifie

a la sous-algebre m ¥ M de M, 1'image d'une mesure v de M étant iden-

H ;
tifiée a m  %* v. mH**u**M est fermé, car la convolution par m, est un

projecteuere ¥ M 3 si p' est l'image de p dans M(G/H), u'*?M(G/H)
est donc fermé.

La projection de M sur M(G/H) induit une inclusion du spectre
de M(G/H) dans A, HL étant 1'image du groupe.(G/H)A des caracteres
forts de M(G/H) ; XE;;I est 1'image par cette inclusion d'un carac-
tere x' € (G/H)A. | A

Alors, si ﬁ(lx|2y)£ 0 pour tout yé€ HL, u' et x' satisfont

les hypotheses du lemme 2 sur G/H, et fi(y) =1"'(x')£0.

Lemme 3 : Soient XE.f et T une mesure idempotente de M tels que,

R ~ ~ ~
pour tout y€ T, u(lxlzy)A,ﬂ(|x|2y). Alors p(y)~ M(x).
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D'aprés 1'étude de I' (1) en 2.5, la projection de x dans I'(T)
est de module idempotent, et la projection de x dans r(|x|2ﬂ) est de
module 1, donc appartient au groupe discret l(lxlzﬂ) ;3 1'orthogonal
HL du groupe-support H de lxlzﬂ est le noyau de la projection
I\af(|x|2n), et il existe un Y, € ' tel que

X € yoilL et ﬁ(x) = (lxlzﬂ)A(yo) ~ ﬁ(|x|2 yo)

L
ﬁ(|X|2Yo’Y) est toujours nul ou toujours non nul pour y€H , et on

. - T
peut appliquer le corellaire précédent a By =Y H et XOZ'YOXGEH

N 2 N 2 N
nly) = uo(xo) ~ uo(lxol ) = u(|x| Yo) ~ Nlx) .
Ainsi u vérifie 1'hypothese de la proposition 5, ce qui acheve la

démonstration du théoreme 2 d'apres les remarques du § 4.1.

L'essentiel des résultats de cet exposé fait partie d'un

article des auteurs a paraitre aux Annales de 1'Institut Fourier.
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