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XXI-XXII.1

§ 1. INTRODUCTION.

G désigne un groupe aboli on localement compact, 1 son dual,

M = M(G) l’ algèbre de convolution des mesures de Radon bornées sur G,

et L (G) est identifié à l’idéal de M formé des mesures absolument
continues par rapport à la mesure de Haar de G. Les notations d’analyse

harmonique sont celles de [6J, les groupes G et 1 étant notés multipli-

cativement.

Nous groupons au § 2 les définitions et résultats utilisés

sur le spectre A de l’algèbre de Banach M. En particulier nous étudions

les points critiques de l’adhérence r de r dans A, reprenant les résul-

tats de Dunkl et Ramirez [2J [3] et nous incluons une démonstration du

théorème des idempotents de Cohen.

Au § 3, nous étudions les mesures quasi-idempotentes et au

§ 4 nous caractérisons les mesures telles que soit fermé,

Glicksberg ayant démontré dans [4] que ces mesures sont quasi-

idempotentes.

,

§ 2. L’ADHERENCE DES CARACTERES FORTS DANS LE SPECTRE DE M(G).

2.1 Nous utiliserons les notations de [1] pour le spectre A de

l’algèbre de Banach désigne la transformée de Gelfand de liE M.

Pour p E M, la restriction d’un caractère x E ù à L1(1l), iden-

tifié à un sous-espace de M, définit un élément X 
il 

de L 00 (11). dé-

signe l’ensemble de ces restrictions.

Dans ~, le conjugué et le module d’un caractère x, et le pro-

duit de deux caractères x et ~P, sont définis de façon que, pour tout

1.1E M,

On déf i ni t une opération de A sur M de façon que, pour x, W É A et 11, v E ~1,
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Un caractère est positif si pour toute mesure V&#x3E;0,

est positif ; alors, pour toute mesure pE M, (P 
il 

est positif.

L’ensemble A des caractères positifs est ordonné de 
-

façon que .p", si et seulement si, pour 0, 1(W) 1(]), ou, pour

6 M P j .’ Ti .

Un élément y de I définit un caractère de M par la trans-

formation Fourier-Stieltjes : pour llE M. On appelle ces

caractères les caractères forts. En particulier 1 E r’ est identifié à

l’ élément 1 de 0, tel que, pour tout l1E M, 1 _ 1 et 11(1) = f dl1.
Les caractères forts sont de module 1. Inversement, si x E p est de

module 1, X n’est pas identiquement nul sur L, donc est un caractère
fort.

2.2 Pour l’étude des topologies sur p, on pourra se reporter à

[7], chapitre 5. (J.L. Taylor y présente p comme le dual S d’un semi-

groupe S.)

La topologie faible de à est la topologie de Gelfand ; elle

correspond sur chaque à la topologie faible 

Pour cette topologie, p est compact ; p+, , et pour WE ù l’ensemble
des caractères de môdule  (P sont fermés ; la conjugaison est continue,

mais la multiplication est seulement séparément continue et x- ÎXÎ
n’est pas continue.

En effet, soit 0 et tel que

Sauf mention explicite du contraire, la topologie considérée sur A

sera toujours la topologie faible.

La topologie forte sur à est définie par l’opération de A

sur tend fortement vers X si, pour toute mesure 11, 

tend vers 0. Pour cette topologie, la multiplication et les applica-

ti ons Î sont continues.

Proposition 2 : Si Xa tend vers X faiblement, Xa tend fortement vers

X dès que l’une des hypothèses suivantes est vérifiée :
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En particulier les topologies fortes et faibles coïncident

sur les parties de A formées de caractères ayant le même module.

Proposition 3 : Toute partie fortement fermée non vide de A admet
un élément minimal.

Ces résultats sont démontrés par J.L. Taylor [7]. Il définit

les points critiques qui sont les éléments minimaux des parties forte-

ment ouvertes et fermées et montre que ce sont les idempotents
+

h T construits ci-dessous. Nous n’utiliserons pas ce 
. 

résultat, mais nous

ferons une construction analogue dans l’adhérence faible de F dans A.

2.3 Pour une topologie T de groupe localement compact sur G plus

fine que la topologie initiale, on note G L le groupe G muni de cette

topologie, et M(G ) la sous-algèbre de M formée des mesures régulières
r

pour cette topologie. Toute mesure de M admet une décomposition

où p. appartient à et v~ est étrangère à M(G ), c’est-à-dire que

pour tout compact K de la topologie T ; ces mesures forment

un idéal, et le projecteur li- liTest un homomorphisme de M.

On déf i ni t un caractère h de A par

h est - un caractère idempotent.

Si (9 appartient au dual F de G~ , l’application 

est un caractère de M, qui est de module h . Les caractères de module
r

h forment un groupe d’élément unité h , isomorphe à F (de même que

les caractères de module 1 forment un groupe identifié à F). Sur ce

groupe les topologies forte et faible, ainsi que la topologie du dual

de G , coi’ncident.
r

2.4 Notations : L’adhérence faible 1 de r dans A est un semi-groupe

stable par conjugaison. On note n’est pas en

énéral dans -r 1 mais Ix12= XXEf . .X +
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Si h est un idempotent de 1 , les caractères de r de module h

forment un groupe d’élément unité h, qu’on note 1 " Sur F les topolo-
gies forte et faible corncident (proposition 3).

Par analogie avec les points critiques de J.L. Taylor, on

définit :

Définition : Soit hEf+ un idempotent ; on dit que h est critique dans

F si h n’est pas limite de caractères de«7 strictement inférieurs
2013 +

à h.

Dans cette définition, les convergences forte et faible

sont équivalentes. Il suffit (et d’ailleurs il faut) que l’idempotent

h soit un élément minimal d’une partie fortement ouverte et fermée

de 1’ .

Théorème 1 : Les idempotents critiques dans-f sont les caractères h 
T

associés aux topologies T de groupe localement compact sur G plus fines

que la topologie initiale.

a) Soit h un idempotent critique dans 1 et 1 ; si IP ex"""’4&#x3E;
avec (P ex. E r et I(Pa1 1 IW 1 = h, la convergence est forte (proposition 3)

et on a aussi

donc 1 (P 
a 
( h pour a assez grand, c’est-à-dire (P ce E F . ha, ah 

_

h est donc ouvert dans l’ensemble compact des caractères de 1 de module
inférieur ou égal à h ; rh est un groupe localement compact.

C. Dunkl et D. Ramirez [2], [3], ont caractérisé les groupes

localement compacts dans F, avec le résultat donné par le théorème (le

groupe ~h est alors isomorphe à un groupe Nous en donnons une dé-

monstration plus directe.

b) Soit Gh le groupe dual de l’h LI homomorphi sme y--* hy
de r dans rh est continu, d’image dense dans

i~

Donc l’ adjoint j : t Gh -t G de j est une injection continue.
Soit d’ autre part b 

g 
la mesure de Dirac en g E G ; pour x E A, X-5 

g 
est
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A
de la forme Bô ; en intégrant on trouve X = 6 (x) / 0 puisque 6 

g 
est

g g g
inversible. Pour i 1 vient

définit donc un caractère g continu sur rh -en particulier

5 (h)=l- et pour yEf’

rv oi/1 
soit g=,j (g), ce qui montre que j est surjectif.

if-

j est donc une bijection continue de Gh sur G ; on identifie Gh
au groupe Q muni de sa topologie r plus fine que la topologie initiale

de G.

c) Pour montrer h = h , il suf f i t de montrer que, pour 11 E M,
T

hl1 E M( G ) et que, pour ), hv = v.
r r

Soit 1-1 E M ; comme h ’1-1’ = !hpJ 1 et que toute mesure absolument continue

par rapport à une mesure de M(G ) est dans M(G ), on peut se restrein-
T T

dre au cas où 1-1 est positive. Alors la restriction de $l à rh est définie
et continue ; c’est donc, d’après le théorème de Bochner, la transformée

de Fourier-Stieltjes d’une mesure V E M(G ) . En identifiant Gh à G ,
on a plongé M(Gh) dans M de façon que, 

alors hll = v E M( G~ ) .
Inversement, soit et y - h ; hy - h, donc converge

vers l’unité dans la tôpologie induite sur r par j, qui est la topologie

sur F duale de la topologie T sur G ; pour cette topôlogie v est conti-

nue, et pour tout -yE l’

Donc v= hv, ce qui achève de démontrer que h - h .
1"

d) Il reste à montrer que, pour toute topologie T de groupe

localement compact sur G plus fine que la topologie initiale, l’idem-

potent h i est un idempotent critique dans F.

Soit 0 l’ensemble des caractères de 1 supérieurs ou égaux à h T ; 0 est
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fermé et 1E 0, donc 0 admet un élément minimal h ; il est clair que

h2::=;; h et h2 E 0, donc h est idempotent.

Soit p une mesure de probabilité dans L1(G ) ; si xE r et si p.()()/0,
la restriction de X à I~(G~), non nulle sur Ll(G 1" ), est un caractère

fort de M( G ) , et 1 xl ( ¿ h . 0 est donc aussi l’ ensemb le des caractères
_ 

r r 
_

P de F 
+ 

tels que 1l()f. 0 ; c’ est un ouvert de 1 , , et h est critique.
+ +

Soient alors j : et k : homomorphismes
r T r

définis et k(P) = h P ; ils sont continus et

j = k 0 j ; les adjoints de j et j sont les identités continues G
T 

3 
T M

et G - G ; l’ adjoint k de k est donc l’ identité de G dans Gh et estr . r

continu ; pour montrer h =h, il suffit d’ après ce qui précède de mon-
# 

trer que k est un isomorphisme ; k est injectif et d’image dense

(adjoint de l’identité) et il reste à vérifier que l’image réciproque

par k d’un compact K de 1 est un compact de rh ; soit K’ le compact

de r

k-1(K) est inclus dans K’, et, si XEKI, lh TXI = hT donc on
T T L

a alors h T S tB Sh, et, d’après la définition de h comme élément mini-
mal donc dans 1 K’ = k-1(K) -
k (K) est compact, ce qui achève la démonstration du théorème 2.

Cette dernière partie de la démonstration (d) montre que

pour toute topologie T de groupe localement compact sur G plus fine

que la topologie initiale et pour toute mesure liE M, on a

2.5 Dans la suite de ce paragraphe, nous étudions, pour une

mesure ~ idempotente -plus généralement pour une mesure dont la trans-

formée de Fourier-Stieltjes a ses valeurs entières, le semi-groupe F(~)
des restrictions à L1(~) des caractères de r, qui est aussi l’adhérence

pour la topologie du groupe des caractères forts

dans 

-
Proposition 4 : Soit ’ une mesure telle que 

a) La topologie forte est discrète dans 1(l~) ,
b) tout r(T)) a son module i dempotent ,

c) 1 + (’~) _ ~~Q E ~~(1~) ; est fini.
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/B - _

a) On a et si avec 4&#x3E; t, est

différente de "’11 ; il existe donc un y(: i tel que

donc

b) Soit il suffit de montrer que ~P2 ~ 1 est idempotent;

on peut donc supposer &#x3E; 0. Alors la sui te (4)n) converge fortement dans

donc est stationnaire ; or pour un n, il est clair que

4&#x3E; est idempotent.

- 

c) On suppose que converge vers 4&#x3E; faiblement, avec

donc T)))-*0, la topologie faible (compacte) coïncide avec la

topologie forte (discrète) sur 1 ( 1~ ) , qui est donc fini.

Le dernier argument montre plus généralement que pour un

idempotent W de A les convergences forte et faible vers W dans A sont
équivalentes.

f(l1) est dense dans le groupe des caractères de module 1 de

et celui-ci est discret car la topologie forte y coïncide avec

la topologie faible ; tout caractère de module 1 est donc

un caractère fort.

Soi t H le groupe support de TI ; H .L. = [ y Er; yll = 1)} est le noyau
à ,-

de la projection H est ouvert, donc H est compact.

On dira que 11 est une mesure élémentaire si 1 est le seul

élément positif non nul de il’l) . L’ ensemble des tels que
A

qui est compact, est alors contenu dans le groupe discret

des caractères de module 1 ; il est donc fini.
/B à

Dans ce cas, 11 est nul sauf sur une réunion finie de classes y.H , ,
m J

sur chacune desquelles T) a une valeur constante On trouve donc,
J
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si mH désigne la mesure de Haar de H,

Dans le cas général pour tout + (~), on définit

une partie élémentaire associ ée 

E est une combinaison à coefficients entiers de mesures B)/, donc É
W , W

a ses valeurs entièr es. e est bien une mesure élémentaire, car tout

élément 8Ef+(Etp) est la restriction d’un élément 
..-

8 de ’ (’ ) (si y -ta dans et si 9 est un point adhérent de
o + a 

2 
y 1

dans S o = l a aussi 0 pour restriction dans et

- pour tout ~ s °, donc et 6 = 1,
- sinon et 8 «(() - e q» = 0, donc 

o 00 0 f

De plus, 11 est la somme de ses parties pour r+ (’ ) .
Cette décomposition due en une somme finie de mesures élémentaires de

la f orme E n . y . m est celle du théorème des i dempotents de Cohen.J J H _._- ..

Définition : On dit qu’une partie E de I" est un ensemble de Cohen si

E est le spectre de Fourier d’une mesure idempotente ~, c’est-à-dire

..

§ 3. MESURES QUASI-IDEMPOTENTES.

3.1 Définition : On dit que la mesure p E M est quasi-idempotente

si 1 pour tout y E 1 tel q.ue Îi(Y) / 0.

I. Glicksberg étudie ces mesures dans [5]. Si li est une

mesure quasi-idempotente et E son spectre de Fourier, c’est-à-dire

on dit que E est un ensemble quasi-Cohen. Si x ap-

partient à l’ adhérence E de E dans A, X est limite de caractères y. 1 E E,
et 1 = 1. Si X est limite de caractères de

1

rBE et = 0. Pour un caractère 4&#x3E; de «7, la mesure est quasi-

idempotente. En effet :
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si q

si q

Proposition 5 : Pour que le spectre de Fourier de la mesure quasi-

idempotente li soit un ensemble de Cohen, il suffit que li vérifie la

propriété suivante :
/ 

Si X E r et si 11 est une mesure idempotente tels que X
(°F) et Ix1211 aient même spectre de Fourier, alors et

A

sont tous deux nuls ou tous deux non nuls.

On suppose que la mesure quasi-idempotente li vérifie la

propriété (i~).

3.2 Définition : On appelle A l’ensemble des caractères pour les-

quels il existe une mesure idempotente ~ telle que (Pli et WJJ§ aient même

spectre de Fourier.

On veut donc démontrer que 1 appartient à A. Pour un caractère

(P E A, on note la mesure idempotente Cette mesure est caractérisée

par son spectre de Fourier, qui est le même que celui de De plus,

 = -

Notation : Pour deux nombres complexes s et t, on écrira st si s

et t sont tous deux nuls ou tous deux non nuls.

Lemme 1 : Soit h un idempotent critique dans ~1.; on suppose que tout

caractère (P E F strictement inférieur à h appartient à A. Alors hE A .

a ) Pour une mesure idempotente T), l’ ensemb le des Y E 11h tels
que 71 est ouvert dans 11h .
En ef f et, si cette propriété étai t f ausse , i 1 exi sterai t avec

, dans ILh et (y ) dans F tels que
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Pour a assez grand, .p ex 11 = 4J11 = Tl (proposition 4), donc

on peut supposer W y - x E 1, de sorte quece ce

D’après la proposition 1, on a donc

))(! est dans , et la projection de Y dans est égale à 1,

car elle est supérieure ou égale à celle de

donc

A 1

Alors ’p.()()T()() d’ après l’ hypothèse (), ce qui est contradictoire.

b) A h est compact, puisque h est critique, et il n’existe

donc qu’un nombre fini de mesures ’~~ distinctes.
Pour on a vu c’est-à-dire que et llt ont la même
parti e dans On va construi re une mesure idempotente  telle

que, pour ~~ = ~1l .
Soit, pour 1 Et la partie élémentaire

Avec les notations de 2.5, c’est la partie élémentaire associée

à l’élément 1 de? (T) ). Mais si et = ~~ 1 e est aussi la

partie élémentaire de ~4&#x3E; associée à ~r, avec alors 4&#x3E;E+= F- Par contre,

si ~+! +~4&#x3E; = 4&#x3E;~+ ’ la projection de (P dans F (~ ) est strictement infé-
rieure à 1, et ~e=0.
Pour 4&#x3E; E Ah’ toutes les parties élémentaires de 4&#x3E; sont de la forme E

pour un Bj/6A, ; on a en tout un nombre fini de mesures e distinctes ;

soient ces mesures et
T

pour tout (PE A h 1
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~’ est une mesure dont la transformée de Fourier-Stieltjes a ses valeurs

entières ; on peut la remplacer par la mesure idempotente T) telle que

pour tout

pour tout

C’est un ensemble compact ouvert dans hF.

Si )(6hT et 1 X 1  hl ,X,2 appartient à Ah ; donc Y)
pour tout yEf, et d’après l’hypothèse (i~) est

inclus 1 Xi = hl -
D’après le théorème 1, si G h est le groupe dual de r hl

M(G ) se plonge dans M de façon que la transformée de Fourier-Stieltjes

(sur F ) d’une mesure vE M(G h ) corneide avec la restriction de v à

lors E la mesure élémentaire dans 1 . telle que pour toutSoit alors Eh la mesure élémentaire dans L1(Gh) telle que pour tout
Il r- r

+ Eh est une mesure idempotente telle que, pour tout y 6 F,

Donc h appartient à A, et le lemme 1 est démontré.

3.3 a) A est fortement ouvert et fermé dans i .
20132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 +

Soit une suite généralisée dans fi convergeant fortement vers F ;a + +

pour un réel e: &#x3E; 0, on a pour a assez grand donc pour

tout -Y E l’, lîl«p Ceci implique que pour a assez grand

- Si A, on a pour a assez grand, et

1~(~Pa~y) ~, ’~~(~r) pour donc E A.
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est stationnaire, est une mesure

idempotente fixe 11 pour a assez grand, avec P 11 = Tl donc Tl, et, pour
- 0152

b) Si A n’est pas F 
+ 

tout entier, il existe un élément mini-

mal (P dans l’ensemble fortement fermé 1 BA. Si (P est un idempotent,

il est critique dans r puisque A est aussi fortement fermé : d’après
le lemme 1, ce qui est absurde.

Si 4’ n’est pas idempotent, (P2  (P, donc A, et il existe une mesure

idempotente 11 telle que pour tout yer .

On peut appliquer l’hypothèse (4~), pour a 6 F, XI 2 = (p2 ;on
trouve encore pour tout a(:IB et donc 

A est donc r 
+ 

tout entier, en particulier 1 E A, et il existe

une mesure idempotente telle que

ce qui achève la démonstration de la proposition 5.

3.4 Corollaire 1 : Si E et rBE sont des ensembles quasi-Cohen,
E est un ensemble de Cohen.

Soient li et v deux mesures quasi-idempotentes dont le spectre

de Fourier soit respectivement E et rBE. Nous allons montrer que la

mesure Il vérifie l’hypothèse (~) de la proposition 5.

Soit ~i~~=0. D’autre part, pour tout y 6 F,
16.L+v)A(y) t &#x3E; 1. Donc pour tout y ~ rB j (~ + ~)~(y) ) ~ 1. Les spectres

de Fourier de et 4&#x3E;v sont donc deux parties complémentaires de r.

Soit )( un caractère de F, ~ une mesure idempotente et supposons que
et Ix12~ ont même spectre de Fourier.

Alors donc J)()~(~-~~-~)==0, et

Le spectre de Fourier de X 11 est donc inclus dans celui de

D’autre part, le spectre de Fourier de Ixl2v est complémentaire
de celui de donc ne coupe pas celui de Ix12~ et 
donc )((B~~~)=0 et Le spectre de Fourier de

BB~ ne coupe pas le spectre de Fourier de X~. Le spectre de Fourier de
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de étant le complémentaire de celui de Xv, il contient donc celui

d e xq.

Finalement Xii et ont même spectre de Fourier, et p vérifie l’hypo-

thèse l’F).

§ 4. EST-IL FERME ?

4.1 Dans ce paragraphe, nous démontrons une conjecture de

Glicksberg C 41 :

Théorème 2 : Si li i Lest fermé, il existe une mesure idempotente

E M telle et p est , la convolvée de la mesure ~ et

d’une mesure inversible.

I. Glicksberg a commencé l’étude de ce problème dans [4].
Nous utilisons essentiellement ses théorèmes 1.4 et 1.6 et corollaire

1.5 résumés dans la proposition suivante :

Proposition 6 : Soit liEM. est .fermé si et seulement 

est fermé. Alors :

a) il ,existe E &#x3E; 0 tel que pour tout y E F tel que 
est l’idéal des fonctions de L1 dont la transformée de

Fourier est nulle sur ~, _ 1(0) ;
c) p*M est l’ i déal des mesures de M dont la transformée de Fourï er

Stieltjes est nulle sur $l (0).

Corollaire : Si 1.1irL1 est fermé, et si le spectre de Fourier due p

est un ensemble de Cohen, est la convolvée d’une mesure idempotente

et d’une mesure inversible.

Soit en effet T) la mesure idempotente ayant même spectre de

Fourier que p. D’ après la proposition 6 c), et i 1 existe v E M

Soit À=1.1+(ô-~). Alors À. est inversible, car

~, ~ (11* v +6 -Tl) =6 1.1.

Si llirL1 est fermé, d’après la proposition 6, p est quasi-idempotente

(à la multiplication par une constante près). Dans la partie technique

qui suit, nous montrons que p vérifie l’hypothèse de la proposition 5.

Alors le spectre de Fourier de p est un ensemble de Cohen, et le

théorème 2 se déduit du corollaire de la proposition 6.



XXI-XXII.14

4.2 Pour la démonstration du théorème 2, dans ce paragraphe et

le suivant, on considère une mesure Il de M telle soit fermé.

Nous conservons la notation du § 3 :

Pour deux nombres complexes s, t, on écrira s- t si s et, t

sont tous les deux nuls, ou tous les deux non nuls.

Dans la démonstration du lemme qui suit, on utilise des pro-

duits de Riesz, avec les définitions et les résultats de G. Brown C1~ ;
nous rappelons simplement les propriétés qui interviénnent ici.

Soit L un groupe abélien compact, mL sa mesure de Haar ; une
suite (y) 1 d’éléments 1 1 de L est dite dissociée si, pour toute

suite ~1,...,En d’entiers de valeur absolue :9 2,

.. E
si et seulement si 1 pour 

Pour 0  r  1/2, si la suite (~n)~ est dissociée, le produit

converge vaguement dans M(L) vers une mesure de probabilité P appelée

produit de Riesz. Les Yn sont appelés les lettres et les produits finis

Ek .. , .k avec sont appelés les mots du produit de Riesz ;
" "

la longueur d’un mot est le nombre d’exposants non nuls qui y figurent.

Pour yE L, est non nul si et seulement si y est un mot,
avec alors 

Pour tout caractère W de M( L) adhérent à la sui te (y ), d’après [1J,

~p est une constante non nulle. Alors, pour le caractère

h= lim ( pour la définition de ces caractères, on pourra se

reporter à [1]), on a h P = 1. Par contre, comme y tend vers l’infini

dans L, on a 0, hmL = 0, et pour toute mesure (j absolument

continue par rapport à mL.
Si L est un sous-groupe compact de G, on dira que la suite (y ) dans F

/B j- 
n

est dissociée sur L si sa projection dans L= r’/ L est dissociée. On

a alors les mêmes propriétés pour le produit de Riesz construit sur L,

un caractère W adhérent à la suite (y ) dans r, et l’idempotent
n

h= p. 
’
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a) On suppose 0.

On construit par récurrence une suite (y) 1 dans F de façon que, pour

tout 1 et pour tout p  n,

pour tout y appartenant à l’ensemble

Soi t en effet (y a ~~) ; on suppose construi ts pour n  q des termes

satisfaisant les conditions (I) et tels que, pour tout n  q et tout

y E A ,n

Pour a assez grand, 0 étant isolé dans on a pour n  q et A , 1
_ _ 

n

1 ( ’y a ) = 0 1 1 ( ’y n y a Y)/ 0 e t 
n 1 a y) d 0.a )=0, - ll(y n y OC- et -g (y n YOE y)pO. 2 A 2

De lus y cx X et y a X convergent vers IX 1 , et, étant non nul pourp OE OE X X

tout y, on a aussi pour a assez grand, pour tout y E Ag ,q

On peut donc choisir y 
q 

parmi les y , satisfaisant les-conditions (I)
q ex

et la condition supplémentaire ci-dessus.

Dans la suite,on extrait des sous-suites de (y ) -les conditions (I)
n

restent vérifiées- sans changer la notation.

b) On suppose que y n converge 
faiblement dans 1(p) vers

et que, pour toute suite (p ) telle que 
p 

vers

dans 1’(p). 
n n n pn

C’est possible si le compact r(~) est métrisable, quitte à prendre une

sous-sui te : 1 si y n 
tend vers f, y f tend vers lf2 1 et y y 

p 
tend vers

n n np

§ n f pour n fixé.
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Dans le cas général, soit FI le sous-groupe fermé de F engendré par les

y , 1 G’ son dual et il’ la projection de dans M(G’). est un

quotient de L1(~) ; L°(p’) s’identifie à un sous-espace faiblement

fermé de et au semi-groupe fermé de 1(p) engendré par
les y . Or FI est séparable, est total dans qui est donc

n

séparable, et la boule unité de est faiblement métrisable.

Les ~n sont donc contenus dans un sous-semi-groupe compact métrisa-
ble de 1(p), et on peut extraire des sous-suites convergentes comme

précédemment.

c) On définit un sous-groupe fermé de G, L par

L est un sous-groupe ouvert de r car 0 est isolé dans et îl
est uniformément continue ; donc Lest compact.

Quitte à prendre une nouvelle sous-suite, on pourra supposer

1 - Si 2 tend vers l’infini modulo L , 1 " 
2 - à n 

’

2 - sinon, que y n est constant modulo L .

Soit alors, Y2n °

La suite (6 ) est dissociée sur L. Soit en effet
’ - n *2013~201320132013201320132013201320132013 -

faite dans le cas 1 montre que 0 n’est pas dans L ; dans le cas 2,

les 0 
n 

ont tous leurs carrés dans L et on n’a pas à considérer
1 ’E 1 = 2. -

n 
..L.. 

.

- Si 1 E n Î = 1, et si e étai t dans L , on aurai t, d’après la défini-

tion de ce groupe pour tout y E r. Or = 0,

donc,

d) On peut donc construire sur L le produit de Riesz
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L’ensemble des zéros de 11 dans F, et celui de , sont des
1 

n

réunions de classe modulo L . On va montrer qu’il n’existe qu’un nombre

fini de ces classes sur lesquelles 1l est nulle, mais non nulle.
n fi

, 

- 1’B- - -L

En effet, si (y n P n )IB(y) = P n (y n y) f. 0, y n y est modulo L un mot de p n
qui s’écrit

Si n  2p,

et

est dans la classe d’un mot de
n ~~

pn de longueur s n/2 ; le nombre de ces classes est au plus 311 ‘, ,
n 

- à

et pour chaque y, sauf si y n y E L ,

On définit donc une mesure c n E L1(L), de norme :9 2, par

A x 

la somme étant prise pour l’ ensemble des y E L = 
..J... 

tels que 11 A s’ annule
sur la classe modulo L définie par y.

Soit enfin

1 (y) est nul sur ~ (0) ; donc wn est dans et il existe pour

tout n une mesure Y, telle que w = 11 i À..n n n

De plus, les mesures w n ayant toutes leur norme 3, on peut, d’après
le théorème de l’application ouverte de Banach, choisir les de norme

uniformément bornée par une constante A.

e) Soit W un caractère adhérent à la suite (e ) dans T,
n

et h = On sai t ( 3.1 ) que
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donc hw n = y n P 
n 

et en particulier

D’autre part h est un idempotent d’après b) ; donc

Or, pour tout n et pour tout caractère E A,

donc

On obtient donc une contradiction.

4.3 Corollaire : Soient H un sous-groupe compact de G, et X un carac
1 --1- à

tère appartenant à H , l’adhérence dans A de l’orthogonal H de H.
t ..

Soit mH la mesure de Haar de H. Xm H = fnHet si
O n 

H H

pour tout y E H , ,mH* 1 x 1 4î,-= Alors et

D’autre part, l’algèbre M(G/H), quotient de M, s’identifie

à la sous-algèbre mH # M de M, l’image d’une mesure v de M étant idén-

tifiée à mH iE- 1.1 * M est fermé, car la convolution par mH est un

projecteur de 1.1 * M ; si p’ est l’ image de 1.1 dans M(G/H), 1.1’ 

est donc fermé.

La projection de M sur M(G/H) induit une inclusion du spectre

de M(G/H) dans A, H étant l’image du groupe des caractères

forts de M(G/H) ; XE H 
-L 

est l’image par cette inclusion d’un carac-

tère x’ E (G/11)f% 
’

Alors, si pour tout , p’ 1 et )(’ satisfont

les hypothèses du lemme 2 sur G/H, et (XI 0.

Lemme -3 : Soient une mesure idempotente de M tels que,
A. n 

’ 
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Diaprés l’étude de en 2.5, la projection de )( dans 1’(Q

est de module idempotent, et la projection de )( dans est de

module 1, donc appartient au groupe discret 
*

H du groupe-support H de est le noyau de la projection

1"- 1, ( 1 XI 2~) , et il existe un tel que

1

est toujours nul ou toujours non nul pour y E H , et on

peut appliquer le corollaire précédent à

Ainsi ~ vérifie l’hypothèse de la proposition 5, ce qui achève la

démonstration du théorème 2 d’après les remarques du § 4.1.

L’essentiel des résultats de cet exposé fait partie d’un

article des auteurs à paraitre aux Annales de l’Institut Fourier.
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