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XVII-XVIII.1

§ 1. INTRODUCTION.

Les séries de Fourier aléatoires sont utilisées souvent en
analyse harmonique ; elles permettent d'exhiber des exemples non tri-
viaux de séries trigonométriques (voir [11]). Les diverses séries de
Fourier aléatoires (avec coefficients de Rademacher, de Steinhaus, ou
bien gaussiens) ont été étudiées et comparées par Billard, qui a com-
plété des résultats de Paley, Zygmund, Salem et Kahane. (Les travaux
de Billard sont présentés dans [10].) Ce n'est que récemment qu'un
progres décisif a été fait par Fernique [5] qui a donné une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une série de Fourier aléatoire gaus-
sienne soit presque sirement continue. (On sait que cette condition
est suffisante depuis Dudley [3].)

En fait, Fernique a caractérisé les processus gaussiens sta-
tionnaires (dont les séries de Fourier aléatoires sont un cas particu-
lier) qui admettent une version a trajectoires presque siirement conti-
nues.

Des articles récents ( cf. [16] , [19] ) -basés princi-
palemept sur le résultat de Fernique- montrent que 1l'espace des séries
de Fourier aléatoires gaussiennes p.s. continues (pour une définition
précise, voir ci-dessous) possede des propriétés remarquables.; en par-
ticulier (cf. [16]) une série de Fourier aléatoire gaussienne est p.s.
continue si (et seulement si) la série de Fourier aléatoire de Rade-
macher associée est elle-méme p.s. continue.

Dans cet exposé, nous énon¢ons sans démonstration, le théo-

reme de Fernique (voir § 3) et nous démontrerons ensuite quelques uns

des résultats plus récents.

§ 2. NOTATIONS.

Dans tout 1'exposé, nous conserverons les notations suivantes
on note G un groupe abélien compact et I' le groupe discret dual de G.
On supposera pour simplifier que I' est dénombrable (ou, ce qui revient

au méme, que G est métrisable). En fait, cela n'est pas vraiment une
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restriction, car la plupart des questions considérées ci-dessous se
ramenent immédiatement au cas ou I' est dénombrable.

On notera m ]la mesure de Haar de G normalisée de sorte que
m(G) =1 ; soit & la tribu borélienne de G. Si 1< p<®, on note simple-
ment LP(G) 1'espace LP(G,8;m) et on note I Hp sa norme naturelle. On
note C(G) 1'espace de fonctions continues sur G et on note encore H Hm
la norme usuelle de C(G).

Soit f dans Li(G), la transformée de Fourier de f, notée ?,

est définie par
¥ yel T(y) = [ £(g) Y(g) m(dg)

Tout élément de L2(G) admet un développement de Fourier f= % ?(y) v
2 ver
qui converge vers f dans L7(G).

§ 3. LE THEOREME DE DUDLEY-FERNIQUE.

Nous en venons a l'objet de cet exposé : soit (gY)YEF une
famille de variables aléatoires (en abrégé v.a.) gaussiennes, centrées,
indépendantes, normalisées de sorte que E |g |2= 1.

Nous noterons C .s(G) l'espace formé des éléments f de L2(G)
tels que E|| ¢ gy,?(Y) y|]|, reste borné quand A décrit 1'ensemble des

YEA
parties finies de '« On munit cet espace de la norme :

[£f] = sup{E!l £ ¢ ?(y)y“m | AcT A fini} .
vEA Y

I1 est clair que 1'on a défini ainsi un espace de Banach,

Soient Ac B deux parties finies de I'. Il est clair que :
N\ A
Ellz g T(y)vy|, <El z g, ty)vll, -
vea veB Y

Par conséquent, si f est un polynome trigonométrique sur G (c'est-a-dire

A
si f(y) =0 hors d'un ensemble fini) alors on a simplement :

[D = El = g £yl -
el Y

Soit f dans L2(G) ; posons
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¥ x€G o(x) = (2 1) 12 Iy(x) - 11312
vET
et ¥ €>0 m(e) = m({x€aG|o(x)<e}) .

Noter que o est une fonction continue sur G.

D'apres le résultat fondamental de Dudley-Fernique, la condition
1, —
I 1 ’, . r .

Jo VLog ey de <» est nécessaire (cf. [5]) et suffisante (cf. [3])

pour que f soit dans C S(G).

En fait, on peut reformuler ce théoreme sous forme d'une

inégalité simple :

Inégalité de Fernique : Il existe deux constantes numériques a, B

telles que, pour tout f dans C S(G) on a :

(3.1) L (1) + 4?0 VLog m(fg) de) < [£] < s(1%(0)] +J~“O VLog H%)' de)

(ou on a noté O 1'élément unité de I').

Avant de justifier cette formulation, faisons quelques remar-

ques

Remarque 3.1 : Soient f, o, m comme précédemment.

a) Posons :
N _ A
(3.2) % teG X, = ? gY Re (T(y) y(t))+% g\'{ Im(f(y) yv(t))

ou (g') est une copie indépendante de la famille (g ) - .
v ver vy yer

(xt)tEG est un processus gaussien réel et vérifie

(3.3) ¥ s,t€G Elxt-xsl2 o(t -s)2

1]

[letex) - t(s+x) 1% am(x) .

b) Signalons que pour chaque t dans G

. A 2.1/2 _ /& ;
I, = (E lz:gY fly) y() %) < /-Z-Elz e, fly) y() ],

donc lell, < vE T .
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9
L' hypothese f¢€ L“(G) n'était donc pas restrictive dans la définition

de € (G).
S

LI~

De plus, on a
2,1/2 PR
(3.4) sup o(x) < 2( = [£(y)I9) /2 o '¢2m Lt
x€G vel

c) Posons d(s,t) = o(t-s) pour s, t dans G. Il est clair que d est un
écart sur G. Définissons, pour €>0, le nombre N(e) comme le nombre
minimal de d-boules ouvertes de d-rayon € suffisant pour recouvrir G.

Comme d est invariant par translation on voit facilement que

N(2¢g) sm% < N(e)

1 [ ——
de sorte que j JLog E{%T'< © équivaut a la condition (dite "condition
0

d'entropie")
1 —
f JLog N(g) de < = .
0

d) Signalons que, d'apres (3.4), on a m(€) =1 pour € assez grand, donc

1 . , .
Log ETET_'O pour € assez g:and, c'est donc seulement le comportement a
1
Vs s 'St / . . .
l'origine de 1'integrale Io Log ey de qui est important
e) Posons (suivant [8]) ¥ ue [0,1]
5(u) = sup{y|m(y)<u} .
Notons du la mesure de Lebesgue normalisée sur [0,1]. La fonction
T [0,1]~IR+ est la réarrangée décroissante de o: G—eR+ . On vérifie faci-

lement que la distribution de o relative a ([0,1],du) est identique a

celle de o relative a (G,dm). Posons

@ _____T
J:JP \/Logmds .

0
Il est clair que
T(u)
— 1 . / 1 -
o(u) ¢Log'a < JO v Log ey de < ) ,
donc : o(u) < (Log %)-1/2 I .
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1
Posons Az‘f (Log %--1/2 du . Puisque o et 5 ont méme distribution,
0
on a
1-— ~
f o dm = f o(u) du s A9,
0]
d' ou
A -
(3.5) (z EOIHY2 < oamsn7 .

\a

Pour faciliter la tache du lecteur, nous donnons maintenant
les calculs (tout-a-fait élémentaires) qui font le lien entre (3.1) et

les résultats énoncés explicitement par Fernique.

Indications au sujet de (3.1).

Signalons tout d'abord que les expressions intervenant dans
(3.1) dépendent de maniere homogene de f. Pour démontrer (3.1), on peut
supposer que ?(y);éo pour au plus un nombre fini de y dans !'. Les résul-
tats de Fernique sont formulés pour des processus gaussiens, nous les

appliquons au processus (xt)tEG défini par (3.2).

On voit facilement que [[f]] et E sup [X,| sont tous deux supérieurs

teq ¢

d'une part a E|z g, Re(f(y) y)!| et d'autre part a E |/ g, Im(%(y) 2l
On a donc

1
= [f]) < Esup IX, | =2 [f] .
2 teIG) t

De plus, pour des raisons de symétrie, on a

E supX, < E sup Ixtl < 2IE sup X
G G G

t

Les deux dernieres inégalités montrent qu'il suffit de démontrer (3.1)

avec E sup X, a la place de [[f]] puisque

teg °
(3.6) 1 [f]] < Esup X, < 2[f]]
4 G t



XVII-XVIII.6

Le coté droit de (3.1) est une reformulation du résultat de Dudley-
Nous le démontrerons au paragraphe suivant (cf. Remarque 4.3).
Pour le coté gauche, donnons quelques précisions : dans [5] (théo-

reme 7.2.2) Fernique démontre la minoration suivante

o)
8\/2n n

¥56>0

s 47" V[Log2 Kb(n)] < E sup X,

1 teG

ou [.] dénote la partie entiere et Ké(n) est le nombre maximal de
d-boules ouvertes disjointes de rayon 54~ " centrées dans la boule ou-
verte ayant pour rayon 64—n+1 et pour centre 1'élément unité de G.
Par un raisonnement élémentaire (cf. [5], 8.1.4) on voit que

K, (n) m(264™™) > m(pa™ 1

9

et (en doublant &) K, (n) m(54™ " 1) > m(264™™ 1) . d'on, en faisant le
produit de ces inégalités :
-n+1
Log, (ﬂ(-%‘*—_;-l) < Log, (K, (n) Ky, (n))
m(264 )

d'ou, en posant a = ~Log2 m(264_n), d'apres la minoration de Fernique

oo} o]
(3.7) ——2=r by -l; [an-an_l] < % E sup Xt4- é__ s4” ",
8v2n n=1 4 G sion 1
mais ® ® P
z 'j; [an-'an—1J 2z -j; (van'-an—l -1
n=1 4 n=1 4
[ee)
1
(3.8) 2 ¢ — (Wa_-Va Y
n=1 4" % 07
3 ° I~ 1 1
—n | —
> =2 4 -2 -— .
4 n§1 Van A4vao 3
Posons & = sup Oo. On peut écrire : (noter que a = 0)
G
286 ——me o - © -
1 f JLog E%ET de < % Jan 6.5.4"" , d'oa d'aprés (3.7) et (3.8)
NLog 2 O n=1

166
=

—
< 96 v2n E sup Xt+
Supposons que [f]] <13 on a alors d'apres (3.6) EsupX, <2 et d'apres

t
(3.4) : 6:;J2n 3 on a domnc



XVII-XVIII.?

[T — 25 — "
/ 1 ) / 1 592
YOVLOgde = jo ’\/LogmdesTV2n Log 2 .

Par homogénéité, on obtient ainsi le coté gauche de (3.1) avec
asf)—zg 21t Log 2.

Le corollaire suivant est important ; c'est une reformulation
d'un résultat de Billard (cf. [10] p. 49), il est tres 1lié au résultat

classique de Belyaev [1].

Corollaire 3.1 : Pour tout f dans C s(G)’ les sommes partielles

N f(y)y convergent vers f dans Cp
yeA
1'ordonné filtrant des parties finies de ['. La série g %(y)y est donc
yel .
sommable dans C s(G)' On peut aussi 1'énoncer : l'espace des polynomes

S(G) quand A tend vers [’ suivant

trigonométriques (i.e. les combinaisons linéaires finies de caracteres)

est dense dans C S(G).

Démonstration : Soient f dans Cp S(G) et N> 0. Posons (exceptionnel-

lement)

ae(x) = (2 lg(y)lz [y(x) - 1'2)1/2 pour x dans G

et mf(a) m({x€ G| op(x) < e}) pour €>0 .

Soit A une partie finie de [' telle que

~ 2
zolep2 <l
r=A
on pose h = g %(y) v oo
[=A

On a trivialement o, <o, donc m 2m, , et mh(a) =0 si €>17. On déduit
donc de (3.1) :

- —
(3.9) Ih] =< B j‘o ‘\/Log m—f%e_) de

on obtient ainsi le résultat annoncé puisque le second membre de (3.9)

tend vers O avec T.

Remarque 3.2 : i) Signalons le résultat suivant : soit f, h dans

C s(G). Posons ¥ t,x¢€ G, ft(x)z f(t + x). Supposons que : ¥ s,t€ G
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oS t s t
I\ £ —fH2s I|h® - h !42 .
On a alors Cfll<s 8 |[nh] .

Compte-tenu de (3.6) , ce résultat est une conséquence immédiate d'un

principe de comparaison des processus gaussiens (cf. [5] Cor.2.1.3).
ii) Suivant la méme idée que S. Chevet dans [2], on

peut observer que si f et h sont dans C S(G)F]C(G), alors le produit

ponctuel fh est aussi dans C S(G)f?C(G) et 1'on a

(3.10) CenD « [jeh], = A(TeD+ €] ) (Cn + [n],)

ou A est une constante numérique.
L'espace C .S(G)f1C(G) est donc une algebre de Banach pour le produit
ponctuel.

L'inégalité (3.10) résulte de la remarque précédente et din calcul
suivant : ¥ s,t€ G,

Bl

Iy

H(fh)s--(fh)tn2 < Hfs(hs—-ht)H2+-Hht(fs— £

< (gl IS -nb, + nl, 1% - Y,

§ 4. RESULTATS PRELIMINAIRES.

Le résultat suivant est extrait d'un article de Preston [20]
ou le lecteur trouvera des informations plus détaillées ; pour simpli-
fier, nous ne présentons ci-dessous que la partie de [20] que nous uti-
liserons effectivement dans la suite. La méthode de Preston a pour

origine des idées de Garsia.

Théoreme 4.1 : Soit d une métrique continue sur G. Soit f: G- & une

fonction continue et soit ¢ : I{k~]R+ une fonction convexe croissante.

On suppose que l'intégrale

R f(s) - f£(t)
1 = JJ ¢ (l—_%TETTT—_ ) m(ds) m(dt)

est finie, et aussi que
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ou 1l'on a posé
¥ >0, BE:{XEGId(O,x)<€} et nu(e) = m(B) .

Soit r> 0, posons fr:=m(Br)_1 IB f dm. On a alors 1'inégalité suivante :
r

I‘/2 _1/ I |
(4.1) If(o)-flssf ¢ ( 2)(19 .
T 0 ' u(e)

La démonstration part d'un lemme simple

Lemme 4.1 : Soient A, B des parties mesurables de G. Posons

£ =m(A)'1J“ fdm et fo=m(B)"' [ fdm. Ona :
A A B B

) =1 I
(4-‘.) ‘fA— fBl < 6(A,B) P (m)

ou 1'on a posé 65(A,B) = sup{d(x,y) | x€ A, yé€ B}.

Démonstration : Puisque ¥ est croissante, on a

1 f(s) - £(¢)
m IAXB ‘P(I—W ) dm(s) dm(t) <

N ( £(s) - £(¢)|\m(as)m(at) _ _ 1
= Iy als,t) m(A)m(B) ~ m(A)m(B)
=B
Puisque £, - fp = mlm = foB (£(s) - £(t))m(ds) m(dt)

la convexité de x-@(|x|) montre que

£ oo f
0 ' A” "Bl I
5(A.B)| | < m(A)m(B) ’

ce qui implique immédiatement (4.2).

Démonstration du théoreme 4.1 : 1I1 est clair que fr—+f(0) quand r- 0

puisque 1'on suppose f continue‘. On peut donc écrire pour tout r>0 :

¢ . . . .
La méthode s'applique aussi sans supposer que f est continue, pour

plus de détails voir Preston [ 20].



XVII-XVIII.1O

[ee]
lt(o)-f | < ¢ if - f | , soit d'apres (4.2)
r -n-1 -n
n=0 r2 r2
® 1 1 I
< v (r2™"sr2™™ @7 ( — — , soit
n=0 p(r2™Mu(r2™™h
300 1! I ‘
<5 ¥ r2 N (’__"?3?7"3}
“ n=0 n(r2 )<
-n-1
o pr2 1 ( I ~r/2 1 :
< 6 3 J —n-2 % 5 de = 6 .J Y \ 5 de .
0 r2” " " | n(e) 0 \n(e)
Remarque 4.1 : Dans la situation du théoreme 4.1, soit R assez grand
pour que By =G ; on a alors : fRz‘ff‘dmz ?(O), donc
R/2
A -
(4.3) lt(o)| < [f(0)l+6 [ o1 ( I 2\ ae .
0 n(e)=

Supposons de plus que d est une métrique invariante par les translations
de G, de sorte que les hypotheses du théoreme 4.1 restent vérifiées par
n'importe quelle translatée de la fonction f j; appliquant (4.3) aux

translatées de f, on trouve :

IN R/2 _1 I

(4.4) ¥ xeG [t < l£o)l+6 [ @ ( ) de
2
0 n(e)
Remarque 4.2 : Soit f dans 12(G). Dans la situation considérée au § 3,
1'écart
N

(4.5) a(s,t) = (2 1T 12 Iy(s) - y(2) 13172

r

n'est pas nécessairement une métrique sur G. Néanmoins on peut aisément

se ramener au cas ou d(s,t) =0 s=t. En effet, soit ', le sous-groupe

1

de | engendré par 1'ensemble {y ¢TI | f(y) £0}. '/ s'identifie au dual

du groupe compact G1=:G/{x€ G,d(0,x) = 0}. I1 est clair gue f s'identifie
a un élément de L2(G1) 3y le lecteur vérifiera aisément que, pour le cal-

cul de [[f]] , il revient au méme de se placer dans G ou dans G Bien

e
entendu, 1'écart d définit une métrique sur G1. On est ainsi ramené

au cas séparé.

Remarque 4.3 : Nous pouvons maintenant démontrer le coté droit de

1'inégalité (3.1) a partir du théoreme 4.1. En effet, soit f un poly-
nome trigonométrique (i.e. ?(y): 0 sauf pour un nombre fini de y dans l).

Soient o, d, m(e€) comme au paragraphe 3. D'apres la remarque 4.2, on
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peut supposer que d est une métrique sur G. On pose

Y, - £ g f(y) y(t)
t ’Yer Y

pour t dans G. (Yt)tEG est un processus sur 1'espace de probabilité,

noté (Q,P) , sur lequel est défini (g )
Posons @(x)..explxl y ¥ xXER. D'apres les propriétés d'intégrabilité
classiques des variables gaussiennes, on a

\

Y -Y .
)s 2

s t
K d(s,t

(4.6) ¥ s,t€G Ew(

ou K est une constante numérique.

Posons, pour g dans ()

Ys(w)- Yt(w)

d(s,t)

)m(ds) m(dt) .

oo

En intégrant (4.6), on obtient

(4.7) I dP(w) =2 .
W
o
Posons : Dw=( z lf(y)lz |gy(w)'2)1/2 et J':I \/Log;zl?yds .
v#0 o

D'apres (4.4), on a :

sup lYt(w)l < [£(0) g, (w)] + 6 | Jkog

teG m(s)

1£(0) g (u) +6 D, \/Im;)+6«/53 )
Par conséquent
(4.8) £ = v— [f0)| +6 / D VLog I aP(y) + 6v2 T .
Mais on a :

f Dw VLog Iw dP(yw) < LrDi dP(w)-‘fLog Iw dP(m)}z

sz BI%. 1 apw))'/2

Y£0

soit,d'apres (4.7) et (3.5) < AT V2 .
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On déduit donc finalement de (4.8)
[£] < VE 150 +6v2(a+1) T

et on a ainsi établi le coté droit de (3.1) avec B< 6vV2 (A+1).

§ 5. LE DUAL DE C S(G).

Commeng¢ons par des notations supplémentaires.

Notations : Soit 9: It~3m+ une fonction paire, convexe, croissante
sur R+ et nulle a 1'origine. La fonction ¢ définit un espace d'Orlicz
-noté Lw(G)— formé des fonctions mesurables f: G- T pour lesquelles il

existe ¢> 0 tel que I @(i%él)dm(x)s 1. Cet espace est muni de la norme
£l = inf{c>()|j'w(£) dm < 1
@ c o

qui en fait un espace de Banach.
Pour plus de détails sur les espaces d'Orlicz, voir [12].

Dans la suite, la fonction { définie par

¥ x€R V(x) = exp|x|2— 1
. A . : ~ 1/2
jouera un rdle important. Posons : ¥ x€ R, y(x)= |x|(Log(e+ |x|)) .

11 est classique (cf. [12]) que 1'espace LW(G) s'identifie (avec la

~ ~
dualité usuelle) au dual de 1'espace LW(G) et la norme du dual de LW(G)
est équivalente a la norme de LW(G). (Dans une situation similaire,

des calculs explicites sont donnés dans [5], ch. 5.) Il existe donc des

constantes 4, b, telles que : ¥ f¢ LW(G)
(5.1) el = el g o< oay el
1 LY(G)'
Soit M2 v 1'espace des opérateurs linéaires bornés de L2(G)
9

dans LY(G) qui commutent avec les translations. Soit T: L2(G)—»LW(G)
un tel opérateur ; on vérifie classiquement l'existence de scalaires

A
notés T(y) (les "coefficients'" de T) tels que
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¥ oyel T(y) = T(y)y -
En résumé, les éléments T de M2 " sont caractérisés par le fait que,
’ ~
pour tout f dans L2(G), la série ¥ T(y) f(y)y est la série de Fourier
vel

d'une fonction de LW(G).

Pour tout T dans M on pose ¢

2,{’
T - || | f]l, <1
I7lly,, = sup {1 el ,< 1]
Muni de cette norme, M2 ¥ est évidemment un espace de Banach. -
9
On note K le sous-espace de M formé des éléments de M qui dé-

2,V 2,V 2,V
finissent un opérateur compact de L2(G) dans LW(G). On voit facilement

que K v est la fermeture dans M de 1'ensemble des opérateurs de
k]

2,V

2 A
(c'est-a-dire, 1l'ensemble des T tels que T(y) =0

rang fini de M
2,V )
sauf pour un nombre fini de y dans [).

Le théoreme qui suit permet de mettre M, v et Cp S(G) en dua-
s .
lité.
Théoreme 5.1 : Soient f dans C S(G) et T dans M, v On a :
° 9
A N
(5.2) g I1f(y) T s c [£] |1 ,
I o 2,V
WIS
ou C_, est une constante numérique.
Démonstration : Par un argument de perturbation, on peut supposer
que
- A
¥ yel f(y) £ 0

de sorte que la formule (4.5) définit une métrique d sur G (on peut
aussi appliquer la remarque 4.2).

On va appliquer le théoreme 4.1 a la fonction

N N
F= 3z If(y) T(y) |y
vYEA
ou A est une partie finie de I'.
On pose ¥ x€ G, ¥ s€ G, FS(x) = F(x+s) . Soit wy de module 1 dans €
A AN I8 r
tel que [f(y) T(y)l::wY f(y) T(y) 3 on a F=T(g w, %(y)y). La défini-



XVII-XVIII. 14

tion de HTHQ v montre donc : ¥ s,tcG
S t |
'!FS— F H\l, I|TH') W I S f Hg = HT‘2,\I/ a(s,t) .
D' ou
/ S t .
(5.3) Ly F (x)-F(x) ldm(x) < 1

T a(s,t) |

En intégrant (5.3) en s et t et en utilisant 1'invariance par transla-

tion de d et m, on trouve :

dm(s) dm(t) < 2 .

exp | E) = F(e) |1
| ‘HTII a<s,t)|)

Appliquant le théoreme 4.1 (et la remarque 4.1), on en déduit :

" I £]
(5.4) k(o) [£(0) T(0)!| + 6 f 2 «/Log 2 5 de
Il | 0 m(e)

A N P —— - S
1£(0) T(0)[ +6 |f], VLog 2+ 62 [o VLog —— de

J
On voit facilement que |T(O)|<——-—-—-——3k VLog 2 HTH2 v D'autre part,
‘l
d'aprés (3.4), 1£(0)]< <\t = \ [lf]]
On peut donc conclure : supposons [f]] <1 et HTH2 WS 1, on déduit de
9
(5.4) et (3.1)

18(y) Ry) | < 7 V% Log 2+ 6V20a = C_ .

Par homogénéité, on a ainsi obtenu le résultat annoncé.

L'inégalité du théoreme 5.1 permet de mettre M, " et Cp S(G) en dualité
H’ .
A tout élément T de M est associée une forme linéaire continue notée

2,V

abusivement T sur C S(G) par la formule

<T, > = 3 T(y) fly) .
yel

On va voir que toute forme linéaire continue sur C S(G) est de cette

forme.

L'espace M/ s'identifie a 1'espace des "multiplicateurs"

“~

3>
de L°(G) dans LW(G). Par des calculs classiques sur les produits tenso-

riels, que nous ne reproduirons pas ici, on peut construire de maniere
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naturelle un prédual de Mz’W qui sera noté Az’&.

Pour plus de détails sur les assertions qui suivent, le lecteur peut se
reporter a [13) ch. 5 § 5.6 ou le cas des multiplicateurs de LP(G) dans
L9(G) est traité en détail ; 1l'extension aux espaces d'Orlicz est pure-
ment formelle.

Soit Az’w 1'espace formé des fonctions f de L2(G) qui admettent une re-
présentation de la forme

@
(5.5) f= hn’fkn
n=1
(e}
= gl leylly <=
@
on pose lllflll = inf{s Hh H2 Hk HN} ou 1'infimum porte sur 1'ensemble
1 n n'y

des représentations de f de la forme (5.5).

Si T est dans M et f dans A

2,V 2;$, on voit facilement que

5 1%(y) T(y) ]

A

£ sup{“Th”(L':'V)' BIRERY

A

soit, d'apres (5.1) : By HER HTH2 v
k]

et M sont donc mis en dualité par la forme bilinéaire

2,V 2,V

Les espaces A

A n
<T,f> = = T(y) f(y) .

'YEF
Nous admettrons sans démonstration (voir [13] déja cité) que M, v s'iden-
9
tifie au dual de A2 $ dans cette dualité. Nous laissons au lecteur le
9
soin de vérifier que
< |7 :

(5.6) ¥+ TEM
2,

1 s
v Z'; “T”2"|’ sz ’\I/I < A2 1|T”2,\1,

k]

Ces différents points étant précisés, on peut maintenant énoncer le
Théoreme 5.2 : Les espaces Cp sont identiques et 1'on a

¥ fecC (G)
S

S(G) et Az’f\l;

(5.7) = el < CeD <k, Mgl
1 &

ou K1 et K, sont des constantes numériques.
=
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Pour le coté droit de (5.7), nous aurons besoin de deux lemmes ; le

premier est élémentaire

Lemme 5.1 : ¥ k€ LW(G), ¥ k'€ LW(G), k*¥k'e C(G) et
el < g Ikl I, -

Démonstration : Posons ¥ x,t€ G, ka(t)= k(x-t). Il est_clair que
WR kH~: WKHN. La fonction x- R _k est continue de G dans LW(G), donc
W " | " X

x-a<ka,k'>::k**k‘(x) est continue sur G et, de plus

* k! < i —~ ' -~
[k * k' (x)] < HkaH¢ 115 “(LW)' )

d'ou, d'apres (5.1) : ||k*k'| < o, |k||z |ik'[, - c.q-f.d.

1l
2 ‘ i

Le second lemme est tres voisin d'un résultat classique de

Paley-Zygmund (cf. [10] p. 44).

Lemme 5.2 : Pour tout polynome trigonométrique h, on a

Bl 2 B0 e vl < kb

ou K' est une constante numérique.

Démontration : D'apres les propriétés d'intégrabilité des variables

gaussiennes, il existe une constante numérique K telle que : ¥ t€G
A
hiy) g y(t)
(5.8) E ‘ | <1 .
VI,

B h(y) g (@) y(t)])
Posons J(w)=‘f ¢(| X quz " dm(t). En intégrant (5.8), on

trouve E J< 1.
Posons aussi N(w) = || B(y) gy(w) YHW . On a par définition

b ﬁ(y) g (w) vy
f“/(l N ‘)d'" = 1

On peut vérifier : ¥ a,b20, ay(b)<y(ab) si a=1. D'ou, si
NGw) = K]

N(m) (Z H(Y) gv(w) Y

f KHh”2 o) ) dm < J(w) .
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On a donc : N(w)szHhH2 J(w), si N(w) = KHth. Par conséquent
EN < K||h E(N1 )
[hll, + (N=K]|n]| .}
< K[[n[[,(1+ EJ) < 2K[|nl], c.q.f.d.
Démonstration du théoreme 5.2 : Il suffit évidemment de démontrer

(5.7) dans le cas ou f est un polynome trigonométricue. D'apres le théo-

reme (5.1), on a

£y, =sc LD

k]

mais d'apres la version duale de (5.6), on a aussi

HfllAg 75 11 g

k] k]

soit finalement :

el = jlell,, o =< c, o,0fT

b

ce qui établit le coté gauche de (5.7).
Pour démontrer le coté droit, il suffit clairement d'établir 1'inéga-
lité

(5.9) [h*kD < Ky [Infl, [klg

~/
pour k dans LY(G) et h polynome trigonométrique.

D'apres les lemmes 5.1 et 5.2, on a
A N N
E|z h k E || h( k||~
Iz h(y) k(v) g vll, = 85 Bz RO g vl (Kl
< 8y K0 by IKlg
ce qui établit (5.9) et termine la démonstration.

Corollaire 5.1 : Dans la dualité décrite précédemment on a l'identi-

fication C S(G)' =M

avec équivalence des normes correspondantes.

2,V

Ce corollaire résulte immédiatement de (5.6) et (5.7).
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Remarque 5.1 : On peut aussi vérifier 1'identification

C (G) = K! avec équivalence des normes correspondantes.
s

2,V

§ 6. APPLICATIONS AUX ENSEMBLES DE SIDON.

Ce paragraphe fait suite aux exposés VII et XIV du présent
volume, ou le lecteur trouvera la définition et certaines propriétés

des ensembles de Sidon.

Notation : Si #(G) est un espace de fonctions sur G (par exemple C(G),

L2(G), C S(G), etc.) on note 3A(G) le sous-espace de &(G) formé des

éléments f de F(G) tels que
f(y) = 0 si ygA -
Rappelons tout d'abord un résultat classique di a Rudin [ 22]

Théoreme 6.1 : Tout ensemble de Sidon AcCI possede la propriété sui-

vante
Il existe une constante K telle que
(6.1)
¥ fe12(a), ¥ q>2, |f] sk q |£
A 2 q 9 q q 2 .

Démonstration : Soit A= {yil i€ N} un ensemble de Sidon de constan-

te C. Le théoreme 2.1 de l'exposé VII (de ce méme séminaire) montre

en particulier

n N 1
¥ q>2 e s 2c (El £ e, fyIHa
g ioq 1 Yi

1

pour tout f a spectre dans {yl,...,Yn}.
D'apres les inégalités K de 1'exposé VII -c'est-a-dire d'apres les iné-

galités de Khintchine- on a
I£ll, = 2¢ Va- 1 £,

et cette derniere inégalité reste évidemment vérifiée pour tout f dans

2
LA(G)- cqfd.
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Remarque 6.1 : Par des calculs élémentaires (développement en série

de explxl2 et formule de Stirling) on peut montrer qu'il existe des

constantes a, b telles que

(6.2) ¥ rei¥(@) |

f” : i
\ q>2 '\/q v
La propriété (6.1) équivaut donc a
2 |
1 K' tel que ¥ £¢Li(G) HfH\I/ < K [[f]l, -

La réciproque du théoreme 6.1 est restée un probleme ouvert
depuis 1'article de Rudin [22] ; on la connaissait dans le cas particu-
lier de groupes de la forme ZKp)IN avec p premier, car dans ce cas
elle résulte d'un théoreme de [14]. Cette réciproque a été démontrée
récemment dans [19] par une combinaison d'un théoreme de Rider [21]
et de 1'inégalité de Fernique. La démonstration est particulierement

simple avec le matériel présenté au § 5

Théoreme 6.2 : Tout ensemble A possédant la propriété (6.1) est un

ensemble de Sidon.

Démonstration : Soit P la projection orthogonale de L2(G) sur Li(G).
On a d'apres (6.1) et (6.2)

2
¥ feL°G) HPf[]\l/ = aK [[Pf][, < aK [[f]|, -

Par conséquent : PEM < aK. D'apres le théoreme (5.1)

2,4 ¢ [Pla,y
on a H

s 1f(y)] < akc L£] .
(o]
vEA
D'apres la proposition 1 de 1l'exposé XIV (basée sur Rider [21]), on

conclut bien que A est de Sidon.

Remarque 6.2 : Notons K(A) la borne inférieure des nombres K tels

que A vérifie (6.1), et H(A) la plus petite constante A telle que
¥ f¢ Cp «(G), by 'f(y)lsi\ [f]]. La démonstration précédente montre
' YEA

que
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H(A) < a c, K(p)

(ou le coefficient a C0 est une constante numérique). Réciproquement,
on peut montrer (laissé au lecteur) qu'il existe une constante numé-

rique D telle que
K(A) < D H(A)

Les parametres K(A) et #H(A) sont donc essentiellement équivalents.
Soit S(A) la constanie "de Sidonicité" de A, c'est-a-dire la borne
inférieure des C telle que A est de Sidon de constante C.

I1 est bon de souligner que, contrairement a H(A), la constante S(A)
n'est pas en général proportionnelle a K(A). En effet, soit
An::{l,...,n}C:Zig les constantes S(An) et K(An) ne sont pas équiva-
lentes quand n-> : en effet, on peut vérifier qu'il existe 6> 0 tel

que : & Vb ﬁK(A)s-i- mais 6Vns<S(A ) <Vn.
Log n n & n

J n
Log n
On obtient par la méme méthode des renseignements sur les
ensembles p-Sidon (cf. définition 6.1) qui sont étudiés dans [4] et
[9]. Les résultats ci-dessous sont toutefois incomplets , faute d'une
généralisation convenable du théoreme de Rider [21] ; on ignore
d'ailleurs, pour p>1, si la réunion de deux ensembles p-Sidon est

encore p-Sidon.

Définition 6.1 : Soit p dans [1,2][ et AcI. On dit que A est p-Sidon

s'il existe une constante C telle que : ¥ f¢ CA(G) :

(z IFOPYP <ca .
vEA

Pour p=1, on retrouve la notion usuelle d'ensemble de Sidon.

D'apres la proposition 1 et la remarque 2 de 1'exposé XIV
du méme séminaire, les ensembles de Sidon Ac!l sont caractérisés par
1'inclusion C SA(G)C:CA(G). I1 est donc naturel d'examiner la classe

des ensembles A qui vérifient 1'inclusion inverse :

Définition 6.2 : Un ensemble Acl est dit stationnaire si

CA(G)CCP

SA(G), ce qui équivaut (par le théoreme du graphe fermé) a :

I1 existe une constante B telle que :

(6.4) ¥ fcc, (a) L£l < B £l -
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Nous verrons au paragraphe suivant (cf. Remarque 7.3) une
autre formulation de la propriété précédente qui explique le choix
de 1'adjectif '"stationnaire'".

On peut généraliser en partie le théoreme 6.2

Théoreme 6.3 : Soit Acl. On suppose qu'il existe une constante K> 1

et k réel 2 1 tels que :

2
(6.3) ¥ q>2, ¥ f€L(G) ||f||q <Kgq e, -
On a alors : ¥ feC (G)

p-sh

A .

(6.4) (x lf(y)'p)1/p < AK[f]
. 2k L.
ou p=q7 et A est une constante numerique.

’ '
Démonstration : Soit (ay)yéA des scalaires tels que £ la IP <1

avec 1+—-1—,—= 1. Fixons q> 2. Posons a'=a si la Isq(i'k)/Z
por A Y

et a' =0 sinon ;
Y
posons aussi qu a - a&- Un calcul simple montre que 3 |a"|25=q. On
vel
a donc : ¥ f¢€ L2(q)

A . A A
f <z a' f "f
Hygl\ a Ty vyl < iz ay 10 yllg+ [z al £v) Il
soit, d'apres (6.3) < K q1/2 £l + = la$ Fv)
1/2 2,1/2
s Kgq Hf”2+ (z |a$, ) Hf”2
< (K+ 1) Vq [£]], -

On en déduit, d'apres (6.2)
| 2 a F(y) vll, = a(K+ 1)HfH2 ,
I Y v

d'ou, d'apres (5.2)

£ la, B s aks1) ¢ (51
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on obtient finalement (6.4) (avec A< 2a CO) puisque (ay) est un point

' ‘\{6/\.

arbitraire dans la boule unité de 4P (p).

Corollaire 6.1 : Si un ensemble Ac!l vérifie (6.3) et si A est station-
2k

naire, alors A est p-Sidon avec p= ]

Démonstration : Evidente.

I1 serait intéressant de développer la théorie des ensembles
stationnaires et de les comparer aux différentes classes d'ensembles
"fins" considérés en analyse harmonique ; la proposition suivante montre

en effet que les ensembles stationnaires sont plutot '"minces"

Proposition 6.1 : Un sous-ensemble stationnaire de Z ne peut pas

contenir de progressions arithmétiques arbitrairement longues.

Démonstration : Considérons une progression arithmétique

Ey= {£ +m,® +2m,...,L + Nm} de N termes. D'aprés une construction classi-
que due a Rudin et Shapiro (cf. [11] p. 134), il existe un choix de

signes sj= tl, 1< j<N, tel que

N . —_
o s .
sup | ¢ e, e“nl(b+3m)t| < 16 ¢N .
teR/Z j=1
Notons f la fonction définie sur le tore M= R/ZZ par : ¥ t¢ T
N 2i (L4 jm)t
f(t) = ¢ . e
j=1 7

Le lecteur vérifiera que
Lf]) = 6 \/N Log N

ou >0 est une constante indépendante de N. Par conséquent, si AC Z

vérifie (6.4) et si E

yCA on doit avoir & VNLog N< 16 BVN, d'od

N < exp(16B/6)2 , ce qui est bien la propriété annoncée.

Les ensembles de Sidon sont évidemment des exemples d'ensembles

stationnaires, mais il y en a d'autres :

Proposition 6.2 : Soit Ac!l un ensemble de Sidon. Pour tout entier
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N>1, 1'ensemble AN est un sous-ensemble stationnaire du groupe produit
N
7.

Soulignons que, si N>2 et si A est infini, alors AN n'est
pas un ensemble de Sidon. On voit facilement que 1'on peut identifier

C (GN) au produit tensoriel C,(G)® -..% C,(G) ; par conséquent, si
AN A € e A

~

N fois

J ~ \
A est de Sidon, C N(GI\) s'identifie a 21(A)®s ---86£1(A)- Compte-tenu
A
de cette identification, la proposition 6.2 résulte immédiatement des

deux lemmes suivants ; pour simplifier, nous ne démontrons que le cas

N=2.

Lemme 6.1 : Soit j un entier avec 1< j<N. Pour tout A dans A, on
pose :
B - A s A} AN 3N

On a alors, si A est de Sidon :

¥ fecC N(GN) L Q l?(y)l2)1/2 <M £
A AEA j
YEBK

ou M est une constante ne dépendant que de N.

Démonstration : Posons S= {~1,+1}A, notons EK(S) la coordonnée d'in-

dice A d'un point s de S et Q la probabilité uniforme sur S. Si A est

de Sidon de constante C, on a immédiatement :

N

¥ feC N(G ),

A

sup 2:: = ¢

(s) t(aan) ] s 2 |1
SES A'EA  A€A

A

et a fortiori
> [ lz oe(e) o0l das) s ¢ el
ATEN AEA

soit, d'apres les inégalités de Khintchine (cf. exposé VII),

Cz 1faanIHY2 o2k, e,
A'EN AEA ’

\;
/
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Ce qui démontre le résultat annoncé pour N=2 et j=2 ; le cas j=1
s'obtient en inversant les roles de A et A'. Pour N> 2, la démonstra-

tion est tout-a-fait similaire.

Lemme 6.2 : Soient A=l un ensemble de Sidon, N>1 et f dans
L2 (aV).
AN
f appartient a C < N(GN) si et seulement si
A
. ~ 2.1
¥ j=1,0..,N s O 1fpHY2 ca
A '
€A YEBi
(ou Bg est comme au Lemme 6.1).

Modulo 1'identification de C N(GN) avec Ll(/\)éﬁe ...@;21(A)
A

ce lemme se démontre en suivant une idée due a Simone Chevet [2] ; pour

plus de détails le lecteur peut se référer a 1'exposé XIX de ce séminaire.

Remarque : En se reportant éventuellement a 1'exposé VII, le lecteur
vérifiera que l'ensemble AN considéré a la proposition 6.2 vérifie les
hypotheses du théoreme 6.3 avec k=N ; par conséquent (cf. corollaire

6.1) AN est un ensemble ﬁ?%- Sidon.

On peut voir par ailleurs que A n'est pas p-Sidon si p<1§¥%-sauf si

A est un ensemble fini. ,

On retrouve ainsi les résultats de [4] et [9] : pour tout p de la
forme ﬁ%% (ke N) , il existe un ensemble p-Sidon qui n'est pas q-Sidon

si q<p. Ce n'est que tout récemment que R. Blei a généralisé ce résul-
tat pour p quelconque dans l'intervalle 1<p< 2 (cf. R. Blei, Fraction-

al cartesian products of sets).

§ 7. COMPARAISON DES SERIES DE FOURIER ALEATOIRES.

Les résultats de cette section paraitront dans un article

{i16] en collaboration avec M. Marcus.

On va voir que la norme ||| [l (qui est équivalente a la
norme initiale de C s(G) d'apres le théoreme 5.2) possede des proprié-

tés remarquables.

Le premier résultat est tres proche de celui de [15] (cf. aussi [6]).
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Proposition 7.1 : Soit (gy)Yey une famille quelconque de v.a. définie
sur un espace de probabilité auxiliaire (Q',q',P'). Notons E' 1'espé-
rance relative a P' '.

On a alors, pour tout polynome trigonométrique f

A 2 1 f
(7.1) (B llz e £ vIHY2 < sup (B e 15HY2 1120l .
Y er Y
Y
[ee]
Démonstration : Soit f=3 hn*kn une reprcésentation de f telle que
1

@
? thH2 Han$<iw. On peut supposer que hn est un polynome trigonométrique.

A‘
Posons H (w')= T £ (') h (y)y, de sorte que :

yel
® N
¥a'eQ' zH (w)*k = £ § (') fly) vy ,
1 yEI' Y
2 2 2
et : E' (|1 |5 < |[h[I5 sup E lgyl ,
P e o]
. ' ' ~
donc : s §Y(w ) T(y) ylll < ? HHn(w )H2 ”kn”¢ .
Par conséquent
P 2.1/2 % 2.1/2
(E' lllz g, £ly) Il < % (B [|H_||5) ”an'\F
<z In |l fk Il sup(Erle 12)1/2
10 2 n''y Y
et (7.1) en résulte immédiatement.
Corollaire 7.1 : Soit f ,...,fy dans Cp S(G) et soit f tel que :
. A N A 2.1/2
¥ yel [t(y) = (= IT.(x) %) .
j=1 4
On a alors
N 2.1/2
(7.2) (¢ HI%IH ) < ltelll
1
Démonstration : Il suffit d'appliquer (7.1) pour des variables §Y
de la forme :
N ]Aj(w') ?j(y)
§Y(w') = E =

§=1 P'(Aj)1/2, S0

Pour la distinguer du signe IE représentant l'espérance relative a

1'espace (Q,0,P) sur lequel est définie la famille (gy)er
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ou A ,...,A  sont des parties mesurables disjointes de (' de probabi-

1’ N
lit¢ positive.

Compte-tenu du théoreme 5.2, un argument général (cf. [17]

théoreme 3) permet de déduire le

Corollaire 7.2 : Soit (gn) une suite de variables aléatoires gaussien-
nes indépendantes de variance 1, on a
¥ o, ,f € cp S(G)

N .
Ellg g. £ 1l
2 gJ J

N —
(7.3) (= e N13V2 o VI
1 J 1

Par conséquent, 1'espace C S(G) est de cotype 2.

Pour plus de détails sur les espaces de cotype 2, voir [18].

Démonstration : Noter 1'identité évidente

(7.4) ¥ fec  (G) Ml = s £yl

Soit f comme au corollaire précédent. On a

N
el - TECs Ize, £l
N AN
<Ellz Iz g, T.(v)1 Il
, 1 373
N
soit, d'apres (7.4) <

Elllz g, £l
ey 5l
et (7.3) apparailt donc comme une conséquence de (7.2).

Remarque 7.1 : Les résultats de [15] sur le théoreme limite central

sont intimement liés au fait que 1'espace C S(G) est de cotype 2 ;

(pour plus de détails, voir [7], theorem 5).

Rappelons quelques remarques élémentaires :

Remarque 7.2 : Soit (gY)Yef une famille symétrique de v.a., c'est-
a-dire telle que, pour tout choix de signes Qy= 1, la famille

(6 £ ) _~ a la méme distribution que (§ ) ..
y 7y yel 4 Vst

Posons s = signe (£ ). Il est clair que (s ) [ est une
Y Y Y Y

€
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famille de v.a. indépendantes prenant les valeurs +1 et -1 avec

probabilité 1/2. De plus, si . est la tribu engendrée par (SY)Y [ o on

€

vérifie facilement que :

E (¢ ldH = s E g | .
Y Y Y

Par conséquent, pour toute v.a. intégrable Z a valeurs dans un espace

de Banach quelconque, on a
E'|E (zH)) < B ||z .

Dans le cas particulier considéré ici, on a donc, pour tout polynome

trigonométrique f
A
(7.5) E'lzs Ele [f(y) v < B |zg f(y)vy] -
Y Y @ Y o

Posons ;Yz signe (gY) et appliquons (7.5), on trouve :

( V2 £y) | ?

7.6) - EHZ EY fly y”m < ]E\lz g‘Y f('y) 'yHm = I[f]] .
On déduit alors de (7.6), (7.1) et (5.7) :

E E! HZ EY g\{ f(y) y“w < \/% K1

K, sup(E' |g 12)1/2 17
Y
et si (EY)Yer est une famille symétrique, on peut écrire simplement

. /T Ve 124172
(7.7) E' |z g, 2(y) vl s V5 K, K, sup(E lgyl ) r[tp -

2

Nous pouvons maintenant démontrer le principal résultat de [16]

Théoreme 7.1 [16] : 11 existe une constante L telle que pour tout poly-

nome trigonométrique f :
(7.8) E ||z e, ) vl <L E|z e, ) vl

(ou (ey)yéf
avec probabilité 1/2).

est une famille de v.a. indépendantes égales a -1 et +1
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Démonstration : Posons X::K1 K2 ¢§: Soit ¢ assez grand pour que
(7.9) sup E (g |2 1“ |>c}) s% .
ver Y &y

Posons g' = 1 et g"= -g' . Par un argument de symétrie
g, =8, {lgylSc} g =8 -8 - Pa arg y )

on voit facilement que
Elz g fy) vl, scE|z e, Fy) Il -

D'autre part, puisque (gy)Y r est une famille symétrique, on peut

€
appliquer (7.7) et on en tire

A . 2,1
Ellz 6 £ vl = x sup(E g2 1) /2 1]
soit, d'apres (7.9) : s-% Csn -
On peut donc écrire :
A A
[fD < Bz e f(v) vl +Ez gy T(v) v,
A 1
<c E|= e, f(y) y[|m+§ .y
d'ou finalement (7.8) avec L= 2c.

Corollaire 7.3 : Soit (gv)véf une famille symétrique de v.a. telle

que

cup E' lge 12 <o et inf E'le | >0
ver Y vel Y
. 2
et soit f dans L7(G).
N

Dans ces conditions, la série T £ f(y) vy est convergente dans
Li(dP';C(G» si et seulement si la série T € ?(y) vy est elle-méme
convergente dans L1(dP;C(G».

La démonstration résulte de (7.7) et (7.8) d'une part, et
de (7.5) d'autre part.

Remarque 7.3 : En fait on peut remplacer dans 1'énoncé précédent

1 ~
la convergence dans L (dP';C(G)) par la convergence presque sure dans

C(G) cf. [16].
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Remarque 7.4 : Le théoreme 7.1 montre que les ensembles Acl que

1'on a appelés stationnaires (cf. définition 6.2) sont caractérisés
par la propriété suivante

Soit f dansALi(G), s'il existe un choix de signes €y= 1 tel que la
série £ € f(y) y est la série de Fourier d'une fonction continue
sur G, alors en fait presque tout choix de signes €Y= ¥1 a la méme

propriété.

Remarque 7.4 : La remarque précédente et 1'étude des exemples de
la proposition 6.2 conduisent au résultat suivant
Soit N un entier > 1. Notons (en)nEW la base canonique de 41 et con-
sidérons des scalaires (aj i ) indexés par WN . Les propriéteés
100 Iy

suivantes sont équivalentes :

i) il existe un choix de signes sj j =%1 tel que la suite

1°""“N
S = > €. .o . e. ®...®e. est bornée dans
PR TIT e BEE R I R IN

1A ~ 1
Y .o L.
®6 ®€

ii) pour presque tout choix de signes ej j =%1 la suite Sn
gy
est convergente dans 218& ...@EZl.
iii) ¥ k=1,2,...,N £ () sy o 1HV2 .
JEN (Giaeevyiy)€B] Jqv ey

k N-k

ou l'on a posé Bg:l\l‘ix{j}x]N .
Ce résultat est étroitement 1ié a certaines estimations de [23] que

1'on peut retrouver en dualisant 1'énoncé ci-dessus.

§ 8. REMARQUES FINALES.

Définition 8.1 : Soit (‘Pn)nE]N une suite de v.a. scalaires sur un

espace de probabilité (Q,a,P). Nous dirons que (@n)n est une suite

"pseudo-gaussienne' s'il existe une constante K telle que

() flz o @nlz
(8.1) ¥ (« )n€R E exp — 5 < 2
n l Kz la |
. n
Définition 8.2 : Soit T un ensemble. Un processus (Yt)th dans
<

Lz(Q,O,IU sera dit pseudo-gaussien s'il existe une constante K telle

que
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[ y-v 1% )
¥ (s,t)eTxT Eexp)} S 5 ¢

/

<‘2 .
-Y
K EllYt \S|

AN

En liaison avec les méthodes de cet exposé, le probleme

suivant semble ouvert

Probleme 8.1 : Existe-t-il une constante C vérifiant la propriété
suivante : pour toute suite pseudo-gaussienne (@n)n vérifiant (8.1)
et pour toute suite (x1,...,xn,-.-) dans un espace de Banach quelcon-

que X, on a

n n
(*) ¥ n=z21 ]EH% . xiHsCK]EH? g, xiH ?

(Rappelons que (gn) est une suite de v.a. gaussiennes indépendantes

orthonormales.)

Dans le cas particulier ou X=C(G) (G groupe abélien compact)

i
(*) est vraie pour une certaine constante C. En effet cela résulte

et ou x, est de la forme x, =a, vy, -avec a, €T et yv. €1'- 1'inégalité
i i i i i

d'une part de la minoration de Fernique (i.e. 1le coté gauche de (3.1))
et d'autre part de la démonstration donnée a la remarque 4.3 (cette

démonstration basée sur 1'inégalité (4.6) s'adapte facilement au cas
n
ou Yt= ? Wi o, yi(t) avec (@n)n quasi-gaussienne).

Le lecteur notera que c'est cette inégalité (¥*) -dans le cas

particulier X, =a,

z . . . Ld .
exposé. La condition d'entropie apparait uniquement comme un moyen

v. = qui joue le role fondamental dans tout cet
i

pour établir (*), elle est nécessaire pour la continuité d'un processus

gaussien stationnaire mais elle est suffisante pour une classe de pro-

cessus plus générale que celle des processus gaussiens : les processus
pseudo-gaussiens. Le fait que le théoreme de Dudley (i.e. la suffisance
de la condition d'entropie) s'applique aux processus pseudo-gaussiens
est connu des spécialistes depuis longtemps, mais semble étre resté
implicite. La notion de variable '"sous-gaussienne " (cf. [8]) ne parait

pas suffire aux besoins du présent exposé.

Pour finir, signalons les tres nombreux liens existant
entre les questions précédentes et la théorie des applications radoni-

fiantes (cf. Séminaire L. Schwartz 1969/70, Ecole Polytechnique, Paris).
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Par exemple, la remarque 4.1 peut s'interpréter comme une factorisation
de Pietsch d'un opérateur $-sommant : l'injection de 1'espace des fonc-

tions d-lipschitziennes dans l'espace des fonctions continues.

Enfin, le probleme 8.1 est équivalent a la question suivante
si un opérateur linéaire borné u: ﬂz-»x radonifie la probabilité cylin-
drique de Gauss, est-il (?,0)-radonifiant pour ¥(t) = exp |t|2 ?

Le probleme 8.1 est aussi 1ié au probleme de 1'existence de mesures ma-
jorantes au sens de Fernique (cf. [5] ch. 6) ; pour plus de détails sur
la méthode des mesures majorantes appliquée aux processus '"pseudo-
gaussiens" le lecteur peﬁt se référer a la these de 3eme cycle de

C. Nanopoulos et P. Nobelis : "Etude de la régularité des fonctions

aléatoires et de leurs propriétés limites" (Strasbourg 1977).

El

i
¥* 3%
3
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