G. PISIER
Ensembles de Sidon et espaces de cotype 2

Séminaire d’analyse fonctionnelle (Polytechnique) (1977-1978), exp. n° 14, p. 1-12
<http://www.numdam.org/item?id=SAF_1977-1978 A11_0>

© Séminaire Maurey-Schwartz
(Ecole Polytechnique), 1977-1978, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire d’analyse fonctionnelle implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SAF_1977-1978____A11_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ECOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES

PLATEAU DE PALAISEAU - 91128 PALAISEAU CEDEX
Téléphone : 941.82.00 - Poste Ne
Télex : ECOLEX 691596 F

SEMINATIRE S UR LA GEOMETRTIE
DES ESPACES D E BANACH

1977-1978

G. PISIER

Exposé No XIV 10 Février 1978
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INTRODUCTION.

La plus grande partie de cet exposé est consacrée a la démons-
tration d'un théoreme de Rider [7], basé sur des idées de Drury [1].
I1 s'agit d'une caractérisation des ensembles de Sidon par des proprié-
tés des séries de Fourier aléatoires a spectre dans 1'ensemble considéré.
A la fin de 1'exposé, on donne une application généralisant certains

résultats de [8] et [6]

Dans tout cet exposé, G est un groupe abélien compact de

dual I'. Rappelons la

Définition 1 : Un sous-ensemble A de [ est dit '"de Sidon" s'il existe

une constante C telle que, pour toute famille (ay)y€A de scalaires dont

au plus un nombre fini sont non nuls

(1) YgA Iayl <C HYEA N vlc(a)

ou 1'on a noté C(G) 1'espace des fonctions continues sur G (et on a con-
sidéré les éléments de ' comme des fonctions continues sur G). Si A vé-
rifie (1), on dira que A est "de Sidon de constante C'".

Le lecteur qui s'intéresse aux ensembles de Sidon peut se référer a [3].
On note H ||°° la norme dans 1'espace C(G) des fonctions continues sur G,
et || ”M la norme dans 1'espace M(G) des mesures bornées sur G. Pour p
dans M(G) la transformée de Fourier de 1 est notée : ¥ YEIZ

ﬁ(y)::f v(x) du(x), et pour ¢ dans C(G) $(Y)==f ;TET @(x) dm(x).

Notons Q 1'espace {-—1,+1}]N et e la n-ieme coordonnée sur () ; on note
PP la probabilité uniforme sur (. La suite {sn} peut étre considérée
comme un ensemble de Sidon dans le dual du groupe abélien compact () puis-

que, pour toute suite finie dans €, on a :

(2) T lan, < 2 max |z En(w) anl .
we

Cet ensemble de Sidon particulier joue un role fondamental dans la

théorie.

Nous aurons besoin des deux lemmes élémentaires suivants
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Lemme 1 : Soient A::{y1,---,yn}c:f et C', 6 des constantes positives
avec 0<5< 1. Supposons que :
yFoea 3 qu M(G) tel que

HuwHM < C' et |uw(yi)— si(w)l )

]
alors A est de Sidon de constante (%gg)-

n
Démonstration : Soit (a1,...,an)€ R", posons f=73 «
: 1
dans Q tel que si(m) est le signe de ai-.On peut écrire

k Yk et soit w

% Ek(w) o = <uw,f>4-% [€k(w)—'uw(yk)]ak
. n
d'ou % IakI < |<uw,f>|4—6 = lakl
et comme |<uw,f>| < pr”M Nell, < ¢ el s
n c
on trouve ? |ak| 13 Hf”m .

Si (al,...,an)E t”, on a donc :

n c
% IRe akl < 1% HZ (Re ak) Yk”é

s == Il

. c' <. n
et de méme : X |Im akJ SE:S'Hme , d'ou finalement ? Iaklszﬁgé Hme y

ce qui est le résultat annoncé.

Notation : Soit $€C(G) et x€ G, on pose ¥ y€ G, @x(y)=‘P(x+ y).

Lemme 2 : Soient ®',...,9" dans C(G) et y,o-e++y_dans T. Ona
[ H% sk‘$;(yk) Yyl dP < 2] H% £\ @ka aP .

Démonstration : Fixons d'abord x dans G.

D'apres le lemme 2.1 ii) de 1'exposé VII de ce méme séminaire, on a :

-e

n Kk n Kk
(3) f Il € ykixi ¢ ||co dP < 2f Iz g, © Hm dawp
1 1
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d'autre part, on a évidemment ¥ ¢€ C(G), H¢me::H¢”m , donc

X!

n n
(4) [z e v, (O wkl|m dP = [z g v, (x) <4>k||m awr
1 1

En combinant (3) et (4) et en intégrant en x, on trouve :

n n
(5) I = H§ £, yka) wl;“m dP dm(x) < 2 [ [];1: €, cpka ar .
La convexité de H.|oo montre alors :

n /E n Kk
(6) J |],;; g @ (v) vyll, aP = j‘\\f{% € Y (X ¢ tm(ax)||  aw

2 k
sIs2f|ze o, ap ,
1
ce qui est le résultat annonce.

Notation : Soit G la tribu engendrée sur Q= {—1,+1}]N par les

n-premiéres coordonnées. Pour Ac{1,...,n} on pose w, = TT € avec la
kecA
convention w¢::1, et on note [A| le cardinal de A. A 1'indexation pres,

le systeme {WA} n'est autre que le systeme dit de Walsh ou de Fourier-
Walsh. Les fonctions {wAlAC:{1,...,n}} forment clairement une base
orthonormale’ dans L2(Q,Gn,IU . Par conséquent, pour tout espace de
Banach X, tout élément £ de Lm(Q,an,P;X) admet un développement unique

sous la forme
avec §A€ X

Noter que, comme an est finie, toute préoccupation de mesurabilité

est ici sans objet.

On peut maintenant démontrer le théoreme suivant, du a Rider
(7] ; la démonstration s'inspire des idées de Drury [1] et, d'ailleurs,
on peut retrouver -comme une conséquence- le résultat fondamental de
Drury : 1la réunion de deux ensembles de Sidon est un ensemble de

Sidon.

* C'est le systeme de Fourier du groupe {—1,+1}n !
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Théoreme 1 ([7]) : Soit A;:{ynlnEiN} une partie dénombrable de I'.

On suppose qu'il existe une constante K telle que :

¥n¥ (a,), €t
1 1<n

n n
3 Iail < K I Hz €i ai Yi”m dIpr .
1 1

. J"3
Alors A est un ensemble de Sidon (de constante 24V 3K").

Démonstration : TI1 suffit évidemment de le démontrer pour A

disons A::{yl,...,yn}. On va chercher a construire une mesure

fiant les hypotheses du lemme 1. D'apres le lemme 2, sous les
1

ses du théoreme 1, on a : ¥ ¢ ,...,9"¢cC(q)

n /R n Kk
l? *(y ) s 2k [ H? g, @, dP .

On peut considérer les fonctions €1 @k comme des éléments de

Ll(Q,Gn,I>; C(G)). Le théoreme de Hahn-Banach, appliqué a la
n k 0 %

nelle y €. 9 o35 @ (yk), assure l'existence d'un élément § de
1 1

< 2K dans Lw(Q,Gn,I’; M(G)) tel que

k

/\

A ORI

(7) <g,e,

fini,
L véri-
)

hypothe-

fonction-

norme

Avec les notations rappelées ci-dessus, on peut déﬁelopper € sous la

forme :
€ = S i w, £, avec E, ¢ M(G) .
Ac{1, .. ,n} :

L'égalité (7) s'écrit

7\
(8) <§{k},wk> = @k(yk) .
soit g{k} = Qk. m .

Posons ¥ o € Q, g = E:::::::: wA(w) §y € M(G) .

© Ac{1, e ,n}

L'information portant sur la norme de £ se traduit par :

(9) ¥ pe€Q ngHM < 2k .
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Soit ¢ dans C(G) ; on peut remarquer que

N e
Ac{1,..,n A

< (2K [0l )2

En particulier : ¥ y¢T

(10) 2 15,12 < (2002

N:{i,".,n}

On introduit pour chaque @ dans Q la mesure

Vo = [ Byt ¥ Gy AP(w")

w
2

Noter que vaH < [ ”gww'”M ng,HM dP(w') < 4K
On a Vo =% WA(w) €A 8y

Notons que

(11) ¥ yerT <gA*gA,Y>=<§A,Y>2

Soit A tel que O0<A <1 ; posons

n n

O () = = {TT (1+x () -TT (1-2% & (a))}

A 2 g k? K1 k¢
n n

On a [ IQPXIdP sz;flux skld]P ='l:f|1+>\sk|d]l> =1 .

On peut remarquer que
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La mesure qui nous permettra de conclure est la mesure définie (pour

A convenable) par

=
n
> =

J’ V™ ﬂpx(w") dP(w'") .
On a tout d'abord, d'apres (9)
el < 5 v nlly 19, @1 aP(om
< (%) 41(2] I@Kld]P = 4aK3/A .

D'autre part, on voit facilement que

o= : wA(m)klA'"1 E ¥E, -

©  Ac{1,..,n}

Al impair

D'apres (8) et (11) on a

1 si j: k
3¥* = .
ST S} Yy ’
0 si jAKk
d'ou : | '
Al-1
D O Y D M U P I T TR

Ac{1, .. ,n}

[Al impair > 3

|
}\2 ;‘ l<§A*§A’Yk>l

Ac{1, .. ,n}

A

soit, d'apres (11) :

A

2 2
A

donc, d'apres (10) : < a2 22 .

On arrive ainsi a la situation du lemme 1 : si A est choisi assez petit
pour que : 6:11K2X2<i1, alors uw vérifie les hypotheses du lemme 1

avec C'=‘4K2/X.
16K3
On conclut donc que A est un ensemble de Sidon de constante ———

Vo6 (1-8)

pour tout 5< 1, ce qui termine la démonstration du théoreme 1 (on

prend 6= 1/3).



Remarque 1

tion ci-dessus en travaillant sur 1'espace HJN
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On pourrait améliorer les constantes dans la démonstra-

au lieu de {-1,+1}]N 3

c'est d'ailleurs le cadre naturel de la démonstration, mais la présen-

tation ci-dessus est peut-étre plus facile a suivre pour un lecteur

qui n'a pas 1'habitude des '"produits de Riesz".

Remarque 2 :
tante K telle que

Soit A= {ynlnEIW}<:F . Supposons qu'il existe une cons-
¥ n

n n
¥ (a)et” ||§ a; vill, = K [ 1|<1; e, o, v,ll, ap
n n
alors, en fait, % lail < 2K | H% £, oy Yi”m aP .

En effet, si les (ai) sont réels et si gi est le signe de as;, on a

N
zlagl =z g o vyl sk [z e

n
Mais par symétrie : E|z ¢
1

donc on trouve

2 la ] <K J |z e,

. 8

i oci Yi”oo ar .

i

n
i gi O(.i Yi”m = EH‘:-' ei O(.i Yinm ’

i % Yille 9P -

Pour des a, complexes, on traite séparément parties réelles et parties

imaginaires comme au Lemme 1.

Par le théoreme du graphe fermé et les résultats d'intégra-

bilité de Kahane présentés a 1'exposé 7 de ce méme séminaire, on a

immédiatement le corollaire suivant (1'équivalence iii® ii utilise

aussi la remarque 2) :

Corollaire ([7])

sont équivalentes.

i)

Soit A= fynlnG.N}<:F . Les propriétés suivantes

A est un ensemble de Sidon.

ii) [resp. ii)'] ¥-(an)€ E]J, si la suite des sommes partielles

N
r o
1 n
Z

la | < .
n

en(w) Y, converge (resp. est bornée) w-p.s. dans C(G), alors

iii) W (an)é eV si la série 3 a sn(w) Y, converge g-p.s. dans

C(G) alors la série I a

Yn

est la série de Fourier d'une fonction continue.
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En résumé brutal (cf. [2] pour des éclaircissements éventuels)
. . . s ~ . . ,
Si la continuité presque sire entraine la continuité sure pour les
séries de Fourier aléatoires de Rademacher a spectre dans A alors

A est un ensemble de Sidon.

Pour les applications aux espaces de cotype 2, nous aurons
besoin de la proposition suivante (dont la démonstration est valable
dans un cadre plus général que ci-dessous).

Dans toute la suite, on note {gn} une suite de variétés aléatoires gaus-

siennes indépendantes centrées équidistribuées avec :‘Elgnlzz‘l ¥ ne N.

Proposition 1 : Soit A= {Ynlnéﬁw}c:f. Supposons qu'il existe une

constante K' telle que

1 '

n n
n )
¥n¥ (a,)el ?la“ < K EM§a.giyJ

alors A est un ensemble de Sidon.

Démonstration : Soit ¢ assez grand pour que : ¥ n€ N

1
& e - " - .
E(lgnl1{|gn|>c}) T Posons g! = g 1{|gn|>c} et gl'=g - &g}

On peut écrire
n n n
z lail < kK' E ”Z gi &y YiHm"'K' E ||z g'i' aiYiHm
(12) 1 1
n n
<K' g Illgil lail-fK' E ||z gg a, YiHm
1 1
Vue la définition de gg, on peut remarquer que si €, = 1 la loi de

(e.g"). est la méme que celle de (gg) ; par conséquent le prin-

1°1°1<n i<n
cipe de contraction (cf. la démonstration du Lemme 2.1 exposé VII de
ce séminaire) montre que 1'on a, puisque lggls c

n n
E “‘;—Z g'i’ oy Yi“oo sc f ”? Ei . Yi“m ap .

D'apres (12) et le choix initial de c, on a

n 0 n
v Iai| < §-Z Iai|-+K' c f HZ &, %4 YiHm ar
1 1 1
n n
d' ou : ? IOLII < 2 K' ¢ j “E Si a'.i. Vi”m ar .
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On conclut en appliquant le théoreme 1.

Nous allons maintenant appliquer le théoreme de Rider aux
espaces de Banach de la forme CA : pour AcI, on note CA le sous-espace
de C(G) formé par les éléments f qui ont leur spectre dans A, c'est-a-
dire tels que /f\‘(y) =0 si y#£A.

Le lecteur désirant s'informer sur les espaces de cotype 2 peut se
référer a [4] et [5].
Par définition, si A est un ensemble de Sidon, alors C, est

A

isomorphe a 21(A). Réciproquement, Varopoulos a montré que si CA est
linéairement isomorphe a 21(0)* alors A est un ensemble de Sidon.

Le théoreme ci-dessous est une généralisation de ce résultat car tout
espace 21 ou bien tout sous-espace de L1 est de cotype 2.

Rappelons la :

Définition 2 : Soit {gn} comme précédemment. Un espace de Banach X

est dit de cotype 2, s'il existe une constante D telle que, pour toute

suite finie L SEEEERE d'éléments de X, on a :
n n
2,1/2
I IHY2 <0 ®z gy Xl

Remarque 3 : Soit (g ) une suite de variables aléatoires gaussiennes

complexes..lndependantes équidistribuées avec Illg |2

Si x,,...,x_ sont des éléments d'un espace de Banach complexe X, on
1 n

vérifie aisément que :

1 n n . n
(13) LE|ze x| <Elze x| <V2 E|z e x|
S S | i 7i i 7i
V2 o1 1 1
La proposition suivante résulte de l'invariance par rotation
des mesures gaussiennes, c'est un cas particulier de résultats plus

généraux (cf. [4] théoreme 2 et corollaire 1).

C'est-a-dire s'il existe un isomorphisme de ﬂl(A) sur C, , mais

A
ui n'est as a riori 1'isomorphisme 'naturel' !
P

~

** C'est-a-dire, pour chaque n, Re g, et Im g, sont des v.a. reelles

gaussiennes indépendantes de meéme distribution.
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Proposition 2 : Soit X un espace de Banach (sur le corps des complexes)

de cotype 2 comme dans la définition précédente. Pour toute suite

(¢,,..-,9 ) orthonormale dans L2(G,m), on a :
1 n

n n
(14) (] |l o, xi”2dm)1/2 < 2D m:n§ g, x| -

1

Démonstration : Nous ne faisons qu'indiquer 1'idée fondamentale pour

ce type d'énoncés. Soit (uij) une matrice nxm telle que

i<n
Jjs<m
m n n
(15) ¥ (a;) € c” z Iz ou. ailz = g 'ai|2 .
j=1 i=1 *J 1

On peut écrire, d'apres la définition 2 et la remarque 3

(16) (
Jj

e (

H S oou. . xiH2)1/2 < JE D IIH ;
i 1 i

i “ij xi)ll
1 i=1 Y j J

™ s

n

M3 I Ms

u.. g. 3 il résulte de (15) et de 1l'invariance par rota-
j=1 '3 J

tion des mesures gaussiennes que la suite (G

Posons Gi:

yo++,G ) a la méme distri-
~ ~ 1 n
bution que la suite (gl""’gn)'

On déduit donc de (16) :
m n — n
(z |2 u,, xi”2)1/2 <v2 D E|z g, x|
=1 i= 1 .
n
donc d'apres (13) : < 2D El|z g xiH .
1

En d'autres termes, on a démontré (14) dans le cas particulier ou
@1,...,$n sont des fonctions étagées (i.e. ne prenant qu'un nombre

fini de valeurs). Un argument d'approximation de routine, que nous ne
détaillerons pas, permet de conclure dans le cas général.

On peut maintenant donner une application aux espaces de Banach qui geé-
nérise un théoreme de Varopoulos [8] et certains résultats de [6].

Théoreme 2 : Soit A= {ynlne N}cTl ; si C, est de etotype 2, alors A

A
est un ensemble de Sidon.

Démonstration : D'apres la proposition 2, si C, est de cotype 2 on

A

peut écrire : ¥ {xl,...,xn}c:CA

1/2

" 2 1
(17) (| H§ v; (8) x.[[7 am(t)) < 2D m:u§ g, xll
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pour une constante D.

Appliquons ce résultat avec x;=a, y; i on a, pour chaque t fixé dans G :

n n
”l} Yi(t) a, Yi”oo = ||§: oy yi(t+ Il

n
l|§ o Vil

On déduit donc de (17)

[

n
7 i YiHm < 2D E‘”% &, %4 Yi”w

L'argument de la remarque 2 montre que

n n
% la; | < 4D m:H§ g, o vill

et on conclut par la proposition 1 que A est un ensemble de Sidon.

Remarque 4 : Pour démontrer le théoreme précédent, on pouvait se passer
de la proposition 1 a condition d'utiliser un résultat de [5] (cor. 1.3)
qui assure que si 1'on remplace (gn) par (sn) dans la définition 2, on
obtient une définition équivalente des espaces de cotype 2. Mais nous
nous sommes efforcés autant que possible de donner un exposé complet

de la démonstration du théoreme 2.
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