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INTRODUCTION. 

La plus grande partie de cet exposé est consacrée à la démons-

tration d’un théorème de Rider [7], basé sur des idées de Drury [1].
Il s’agit d’une caractérisation des ensembles de Sidon par des proprié-
tés des séries de Fourier aléatoires à spectre dans l’ensemble considéré.

A la fin de l’exposé, on donne une application généralisant certains

résultats de [8] et [6]

Dans tout cet exposé, G est un groupe abélien compact de

dual F. Rappelons la

Définition 1 : Un sous-ensemble A de 1 est dit "de Sidon" s’il existe

une constante C telle que, pour toute famille de scalaires dont
y y~A

au plus un nombre fini sont non nuls :

où l’on a noté C(G) l’espace des fonctions continues sur G (et on a con-

sidéré les éléments de r comme des fonctions continues sur G). Si A vé-

rifie (1), on dira que A est "de Sidon de constante C ".

Le lecteur qui s’intéresse aux ensembles de Sidon peut se référer à [3J.
On note Il ilmla norme dans l’espace C(G) des fonctions continues sur G,

et Il II M la norme dans l’espace M(G) des mesures bornées sur G. Pour

dans M(G) la transformée de Fourier de 11 est 

il = J dji(x), et pour (P dans C(G) 4&#x3E; ( y) = J TXT (P(x) dm(x).^(y) = 1
Notons 0 l’espace [-1,+1} et E n la n-ième coordonnée sur Q ; on note

F la probabilité uniforme sur Q. La suite 19n J peut être considérée
n

comme un ensemble de Sidon dans le dual du groupe abélien compact 0 puis-

que, pour toute suite finie dans W, on a :

Cet ensemble de Sidon particulier joue un rôle fondamental dans la

théorie.

Nous aurons besoin des deux lemmes élémentaires suivants
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Lemme 1 : Soient 11.= et C’, 5 des constantes positives

avec 0  5  1. Supposons que :
V w E () 11 E M(G) tel que

w

lalors A est de Sidon de constante
Démonstration : Soit posons , soit w

tel que E. (w) est le signe de peut écrire
i 1

d’où

et comme

on trouve

et de même , d’ où finalement

ce qui est le résultat annoncé.

Notation :

Lemme 2 :

Démonstration : Fixons d’abord x dans G.

D’après le lemme 2.1 ii) de l’exposé VII de ce même séminaire, on a :
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d’autre part, on a évidemment

En combinant (3) et (4) et en intégrant en x, on trouve :

La convexité de Il. 1100 montre alors

ce qui est le résultat annoncé.

Notation : Soit a n la tribu engendrée par les

n-premières coordonnées. Pour on pose w A 17 E avec la
A 

kEA 
k

convention w~= 1, et on note IAI le cardinal de A. A l’indexation près,
le système n’est autre que le système dit de Walsh ou de Fourier-

Walsh. Les fonctions forment clairement une base

orthonormale dans L o,a n ,P . Par conséquent, pour tout espace de

Banach X, tout élément § de admet un développement unique
sous la forme

Noter que, comme Q est finie, toute préoccupation de mesurabilité
est ici sans objet.

On peut maintenant démontrer le théorème suivant, dû à Rider

[7J ; la démonstration s’inspire des idées de Drury [1] et, d’ailleurs,

on peut retrouver -comme une conséquence- le résultat fondamental de

Drury : la réunion de deux ensembles de Sidon est un ensemble de

Sidon.

* 
C’est le système de Fourier du groupe ~-1,+1~ i
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Théorème 1 ([7] ) : Soit 11= [y n 1 n E INJ une partie dénombrable de 1’.

On suppose qu’il existe une constante K telle que :

1 Alots A est un ensemble de Sidon (de constante 24K3).

Démonstrati on : Il suffit évidemment de le démontrer pour A f ini ,

disons 1 _ [Yi’...,y n 1. On va chercher à construire une mesure 11 w véri-
fiant les hypothèses du lemme 1. D’après le lemme 2, sous les hypothè-
ses du théorème 1, on a : 

On peut considérer les fonctions 6 k (Pkcomme des éléments de
C(G) ). Le théorème de Hahn-Banach, appliqué à la fonction-

, assure l’existence d’un élément § de norme

S 2K dans LW(~,~ n ,lP ; M(G)) tel que

Avec les notations rappelées ci-dessus, on peut développer § sous la

forme :

L’égalité (7) s’écrit :

soit

Posons  w E 0,

L’information portant sur la norme de § se traduit par :
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Soit W dans C(G) ; on peut remarquer que

En particulier

On introduit pour chaque w dans Q la mesure :

On a

Notons que :

Soit X tel que 0  À s; 1 ; posons

On a

On peut remarquer que
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La mesure qui nous permettra de conclure est la mesure définie (pour
k convenable) par :

On a tout d’ubord, d’après (9) :

D’autre part, on voit facilement que

D’après (8) et (11) on a

d’ où

soit, d’après (11)

donc, d’après (10)

On arrive ainsi à la situation du lemme 1 : si X est choisi assez petit

pour q ue : :- Õ = 4 K2 ~ 2  1, alors li 
(il 

vérifie les hypothèses du lemme 1

On conclut donc que A est un ensemble de Sidon de constante -
1

pour tout Ô1, ce qui termine la démonstration du théorème 1 (on

prend 5=1/3).
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Remarque 1 : On pourrait améliorer les constantes dans la démonstra-

tion ci-dessus en travaillant sur l’espace TT au lieu de [-1,+1}JN ;
c’est d’ailleurs le cadre naturel de la démonstration, mais la présen-

tation ci-dessus est peut-être plus facile à suivre pour un lecteur

qui n’a pas l’habitude des "produits de Riesz".

Soit Supposons qu’il existe une cons-

tante K telle que : -V- n

alors, en fait,

En effet, si les (ai) sont réels et si i est le signe de ai, on a :
111

Mais par symétrie

donc on trouve

Pour des ai complexes, on traite séparément parties réelles et parties

imaginaires comme au Lemme 1.

Par le théorème du graphe fermé et les résultats d’intégra- ,

bilité de Kahane présentés à l’exposé 7 de ce même séminaire, on a

immédiatement le corollaire suivant (l’équivalence iiia ii utilise

aussi la remarque 2) :

Corollaire ([ 7J ) : Soit !1= [y 1 n E Les propriétés suivantes

sont équivalentes.

i) A est un ensemble de Sidon.

1 ii) [resp. ii)’] Y- (an) E IN si la suite des sommes partiellesii) [resp. (a )~E , si la suite des sommes p artielles
N 

n

converge (resp. est bornée) w-p.s. dans C(G), alors

(a ) n E si la série ¿ anEn(w) yn converge w-p.s. dans

C(G) alors la série ¿ a n y n est la série de Fourier d’une fonction continue
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En résumé brutal (cf. [2] pour des éclaircissements éventuels) :

Si la continuité presque sûre entraine la continuité sûre pour les

séries de Fourier aléatoires de Rademacher à spectre dans A alors

A est un ensemble de Sidon.

Pour les applications aux espaces de cotype 2, nous aurons

besoin de la proposition suivante (dont la démonstration est valable

dans un cadre plus général que ci-dessous).

Dans toute la suite, on note [gni une suite de variétés aléatoires gaus-
.. , , 

. 

n ... , 2
siennes indépendantes centrées equidistribuees avec : nE lN.

Proposition 1 : Soit A= ly ln E fl) cr. Supposons qu’ il existe une
constante K’ telle que

-- --

Jalors A est un ensemble de Sidon.

Démonstration : Soit c assez grand pour 
.

Vue la définition de g", on peu t remarquer que si E. =:t1 la loi de
n 1

est la même que celle de par conséquent le prin-1 1 I-n 1 ln

cipe de contraction (cf. la démonstration du Lemme 2.1 exposé VII de

ce sémi nai re ) montre que l’ on a, pui sque 1 gtl 1 ~ c :
1

D’après (12) et le choix initial de c, on a :

dl oà i
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On conclut en appliquant le théorème 1.

Nous allons maintenant appliquer le théorème de Rider aux

espaces de Banach de la forme C : : pour on note C le sous-espace.

de C(G) formé par les éléments f qui ont leur spectre dans A, c’est-à-
B

dire tels que f(y)=0 
Le lecteur désirant s’informer sur les espaces de cotype 2 peut se

référer à [4] et [5].
Par définition, si A est un ensemble de Sidon, alors C est

isomorphe a ~ (~1). Réciproquement, Varopoulos a montré que si C est
linéairement isomorphe à £1(A). alors A est un ensemble de Sidon.

Le théorème ci-dessous est une généralisation de ce résultat car tout

espace ou bien tout sous-espace de L1 est de cotype 2.

Rappelons la :

Définition 2 : Soit (g ) comme précédemment. Un espace de Banach X
n

est dit de cotype 2, s’il existe une constante D telle que, pour toute

suite finie d’éléments de X, on a :

Remarque 3 : Soit (- ) une suite de variables aléatoires gaussiennesgn 
- 12= t2complexes indépendantes é q uidistribuées avec E gn - 1.

Si x1""’xn sont des éléments d’un espace de Banach complexe X, on

vérifie aisément que :

La proposition suivante résulte de l’invariance par rotation

des mesures gaussiennes, c’est un cas particulier de résultats plus

généraux (cf. [4J théorème 2 et corollaire 1).

* 
C’est-à-dire s’il existe un isomorphisme de 2(A) sur C , maisA

qui n’ est pas a priori 1’isomorphisme "naturel" 1

.. ’. 
h R 1 

,

C’est-à-dire, pour chaque n, Re g 
n 

et Im g 
n 

sont des v.a. réelles

gaussiennes indépendantes de même distribution.
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Proposition 2 : Soit X un espace de Banach (sur le corps des complexes)
de cotype 2 comme dans la définition précédente. Pour toute suite

(~1’...’~n) orthonormale dans L2(G,m), on a :

Démonstration : Nous ne faisons qu’indiquer l’idée fondamentale pour

ce type d’énoncés. Soit 1 une matrice n x m m telle que :

On peut écrire, d’après la définition 2 et la remarque 3

Posons ( résulte de (15) et de l’invariance par rota-

tion des mesures gaussiennes que la suite (G1,...,Gn) a la même distri-
l n

bution que la suite 

On déduit donc de (16) :

donc d’après (13) :

En d’autres termes, on a démontré (14) dans le cas particulier où

19 1"""pn sont des fonctions étagées (i.e. ne prenant qu’un nombre

fini de valeurs). Un argument d’approximation de routine, que nous ne

détaillerons pas, permet de conclure dans le cas général.
On peut maintenant donner une application aux. espaces de Banach qui gé-
nérise un théorème de Varopou los 8 et certains résultats de [6].

Théorème 2 : Soit si C est de éotype 2, alors AÎest un ensemble de Sidon.est un ensemble de Sidon.

Démonstration : D’après la proposition 2, si C A est de cotype 2 on

peut écrire
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pour une constante D.

Appliquons ce résultat avec x. = a, y. : on a, pour chaque t fixé dans G :
i i 1

On déduit donc de (17) :

L’argument de la remarque 2 montre que

et on conclut par la proposition 1 que A est un ensemble de Sidon.

Remarque 4 : Pour démontrer le théorème précédent, on pouvait se passer

de la proposition 1 à condition d’utiliser un résultat de [5] (cor. 1.3)

qui assure que si l’on remplace (g ) par (6n) dans la définition 2, on
n n

obtient une définition équivalente des espaces de cotype 2. Mais nous

nous sommes efforcés autant que possible de donner un exposé complet
de la démonstration du théorème 2.
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