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XII.1

Dans celte note on traite une question posée par G. Pisier.
Soit A unensemble d'entiers Ac Z et E c T un sous-ensemble fermé du
tore T =R (mod 27).
On note alors
€,(T)= {f ce(r);6) ~ T akeme}
ACA
1'espace des fonctions continucs a spectre dans  A.  On note par  A(T) 1'algebre des
séries de Fourier absolument sommables et par AT(T) 1'algebre des séries de Taylor
absolument sommables (i. e. f€AY(T)eaf€A(T) Spfc Z1). On note aussi par
I(E) = {feA(E) I () = E} : THE)=1(E) N AT(T) les idéaux associés 3 E et par
' ) + + +
A(E) = A(T)/I(E) ; AT(E)=AT(T)/T(E)
les algebres restrictions. Tous ces espaces et algebres sont munis de leurs normes

naturelles.

Pour une étude approfondie de ces espuces, cf. [l] . Onea alors :

THEOREME 1. Supposons que 1'espace de Banach € ,(T) soit isomorphe (en tant

qu'espace de Banach) a Ql , alors, A est une suite de Sidon, c'est-a-dire, il

existe C unc constante telle que
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THEOREME 2. Supposons que E c T esttel que A(E) (resp. A+(E)), en tant

qu'espace de Banach, soit isomorphe a un espace de la forme €(X) o_tl X estun

espace topologique compact ; alors A(E)=C(E) (resp. ATE) = C(E)), c'est-a-dire

E est un ensemble de Helson.

L'hypothése des deux théorémes peut s'affaiblir. Il suffit par exemple de supposer
dans le théoréme 2 que A(E) est un espace de type o'ﬁoo dans le sens de [2] .
Les théorémes 1 et 2 se généralisent dans le cadre de groupes localement compacts.

La preuve des deux théorémes est basée sur le théoreme suivant [3] .

THEOREME (de représentation). Soit R une algébre de Banach. Supposons que

R, entant qu'espace de Banach, soit isomorphe 8 C€(X) ol X est un espace

~o

compact. Alors, il existe un espace de Hilbert H et une sous algebre fermée R de

L(H) (@1'algebre des opérateurs de H) telle que R soit isomorphe en tant qu'algbre

de Banach a '15

Preuve du théoreme 1 et du théoréme 2 pour A(E).
11 suffit de démontrer le théoreme 2 pour A(E). Le théoréeme 1, aprés une dualisa-

tion évidente, se démontre de la méme maniére.
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D'apres le théoreme de reprdésentation, 1'hypothése du théoréme 2 entrainent qu'on
peut identifier A(E) 2 une algébre d'opérateurs &(H) sur H (un Hilbert) ;
1'identification n'est pas isométrique mais elle est topologique. Cette identification induit
une représentation bornée r dugroupe Z sur H ; c'est-a-dire

r:Z —— 4 (H)

inb

ol rin)=L_ =e

=L € AE)

est la fonction e1r16 de A(E) considérée comme opérateur. En outre A(E) est
engendrée par les opérateurs {Ln ; n€Z} . En utilisant un théoreme bien connu sur
les représentations de groupes [Toute représentation bornée d'un groupe abélien est
équivalente a une représentation unitairei] , on voit qu'il existe un opérateur borné T
sur H avec un inverse borné T_1 tel que tous les opérateurs
n=0, +1, +2, ...
soient des opérateurs unitaires.

Mais alors 1'algebre d'opérateurs

TAE) ={rLT"'eLMH); L€ A®E)}

qui est isomorphe a 1'algébre A(E), est engendrée par des opérateurs unitaires et

est une C*-algébre. Ceci entrafne que A(E) est isomorphe en tant qu'algébre & €(E)

et que E est un ensemble de Helson.

Preuve du théoréme 2 pour AT(E).

La démonstration est basée sur le lemme suivant :

LEMME. Soit H un espace de Hilbertet T €%(H) un opérateur a puissances
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borndes, c'est-a-dire

”T"”opsc . n=0,1,2, ...

N
ou C est une constante indépendante de n. Soit aussi p(z) = a_z" un polyndme

n=0 n

d'une variable. On a alors

mm [Tl < sw o o)l

m-»o P AR

Preuve du lemme.

Soient h,k € H deux éléments de 1'espace de Hilbert H tels que ”h”, ”k” < 1.

Fixons m= 1 et considérons les deux fonctions a valeurs dans H

1 m n in6
£(0) = Z T he
vm+1 n=0
m .
#(0) = —. 5 T M keln®
Vm+1 n=0

*
ot T estl'opérateur adjointsde T ; f et f*¥ satisfont alors

2m

27 2
Aol a0 s c2 st [Tl < c2

et 1a fonction

p(8)=<E6), £(0),

\

oh ¢ , >H est le produit scalaire dans H, satisfait

ool | =c?
(1) ) LA(T)

\ 2m ,yf]m) n inb

\@(e)=n=z% — (T h,k>e" .

(m)

Dans cette formule yn

est le nombre d'entiers v qui vérifient les deux conditions

suivantes



On a
,{m)
i~ m+n ‘ B 5
(2] —— m_)wfl, n=0,+1, +.2,...
N in®

Soit maintenant P(8) = I a e ” un polyndme fixe ; (') entrafne alors

) n=0

(m

()

T gy

2 .
| Z W 1% g‘;j ”e‘““"P(-e)@(eme\ch el .
n= o

D'autre part,
m ' N m+n
¢ P(T)h,k? = T a (T "h, k> .
n=0

En faisant tendi'e m > et en {enant compte de (2), on obtient donc notre lemme.

Freuve du théoreme.

Comme dans la preuve du théoréme 1, on identifie A™(E) 2 une algébre d'opéra-

teurs sur un Hilbert. Cette identification associe a ele I € A+(E) un opérateur T

E

qui satisfait 1'hypothese du lemme.
Fixons un polynéme trigonoméirique

N ind
p(6)= Z a e ;
n=-N

aore lemme 2ntraine alors que

= | 1; mnl| _ o]
lile )’l:-—Nan T op =Clp B

ol: C est une constante indépendante du polyndme. Mais ceci entraine que

N .
— |l i(m+n)8| || !
fim || Z a e ‘ Hy+ SC'”DJ’
M soo QoN n E"'AT(E) ‘oo

vour une auire constante C' indépendante de p. Et ceci a son tour entraine que

” T oa Lin ]

i
it
I a

I N}
Elam) S C Pl

{lest-a-dire que A(E)=C(E) etque L estunensemble de Helson. Le théoréme de

—~

-

ToWik 1] (IV, 7) entraine alors notre thoréme .
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REMARQUE. Une reformulation du Théoreme 1 consiste a dire qu'il caractérise
les sous-espaces fermés Y de C(T) qui sont invariants par translation (i. e.
fer ==>ft(x) = f(t+x) € T) et qui sont, en tant qu'espaces de Banach, de type ;£1
(dans le sens de [2:' ).

Dans le méme esprit, on peut démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 3. Soit" T un groupe abélien localement compact et soit

T c L(I') un sous-espace qui est faiblement fermé (pour la topologie or(L°°,L1 )

et invariant par translation et qui est, en tant qu'espace de Banach,de type o'z,p 1

~

. Alors il existe E c I un sous-ensemble fermé tel que

T={u;neMD) suppcErl,
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