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IX.1

Cet exposé est consacré a la construction d'un exemple, obtenu
en collaboration avec H.P. Rosenthal [47], d'une suite de vecteurs de norme 1
dans un espace de Banach, qui tend faiblement vers zéro mais qui ne posséde

aucune sous-suite inconditionnelle.

Nous mentionnerons a plusieurs reprises dans cet exposé 1'espace S
des séries convergentes, et plus précisément la base canonique (en) de S.
Rappelons que la norme de S est définie par
<«

k
S((a,)) =l =, e, = sup | & =,
1 lli:1 N IHS Kk i-1 b

pour toute série simplement convergente (li).

Si (xn) est une suite de vecteurs d'un espace de Banach, la cons-
tante d'inconditionnalité de la suite (xn) est définie comme la plus petite
constante K> 0 telle que 1'on ait pour tout ensemble fini FC N et pour

toute suite (an)GZR(m)

Iz ey x| <K [za x|

nep %D L, nbon
On dit alors que (xn) est K-inconditionnelle. On dit qu'une suite (xn) est
inconditionnelle s'il existe une constante K telle que (xn) soit K-incondi-

tionnelle.

Notre construction principale nous ménera a
A. I1 existe une suite (xn) de vecteurs de norme 1, tendant faiblement
vers zéro dans un espace de Banach E, et possédant la propriété suivante : pour

toute sous-suite (xn ) de (xn), il existe une suite (yj) de blocs disjoints
k

de la sous-suite (xn ) qui est 2-équivalente a la base des séries conver-
k

gentes, c'est-a-dire

(IN)D

¥ (@)ER $((a ) = [|lz o) v, | s 2 8((a))

J
Bien entendu, la propriété A implique que la suite (xn) n'a aucune
sous-suite inconditionnelle : en effet, des blocs disjoints d'une suite
K-inconditionnelle forment encore une suite K-inconditionnelle, et par

ailleurs la base de S n'est évidemment pas inconditionnelle.
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Une légére modification de 1'exemple A permet d'obtenir

B. I1 existe une suite (xn) de vecteurs de norme 1 tendant faiblement

vers z¢éro dans un espace de Banach uniformément convexe, et dont aucune

sous-suite n'est inconditionnelle.

Pour finir, nous nous intéresserons aux espaces C(a), ou a est
un ordinal dénombrable. Si B est un ordinal
dénombrable, B+1 est un compact pour la topologie de 1'ordre. Il est bien
connu que dans C(w+1), toute suite qui tend faiblement vers zéro posséde

pour tout €> 0 des sous-suites (1+€)-inconditionnelles. Nous verrons que

C. Pour tout entier k> 1, et tout €> 0, il existe dans C(ww'k4-1) une suite

qui tend faiblement vers zéro, mais dont toute sous-suite a une constante
k+1

T+ e (Avec un peu plus de travail, on peut pren-
+

d'inconditionnalitée >

dre €=0, cf. [4].)

Nous verrons dans 1'exposé XVI un résultat positif qui compléte C
pour tout £> 0 et pour toute suite qui tend faiblement vers zéro dans

.k . . .
C(w® ™+ 1), il existe des sous-suites (k+l+e)-inconditionnelles.

2
L'exemple C suggére que dans w(w )+1, il ne sera plus possible

de trouver de sous-suite inconditionnelle. C'est effectivement ce qui se

passe

2

D. Dans C(w(w + 1), il existe une suite qui tend faiblement vers zéro et

qui n'a aucune sous-suite inconditionnelle.

On peut noter, en utilisant les résultats de 1'exposé XVI, que
5 :
w(w ) est le premier ordinal a tel que l'extraction de sous-suites incondi-

tionnelles soit impossible dans C(a+1).

I. EXEMPLE A

Nous allons entrer maintenant dans la partie technique de cet

exposé. Soit e> 0, et soit m, = 1<|n2< ceee<m < ... une suite d'entiers tres

lacunaire, vérifiant
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(1) v m./m < €/2 < 1
i,k - k
i<k
2 2

Nous désignerons par M= {1,m .} 1'ensemble des carrés

EPEREN PR
des éléments de la suite précédente.

Si A est un sous-ensemble fini de N, nous désignerons pas 1A

(IN) 1 si jeaA

1'élément de R .
O sinon

défini par 1A(j) = { et nous poserons

x = ——.1, (ou |A| désigne le nombre des éléments de A).

CT T

Si x= (xn) € ]R(]N)

et y= (yn)e IHN, le symbole <x,y> désignera

le produit scalaire usuel, c'est-a-dire

<X,¥y> = ¥ XV,
n

Si A et B sont deux sous-ensembles finis de N, on a, en supposant

|al < [B]

[anB| _ /]
JTal- 8] Vis|

<X Xn> =

A’7B

, X, >=1).

(noter aussi que <x A

A

Supposons alors que A ...An, Bl,...B soient des ensembles finis

1’ m
de N tels que pour tous i et j, on ait lAil et ]leé M, et lAili lBj" On

déduira de (1) que

> < g/2

(2) <z X, 5 T Xp
J J

i i
La petite discussion précédente explique le rdle technique de M
si les cardinalités en présence sont des éléments distincts de M, les vec-

teurs correspondants sont '"presque'' orthogonaux.

Introduisons une notation supplémentaire. Si as:(Al,Az,...,An,...)
est une suite de sous-ensembles finis de N, deux a deux disjoints, nous
poserons

©
x(a) nzl xAn
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La norme que nous voulons définir sera de la forme suivante
si M est un ensemble de suites de sous-ensembles finis de N, on lui associe

. ()
une semi-norme sur IR par la formule

vl - s Jeyoxt@s] o, ¥ yer™

aem
Nous supposerons donné un ensemble 7 possédant les propriétés
suivantes (nous discuterons plus loin 1'existence d'un tel 7)

i) Pour tout a.=(A1,A2,...An,...)€77(
° IADIGM pour tout n> 1
° |A1|<|A2|<...<|An|<.

P A1<A2<...< An<...

ii) Pour tous a= (An) et b= (Bn)e’/?z
IAi|: IBJ,I:)l:J et A,Q,:Bﬂ, pour 1<f{<i .

iii) Pour tous k et m entiers > 1, et tout a-= (An)€7}z, il existe

b = (Bn) €M tel que

1s,€gk:)A£:B£ 5 m<Bk+1

iv) Pour tout sous-ensemble infini Nlcl\l , il existe un élément

a= (An)e??z tel que AngN1 pour tout nx> 1.
v) Pour tout k=1, il existe a-= (An)E77£ tel que A1: {k}.

(Si A et B sont deux sous-ensembles de N, A< B signifie

sup A< inf B.)

La propriété la plus importante est la propriété ii). Elle signi-
fie que pour un élément a= (An) de 7, la connaissance du cardinal de A

détermine les ensembles A ,A Cette structure sera rendue plus claire

1 2""Ak—1' .
lors de la construction d'un tel ensemble 7], qui sera faite plus loin.

A partir de maintenant, nous supposerons donné un ensemble 7 possé-

e s . ()
dant les propriétés i) a v), et nous définirons une semi-norme sur R

par la formule
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¥yeR lly|| = sup |<y,x(a)s ]|
acm
En fait, la conjonction de iii) et v) implique immédiatement que
Iyl = sup |yk|, ce qui prouve que y- ||y|| est une norme. Nous désignerons par
(xn) la base canonique de R N (xn(j) =6 j)' Nous allons voir que la suite

2
(xn) posséde les propriétés de 1'exemple A. Tout d'abord, il résulte de v)

que Han: 1 pour tout n.
Lemme 1 : Soit b= (Bn) un élément de 7. On a
v 0 (™) . ‘ .

A )ER , S((x ) < |z a_ x| < (1+e) S((r))

n n . B, n
(Autrement dit, la suite (xB ) est (1+e)-équivalente a la base de S.)

n

Démonstration : Soit (‘An) € ]R(]N) et soit k un entier > 1. Désignons par m

le premier entier tel que ‘}\j =0 ¥ jsm. D'aprés iii), on peut trouver un

élément a = (An) €M tel que
Ai=Bi pour 1l<i<k ; A >B
On voit alors que

k
<y ‘An Xg x(a)> = 5 =
n n i=

L'entier k étant quelconque, on en déduit 1'inégalité S((‘An)) s |z A Xp | .
n n
Pour démontrer 1l'autre inégalité, choisissons un élément quelcon-
que a-= (An) de 7, et désignons par k le plus grand entier tel que |Aj| = [le
¥ j<k (si |A1| 7 IBll’ on pose k=0). Nous décomposerons le produit

< A_x, ,x(a)> en trois parties
n

B
n n
<T A xg , x(a)> =
n
k-1 k-1
<y A X , ¥ X, >S+A <X, , ¥ X, >+< T A_ X, , T X, > .
n=1 n Bn n=1 An k Bk n>k An n>k n Bn n>k An

Le premier terme est facile a évaluer, car d'aprés ii), on a Asz. pour
J

J <k, donc



Dans le second, nous remarquerons que

0 < p = <X , ¥ x, > < 1
Bk n=>k An

En effet, puisque IAnlz |Ak| pour n2k, les coefficients de

x, sont majorés par 1/¢|Ak|::1/M|Bk|, et donc

5
n;k An ' |
<Xp s s X, > = Bk . L =1 .
k nsk n «/IBk| «/|Ak|
Pour étudier le troisiéme terme, notons que d'aprés ii), les en-
tiers lAil’ i>k et lBjI’ j>k, sont deux a deux distincts. Comme ce sont

des éléments de M, on déduit de (2) que

|< s A X , ¥ X >| < sup |l . < L X y X, >
n>k n Bn n>k An n n n>k Bn n>k n

< &/2 . sup Iwnl < €. s((wﬂ))
n

Pour conclure, remarquons que

k-1 k-1 k
zoa+on ] = l-p) = oa+p o n | <s(r )
n=1 n=1 n=1

On a donc obtenu

|<x AL Xg o x(a)s| < (1+€)S((lm)) ,

n n
ce qui démontre le lemme.

Lemme 2 : La suite (xn) tend faiblement vers zéro dans E.

Démonstration : Si la suite (xn) ne tendait pas faiblement vers zéro, on

pourrait trouver un a> 0, une forme linéaire £ de norme < 1 sur E et un

sous-ensemble infini N, c N tels que

1

-V-mENl, <§,xm> > a
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On en déduirait pour tout ensemble fini ACN1

iyl = o o/lal

D'aprés la propriété iv), on peut trouver un b::(Bn)efm tel que

Bnc:N1 pour tout n. Le lemme 1 implique que HXB |< 1+e pour tout n. Mais
n

par ailleurs IBDI'*” d'aprés i), d'ou une contradiction qui achéve la dé-

monstration du lemme 2.

Nous voyons facilement maintenant que la suite (xn) possede
toutes les propriétés de 1'exemple A : 1la suite tend faiblement vers zéro,

et Han: 1 pour tout n. Par ailleurs, soit (xn ) une sous-suite de la
k
suite (x ).
n

D'aprés 1'axiome iv) pour 7, il existe un élément b = (BJ)EZW tel

que Bjc:le {nl,nz,...nk,...} pour tout j= 1. La suite (x_, ) est bien une

B

J
suite de blocs disjoints de la sous-suite (xn ), et elle est (1+e)-équiva-
k
lente a la base de S d'aprés le lemme 1.

Pour achever la présentation de 1'exemple A, il reste a construire

un ensemble 7. Nous commencerons par remarquer que d'aprés (1)

. 2 2 2
¥ jx1, my+my+ e my s mj+1(m1+~m2+ ceo+m.)
2 2 2
< mj+1(m1/mj+1 e +n2i/mj+1) < g/2 Mg <ML

Ceci implique que si un entier est somme d'éléments distincts de M,

son développement est unique. Cette remarque sera utilisée plus loin.

Soit AX 1'ensemble des parties finies de N et soit V une injection

de J dans M, telle que ¥ A€_4, v(A)> |A].

A

Désignons par 7 1'ensemble des suites a= (Al’AZ"" nt e

ments de /f telles que

1) A1< A2< . < An< v

.
|A1,—1

3) ¥ jo1 |Aj+1| =v(A UAU ... UAY)

2)
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Montrons que cet ensemble 7 satisfait les propriétés i) a v). Pour montrer

i), il suffit de noter que

|Aj+1| = \V(Alu...uAj) > |A1U...UAJ.| > |Aj|
La propriété iii) est évidente : quand on a choisi Al’AZ""Aj’ on peut
choisir Aj+1 arbitrairement loin ; la propriété iv) est évidente aussi.
Si Nlc:N est un ensemble infini, et si A A2""Aj ont été définis,
Ai(:Nl’ on peut toujours trouver dans N1 un ensemble Aj+1>Aj de cardinali-
teé W(Alu LJA ). De méme v) est trivial. Finissons par ii). Supposons
que a-(A ) et b::(B ) sont des éléments de 7, et que IA | = ]le pour i,

j=1. Si i=1, ou J-l, la propriété est évidente. Sinon i =k+1 et j=4+1,
et donc W(AlL)...LJAk)=:¢(B1U ...LJBz), ce qui implique

A1U . LJA = B u. .UBz puisque y est injective. De plus

|A1U .. [ |B1U "'LJBEI’ et ces deux entiers sont sommes d'éléments
distincts de M. D'aprés la remarque préliminaire, on en déduit k=4 et
lAhlz:]Bhl pour h< k. Mais ceci, joint au fait que les ensembles sont dis-
joints et a A/U...UuA =B U...UB_ implique en fait que A, =B, pour
l1<hgk, et on a bien démontré que 1l'ensemble 7 convient.

II. EXEMPLE B

L'exemple B sera obtenu facilement a partir de 1l'exemple A par
interpolation ; on sait en effet qu'un interpolé (8,p) entre un Banach
quelconque et un Banach uniformément convexe est uniformément convexe (cf.

[1]). Comme paire d'interpolation (Ao’Al)’ nous prendrons AO::)@2 et A, sera

1
l'espace E de 1'exemple A. Notons que l'intersection A ol A1 contient ]ltw),
donc est dense dans A0 et Al' Nous poserons F-.(A yA )1/2 oy TOUS noterons
comme d'habitude H.Hi la norme dans A., i=0,1. Il n'y a pas de norme cano-

nique sur F, mais on peut d'aprés [3 choisir une norme (que nous noterons
q ’ P P ’ q

I|I.]) telle que
¥ xea na < el el

Dans notre situation, le dual F' de F est égal a (A A 1/2 o7 cf. [3], cha-

\c
; la norme dans Ai,

pitre III, et on peut supposer aussi (en notant

i=0,1 et H.H% la norme dans F') que
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¥ £cAlNA] lel™ < el llelly

La suite (xn) de 1l'exemple A est simplement dans Ao la base cano-
nique de 22. Nous allons voir que la m&me suite (xn) posséde dans 1'espace

F les propriétés de 1'exemple B.

Si ag:(An)GEM et si k est un entier > 1, nous poserons

k k n+1
xk(a) = g x i yk(a) = ? (-1) X, .

n=1 An n=1 n

Les éléments xk(a) et yk(a) interviendront a la fois comme éléments

de A NA, et Aér]Ai. D'aprés 1'étude de 1'exemple A, on sait que
ka(a)ll1 =k ; 1< Hyk(a)H1 < 1+e .
Par ailleurs, il résulte facilement de la propriété iii) de 7 que :
( *
ka a)”1 =1 .
On a aussi trivialement
3¢ *
@, = b @ = [y @1, = Iy @15 =k
On en déduit dans F et F'

Hyk(a)H < Vl+e. kl/4 ; ka(a)H* < kl/4 .

Mais compte tenu de <xk(a),xk(a)>= k, on obtient

3/4 3/4

ka(a)n > k (donc en fait ka(a)n =k ) .

Cela prouve que la suite (xn) ne posséde aucune sous-suite incon-
ditionnelle dans F : 1'argument est le m&me que dans 1l'exemple A et utilise
la propriété iv) de 7. Pour finir il faut montrer que la suite (xn) tend
vers zéro dans F. L'argument du lemme 2 permet de conclure, si on remarque

que lorsque b= (Bn) €7, on a pour tout nx>1

g I s Ll [l g [l = Wire
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IIT. EXEMPLES C ET D

Pour introduire 1'exemple C, nous utiliserons 1l'ensemble 7 cons-

truit a la fin du paragraphe I. Nous utiliserons, en plus des propriétés

N

i) a v), les deux propriétés supplémentaires de cet ensemble 7
vi) ¥ a=(a)em, |A1|=1

vii) ¥ a=(A), b= (B )
Ai:Bi pour 1<ick =>|Ak+1| = IBk+1l

. . , ) (W)
Soit k un entier > 1. Nous introduirons sur R une norme ana-

logue a celle de 1'exemple A, par la formule

Iyll = sup l<y,x (5] , *yer™

aem

Nous désignerons par E_ 1'espace de Banach obtenu par complétion.

k
En adaptant les arguments du premier paragraphe, on voit facilement que la

(IN)

base canonique de R , toujours désignée par X vérifie “an= 1 et tend

faiblement vers zéro dans Ek'

De plus, pour tout b::(Bn)EiW, on a

Kk J k J
¥ (A)e R sup | 5 n <z on x| < (1ve) sup | 5 ol
1<j<sk i=1 i=1 i 1<jsk 1i=1
(Autrement dit, la suite finie (xB se s Xp ) est (1+e)-équivalente
1 k

aux k premiers vecteurs de la base de S.)

La constante d'inconditionnalité des k premiers vecteurs

(el,...e ) de la base de S est égale a k (considérer x= el-2e24-2e - ...

3

et y:=e14-2e +2e_+ ...), donc celle de (xB ye e Xp ) est > k/(1+€). Par

3 5 1 K

la propriété iv) de 7, il en résulte que toute sous-suite de la suite (xn)

k

a une constante d'inconditionnalité > k/(1+¢).

Pour terminer 1'exemple C, il faut plonger isométriquement Ek dans

C(ww'(k_l)-+1). D'aprés le théoréme d'extension de Borsuk-Kakutani (cf. [27),

k)’ K, étant un compact
1. D'aprés le théoréme de

isométriquement dans un C(K

, : k , w. (k=1)
homéomorphe a une partie fermee de +

il suffit de plonger E

Mazurkiewicz-Sierpinski [5] il suffit pour cela que Kk soit un compact
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(w.(k-1))

dénombrable dont le dérivé K soit réduit a un point, ou bien vide.

Le compact Kk sera choisi de la fagon la plus naturelle, en prenant une

partie convenable de la boule unité de E&. On posera d'abord
gk::{xk(a); acm}, et K, sera 1'adhérence #*-faible de ) dans Eﬁ' D'apres
la définition de la norme de Ek’ il est clair que
¥ yEE_, lyll = sup |<y,e>|
€Ky

donc le plongement de E_ dans C(Kk) est isométrique. Il est plus commode

k
de regarder 8k comme une partie de IJN, contenue en fait dans le compact

0,1 N et de regarder K. comme 1'adhérence de &, pour la topologie pro-
’ k "k

duit. (On a une injection & image dense de IJ]N) dans Ek’ donc E& s'injecte
dans IJN, ce qui rend ce point de vue possible.)

Montrons tout d'abord le
Lemme 3 : L'ensemble K, est constitué par des éléments de la forme

k

_ ’ —\— 3 . - . . . .
y_'l[l,...,n]’ Xk(a), nc N (c'est-a-dire que y(j) xk(a)(J) si j<n, O sinon).

Démonstration : Soit y'eKk. Si y=0, y est bien de la forme voulue. Suppo-

sons donc y # 0, et choisissons une suite angim telle que xk(an) converge
vers y dans [O,l]N . Remarquons d'abord que les coordonnées non nulles des
xk(an) sont de la forme 1/JK; h entier > 1, il en est donc de m&me pour y.
De plus si y(j) #0, on aura xk(an)(j)::y(j) pour n assez grand. Remarquons
encore que les composantes non nulles des xk(an) prennent exactement k
valeurs distinctes, et décroissantes. On en déduit que les composantes non
nulles de y prennent au plus k valeurs distinctes, et que ces valeurs sont
décroissantes, Soit j le nombre de valeurs distinctes des composantes non

nulles de y, et soient Al’A ..Aj les sous-ensembles de N sur lesquels y

27°
prend les valeurs en question. On a A1<‘A <...<A.. De plus ces ensemblessont

finis. En effet les xk(an) sont de norme 7E-dans ﬂg, donc HyHZsAﬁ;

D'aprés une remarque précédente, xk(an)::y sur A1LJ...LJAj pour n assez grand,
Posons m = sup Aj' Les composantes non nulles des xk(an) étant décroissantes,
on voit qu'en fait on aura xk(an)::y sur [1,2,...m] pour n assez grand.

Mais alors, toujours pour n assez grand, on aura y = 1[ 7" xk(an), ce

1,...m
qui démontre le lemme.

Le lemme 3 indique en particulier que le compact Kk est dénombrable.

Nous allons maintenant examiner les ensembles dérivés de Kk. Auparavant,
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remarquons que la démonstration du lemme 3 fournit également le résultat

suivant

Lemme 3 bis : SoientyeKk, et m=sup{j; y(j)#Z0}. Si une suite (yn) drélé-

[1,...,m]

ments de Kk converge vers y, on a y=1 . ¥, pour n assez grand.

Si y et z sont deux éléments de K nous noterons y /z si y#£z

k’
et s'il existe un entier m tel que y= 1|:1 m] z. Si y est un élément de
..,
1'ensemble dériveé Kl'{’ il existe une suite (y de points Kk qui converge
vers y, et telle que yn;éy pour tout n. D'apres le lemme 3 bis, on a donc
v« y, pour n assez grand. Si y est un élément du j-iéme dériveé K(‘]) de K, il
existe donc yl,y2,...yjeK tels que
Y{ ¥ ¥y e AV
Lemme 4 : a) K;w) = (0)
(w)
b)Y K1 S Ky
Démonstration : Pour montrer a), il suffit de voir que pour tout y #0,

yE€EK_ , il existe un entier j tel que yEKé‘]). Soit donc yEK2, yZ£O.

Posons 4 = inf{n; y(n) #0}. D'aprés vi), on a y(£) =1 et d'aprés vii) il
existe un entier h tel que pour tout b= (Bn)EWz, B1: {E}—>|B2| =h. Si on
ayqy {y2 eee X y avec y. €K2’ il est clair que y;| a au moins (j+1)-com-
posantes non nulles, dont au moins j égales a 1/«/_}-1 Or cela est impossible

si j=h+1, donc yEK(h~‘)

La démonstration de b) est analogue. Soit y€ Kk+1\. Kk . On peut

écrire y:l[1 ].x (a) avec a:(A )EM et m> inf Ak 1 En posant
h = lAk 1| on peut dire que les composantes non nulles de y au-dela de A
sont égales a 1/\% Comme précédemment si y< Yy e < yJ., avec yie Kk+1 ’
Y posséde au moins (j+1) composantes non nulles au-dela de A, et ces com-
posantes sont égales a 1/[ ce qui est impossible si j=h. On en déduit
que y £ Kliil)l’ et ceci démontre que Kli(i))lc:Kk .

Bien entendu le lemme 4 implique que

K}({w. (k—l))c (0}
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ce qui implique d'aprés Mazurkiewicz-Sierpinski que Kk est homéomorphe a

w.(k—1)+

une partie fermée de w 1. Ceci achéve la présentation de 1'exemple C.

Pour 1'exemple D nous conservons un ensemble 7 possédant les pro-

priétés i) a vii). Si a= (An)EiW, avec A = {£}, nous poserons

)
1 —
xt(a) = z x,

i=1 i
. (IN)
On definit ensuite une norme sur R par la formule
ly|| = sup |<y,x'(a)>]|. On vérifie comme précédemment que la base canonique de
aem
]th), notée (xn), vérifie Hxn“= 1, tend faiblement vers zéro et ne posséde

aucune sous-suite inconditionnelle. Pour terminer, il nous faut plonger isomé-

triquement ce dernier espace dans un C(K), ou K est homéomorphe a une partie

fermée de w(w )+ 1.

Posons % = {x'(a) ; a€ 7} et désignons par K 1'adhérence de { dans
[O,l]N . On vérifie facilement que le dernier espace est isométrique a un

sous-espace de C(K).

Posons szé{ye K; y(k) =13}. (Noter que les Fk sont deux a deux

disjoints.)

Lemme 5 : Les éléments de K sont de la forme 1[1 m] " x'(a). Pour tout
_ e

entier k, KN FkCKk .

Démonstration : Soit y# 0 un élément de K, et posons £ =inf{j; y(j) #0}.

Soit x'(an) une suite de ¥ qui converge vers y. La premiére composante non
nulle des x'(an) étant égale a 1, on aura y(£) =1, et on aura aussi
x'(an)(z)::l pour n assez grand. Mais alors x'(an)eggzpour n assez grand,

donc yeng, ce qui démontre le lemme.

L'ensemble Fk est évidemment fermé, mais il est aussi ouvert dans K.

En effet, si (yn).est une suite dans K convergeant vers y, avec y(k) =1,

on aura yn(k)z 1 pour n assez grand. Il en résulte que pour tout ordinal a

(a) (a) (a)
‘K NF = (Kan) ch

k
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D'aprés la discussion de 1'exemple C, on a donc

2
(™) _
K quk =@

(02

)

Mais comme on a K::{O}LJ(E Fk), on voit finalement que K c {0}, et on

conclut par une derniére application de Mazurkiewicz-Sierpinski.
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