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VI-VII.O

ABSTRACT

Nous étendons, pour des opérateurs entre espaces de Banach, les
définitions du type et du cotype Rademacher. Nous examinons les liens avec
la présence de "structures homothétiques'" dans les espaces de départ et
d'arrivée de 1l'opérateur : lorsqu'ils contiennent, par exemple, tous
deux des L%n) ou des z?;) uni formément. Nous montrons, pour des opérateurs
de type Rademacher, un résultat analogue a la "loi forte des grands nombres'".
Nous étudions aussi, du point de vue des structures homothétiques, les
espaces d'Interpolation, et nous obtenons, dans ce cadre, des résultats
trés semblables 3 ceux que nous avions obtenus dans [1] pour les opérateurs
uniformément convexifiants, quoique les méthodes de démonstration soient

complétement différentes.
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INTRODUCTION

Le but du présent travail est 1'étude des "structures homothéti-
ques' dans deux espaces de Banach. Par exemple, E, F, et T, opérateurs de E
dans F étant donnés, quand existe-t-il,pour tout n, des sous-espaces de E,
presque 1sometr1ques a 2( )’ dont 1l'image par T soit aussi presque isomé-
trique a z( ) (on verra au § 2 les définitions précises) ? Dans le cas ou
T est 1'identité d'un espace, ceci se traduit par le fait que 1'espace con-
tient ﬂ( ) uniformément, ce qui a lieu, d'aprés un résultat de G. Pisier
[9], si et seulement si il n'est de type Rademacher pour aucun p>1 (on
dit qu'il n'est pas B-convexe). Nous serons donc amenés a introduire une
classe d'opérateurs généralisant celle des opérateurs de type p-Rademacher
pour un p> 1, et, de fagon analogue, une classe d'opérateurs généralisant

celle des opérateurs de cotype g-Rademacher, pour q< .

Les définitions et les premiéres propriétés de ces classes d'opé-
rateurs sont données au § 1. Au § 2, nous montrons qu'elles possédent ef-
fectivement les propriétés souhaitées : un opérateur appartient a la
classe si et seulement si il n'existe pas, dans ses espaces de départ et

d'arrivée, de structures homothétiques correspondantes.

I1 en résulte que la premiére d'entre elles, constitutée d'opé-
rateurs que nous appelons ''de type Rademacher'", est stable par transposi-
tion. Nous montrons également, pour ces opérateurs, un analogue de la'loi
forte des grands nombres', démontré par A. Beck [4] pour les espaces de

Banach B-convexes.

Les opérateurs de type Rademacher, comme nous le montrons par
un exemple, ne possédent pas la propriété de factorisation : un opérateur
de type Rademacher ne se factorise pas nécessairement par un espace de
type Rademacher (c'est-a-dire B-convexe).

Toutefois si, au lieu d'étudier les opérateurs qui 'ne contien-

’
nent pas z( ) uniformément" (c'est-a-dire qui sont de type Rademacher),
nous étudions les opérateurs qui '"me contiennent pas Z ', la propriété de
factorisation devient vraie : un opérateur qui ''ne comtient pas zl” se
factorise par un espace qui ne contient pas 11. Comme dans [1], elle est

démontrée dans le cadre des espaces d'Interpolation. Plus précisément,
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nous démontrons au § 3 que, s'il existe une injection continue de Ao dans

1’

A les espaces (Ao’Al)e b’ 0<08<1, 1<p<®, contiennent 21 si et seule-
’
ment si Ao et A1 contiennent des zl homothétiques. Ce résultat, qui est

optimal, est l'analogue de celui obtenu dans [1] pour la réflexivité.

Pour terminer, nous nous intéressons au comportement de 1'Inter-

polation a 1'égard des opérateurs de type Rademacher. Comme dans [1], nous

n'obtenons qu'une condition suffisante : si T opére de AO dans Bo’ de
A1 dans Bl’ et est de type -Rademacher de A0 dans Bo’ il est aussi de type
Rademacher de (Ao’Al)B,p dans (Bo’Bl)e, , 81 0<pg<1, 1<p<=>,

Quoique les méthodes de démonstration soient complétement diffé-
rentes, 1'analogie est grande entre les résultats que nous obtenons ici
et ceux que nous avions démontrés dans [1]. ﬁour mieux la comprendre, il
faut remarquer qu'un opérateur est de type Rademacher si et seulement si
aucune homothétie de ll dans £1 n'y est finiment représentable (au sens
que nous avons défini dans-[2]), et qu'un opérateur est uniformément con-

vexifiant si aucun opérateur vérifiant

dist[conv(Tx ,...,Tx ), conv(Tx - ,.....)] > 8 ,
1 k k+1

k=1,2,..... , pour une suite borneée (xk), n'y est finiment représentable.
Je tiens enfin a remercier M. le Professeur T. Figiel pour sa

contribution, tout a fait essentielle, 4 la démonstration des résultats

qui suivent.

§ 1. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

Soient E et F deux espaces de Banach, T un opérateur linéaire
continu de E dans F. Nous désignons par (si(t)) la suite des variables de

Rademacher sur [0,1].

Rappelons (voir p. ex. [9]) que T est de type p-Rademacher
(1<p<2) si 1'on peut trouver une constante C telle que, pour tout n-uple

(x .,xn) de points de E, on ait

17"

n

n
[ Iz &0 x;p at < oz I, Y1/
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T est de cctype g-Rademacher (2 <q<w) si 1'on peut trouver une cons-

tante C' telle que, pour tout n-uple (x .,xn) de points de E, on ait

177"

n q 1/q ' n
(s ||Tx, I = C' [ ]Iz g (4D x, [ dt
1 © 1

On dit qu'un espace de Banach E contient ﬁzn) uniformément (resp.
contient z?n) uniformément) si, pour tout ng N, tout e€> 0, on peut trouver

dans E des points x X tels que, pour toute suite de scalaires

177

o .,a_, on ait
n

o
n o | n n |
(1-€) £ la,| = [z a, x.|| < (1+&) 5 |a,
;i Hl i fi !
n
(resp. (1-¢) suplai| < H% o, xiH < (1+¢) suplail )

On dit qu'un espace de Banach E est B-convexe s'il ne contient
pas (Z%n)) uniformément. Il a été démontré par G. Pisier [9] qu'un espace
était B-convexe si et seulement si il était (e'est-a-dire si son identité
était) de type p-Rademacher pour un p> 1, et, de méme, qu'un espace ne
contenait pas zi uniformément si et seulement si il était de cotype g-Rade-
macher pour un < o. Nous allons généraliser ces définitions et ces résul-

tats.

Définition : Nous dirons que T est de type Rademacher si la suite de

nombres réels

1 n
(1) an(T) = . sup . = f H% ei(t) TxiHF dt
EEREE

HXiHES 1

tend vers O brsque n tend vers 1'infini.

Nous dirons que T est de cotype Rademacher si la suite de nombres

réels

n
(2) a!(T) = . inf i [ H? e; (£ x, [l at
REEEE

n
HTxiHFz 1

tend vers 1'infini lorsque n tend vers 1'infini.
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Il est clair que si un opérateur est de type p-Rademacher pour un p¢ ]1,2],
il est de type Rademacher, et que s'il est de cotype g-Rademacher pour un

q€ [2,+o[, il est de cotype Rademacher.

Nous avons défini dans [2] la finie-représentabilité d'un opéra-
teur T1: El"Fl dans T. On vérifie facilement qu'avec cette définition,
le type et le cotype Rademacher sont des super-propriétés : si T les pos-

seéde, tout opérateur qui y est finiment représentable les posséde aussi.

Remarque : Si 1'on pose

(o) . n p 1/p
a P’(T) = “x51‘1\p51 = (dr \\)i e; (t) Tx, |5 dt)
illE
n 1/p
P - s, g R a
Tx, ||, >1 1 :
ezt

pour l1<p<owo, les suites aﬁp)(T) tendent vers O si et seulement si an(T)

(p)

tend vers 0, et aé (T) tendent vers 1'infini si et seulement si ag(T)
tend vers 1'infini : sur les variables de Rademacher les moments de tous

ordres sont équivalents, ainsi qu'il résulte d'un théoréme de J.P. Kahane.

Les définitions que nous avons données permettent d'étendre un

certain nombre de résultats connus pour les opérateurs de type p et de

cotype q.

Proposition 1 : Si T est de type Rademacher, son transposé est de cotype

Rademacher.

,(2)(1-,

T)>1, ce
n

Démonstration : Nous allons montrer que ¥ n, aﬁz)(T).a

qui prouvera notre proposition.

Soient ne€ N et gl,...,gne F' des formes linéaires avec

HtT gi”E' =1, i=1,...,n. Soit £>0. On peut trouver x ,...,x €E, avec
HxiHE: 1 et <tP§ixi> > 1-g. On a donc
1-g < = ; <TE,,x,> = 1 ;'<g.,Tx->
~ n 1 i’7i n g i 1
=-l'f <; e. (t) €., ; e, (t) Tx,> dt
n ;i ir i i
n 2 1/2 g 0 2
s (/[ \\)1: e; (£) g, |5 dt) .(dr‘ \y;§ e, (£) Tx |5 dt

1/2
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Ce qui prouve notre assertion,
Le cas des opérateurs de type Rademacher a valeurs dans un espace
L1 est particulierement simple ; la proposition ci-dessous généralise un

résultat de B. Maurey [8]

Proposition 2 : Si T, a valeurs dans un espace Ll(Q,p) (ou p est une pro-

babilité), est de type Rademacher, il se factorise par un espace d'Orlicz

LY (qQ,p), ou ¢ est une fonction d'Orlicz avec E%}l /e

(Ceci signifie que 1'on peut trouver un opérateur S : E-L? tel

que T=ioS, si i est 1'injection de LY dans Ll.)

Démonstration : TI1 suffit pour établir ce résultat de prouver que T est

faiblement compact. Or, s'il ne 1'était pas, on pourrait, d'aprés Kadec
et Pefczynski [7], trouver dans E une suite bornée dont 1'image par T soit
équivalente a la base canonique de zl. I1 est alors facile de vérifier que

an(T) ne peut tendre vers O, et T n'est donc pas de type Rademacher.

Nous verrons plus loin que la réciproque de cette proposition
est vraie : si un opérateur a valeur dans Ll(Q,p) se factorise par
) ( (t) P . ¢ 1 .
L7(C,p) (avec SLE——/cn) et 1'injection de L? dans L, il est de type Rade-

macher,

I1 résulte de la proposition que nous venons d'établir que, pour
un opérateur a valeurs dans Ll(Q,p), étre de type Rademacher équivaut a

e¢tre uniformément convexifiant, au sens que nous avons défini dans [1].

Remarque : On peut démontrer que, si T est de type Rademacher, il existe

W&f) croissante et Waf) -0 t-0, telle que T

soit de type V-Rademacher, en ce sens que, pour toute suite (xn) de points

de E

une fonction d'Orlicz y, avec

by W(Hxnﬂ) < :éj‘nz ei(t) TxiH dt < o

Un résultat analogue peut &tre établi pour le cotype.
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§ 2. STRUCTURES HOMOTHETIQUES DANS DEUX ESPACES DE BANACH

Définition : Nous dirons que les espaces E et F possédent des ﬂ%n) liés
par T si 1'on peut trouver une constante g telle que, pour tout &> 0, tout

nec N, il existe des points x ca X dans E, avec, pour toute suite de

g7

scalaires « ,a

ERRREL

la, |

1

= MBS

n n
(1-¢) ? |ai| < H§ oy xiHE <

(3)

n n n
(1_8) CIDX |ai| < HZ ai TxiHF <9 Z Iail
1 1 1

Nous dirons de m&me que E et F possédent des z?;) liés par T si
1'on peut trouver une constante g telle que, pour tout &> 0, tout ne¢ N,

il existe des points x s X dans E, avec, pour toute suite de scalaires

R
CPERRRNL
p
n
(1-¢) Suplai| < H% o, xi“E < suplaif
(4)
n
\ (1-¢) g suplail < H% oy TXiHF <6 sup|ail

Il est clair que si T est 1'identité d'un espace, ces définitions se rédui-

sent au fait que 1'espace contient ﬂ%n) ou ﬂ?n) uniformément.

Remarque : Les définitions ci-dessus signifient que la multiplication
par g, de 21 dans 21, ou de £° dans Lw, est finiment représentable dans T,

au sens de [2].

Pour simplifier les notations, nous poserons désormais |x| = HTXHF R

|Ix]| = ”xHE. Nous supposerons |T||<1, ce qui n'est en rien une restriction.

Lemme 1 : S'il existe un nombre g tel que, pour tout &> 0, tout ne N,
on puisse trouver dans E des points xin) én)’ avec, pour toute suite

ye ooy
de scalaires o .,Q

,

1’7" n

s |a.] (a)

n
(1-¢) v |a.| < |
1 J

J
(5) 4 '

a. X

(n)l - n
JJ -

M3

™ < 5 (»)
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E et F possédent des ﬂ%n) liés par T.

n
Démonstration : On déduit de (5) que |g oy
1

(n) n .

x; || = (1-¢) g la.|. Soit U
J 1 J

un ultrafiltre non trivial sur N, et considérons les ultrapuissances

E::EN‘/u, F - FN /U (on pourra par exemple voir dans [11] les définitions

et les premiéres propriétés de ces ultrapuissances)., Il est clair que 1'opé-

i~ ~~
rateur T se prolonge en un opérateur T, de E dans F, et nous avons démontré

dans [2] que T était finiment représentable dans T.

On définit un élément de E en posant

(n)
X

K si n>k

xk(n) -

- 0 sinon,

A n ’ . 3
ou xé ) vérifie (a) avec &/n.

Pour toute suite de scalaires (ai), on a

D'aprés un lemme de R.C. James ([6], lemme 2.1), on peut trouver une cons-

tante C, et, pour tout €3> 0, une suite croissante d'entiers, P3Py des
coefficients as pj< is‘pj+l’ j=1,2,..., avec

pj+1
(6) = 'ail -1, J=1,2,.

p.+1

J p
1 J+1
R I T . .

tels que si 1l'on pose yj (e ) 2 . a; X; , on ait, pour toute suite

de scalaires (Bj)

(1-¢) ¥ lﬁjl < |z B yjH <3 Iﬁj]

Par ailleurs, puisque les coefficients a; s pj< ig;pj+ vérifient

1
(6), on a encore

1

!Z ﬁj yjl EIEISIR2 |Bj| .
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~

En utilisant le fait que %, de E dans F, est finiment représentable dans T,

on obtient le résultat voulu.

Lemme 2 : S'il existe un nombre § tel,que, pour tout £>0 et tout ne N,
on puisse trouver dans E des points xin),o.o,xﬁn), avec, pour toute suite
de scalaires PERRR L
(1-g) sup|a.| < H; a. xgn>H < (1i¢) supla.|
i ] 1 i
x| = o

oo}

les espaces E et F contiennent des E(n) liés par T,

Démonstration : Ce lemme s'obtient de la m&me maniére que le précédent

on construit dans E une suite infinie de points (xi) avec

i

Iz a, xiH sup laii

ix.l = 6

1

et, en utilisant un autre lemme de R.C. James ([6], lemme 2.,2) on peut trou-

ver une constante C et, pour tout £» 0, une suite de points yj, avec
pj+1
yj = pzil a, x,, ou <§Zg iail = 1, tels que
] Pist=Pj1

(1-¢) sup|Bj| < lz Bj yjl < (1+¢€) Suplﬁj!

1
= B yjH = I o¢C Sup]ﬁj'

et 1'on en déduit le résultat gréce a la finie-représentabilité de T dans T.

Nous allons maintenant établir le résultat principal de ce para-

graphe

Théoréme 1 : T est de type Rademacher si et seulement si E et F ne con-

tiennent pas de z%n) liés par T.
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Démonstration : Il est clair sur la définition que si E et F contiennent

1
d 4
es L

fira donc d'établir 1'implication inverse.

liés par T, celui-ci ne peut &tre de type Rademacher. Il nous suf-

Nous supposons donc que les nombres a ne tendent pas vers O.

Soit §=1im sup a ; on a 6>0.

N co
Lemme 3 : Pour tous n,ké N, on a a <a,
Démonstration : Notons Aj 1'ensemble des entiers (j-1)k+1,...,jk. Soient
XyseeesX nk vecteurs de E., On a
1 nk 1 0 1
E-EJ" IZ 8i(t) Xildt = -r—l-fj‘ "Z Sj('t) % .Z Ei(t) xild’c dt
1 Jj=1 1EAj

On peut donc trouver un nombre toe [0,1] pour lequel

nk n
1 1 1
ok j l ? €i(t) Xildt <5 I I z Sj(T) X = ei(to) xi[d'r

j=1 iEAj
Si 1'on pose yj::ﬁ-igi. ei(to) x;, on obtient “yj~|sl et
J
Ly | L1z |
sup — s e, (t) x,|dt < = yoe.(7) y.|lar
HxiH51 nk f i * i n I 1 3 J

d'ou 1'on déduit le résultat annoncé.

Lemme 4 : Pour tout n, on a a = 0.

Démonstration : Soit &> 0. Puisque g=1im sup a , on peut trouver une

suite d'entiers nj-am , telle que a =z (1-e)g ¥ j€ N . En outre, on choisit
Yo J
j, assez grand pour que si jzi,, a s (1+€)p.
J
Soit m 1'un des entiers nj, et soit r<m. Si Xyoeeer Xy sont des
vecteurs de norme au plus égale a 1

m-r
I l ;1; g; (t) xi[dt

L (|3 | | > |
>—— ([ |z e, () x |dt - r e (t) x, |dt)
I 1t * | m-r+1 1 *
m r m(1-€g)8-r
m-=r m m-r = m-r

v
Y

1
f
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et on aura
a . = (1-2¢)p
dés que mep > r(1- (1-2¢)g)
et donc a fortiori dés que meg>r.

. . . . . n
Soit maintenant n un entier quelconque et choisissons nlz-ga . En

divisant m par n, on obtient m=nk+r, r<n, et donc rg<meg. On a donc
a, =z (1-2¢€)p
et, d'aprés le lemme 3,

a > (1-2¢)g

On en déduit que a 26, ce qui prouve notre lemme. Il en résulte évidemment

que la suite (an) converge vers 6.

Posons maintenant

n
b = sup = inf Z e, X,
n i
X, 00X e.=%t1 1
1
Hxi“Esl
I1 est clair que b_ga , ¥ n.
n n
Lemme 5 : Si anze-vn, on a bnze ¥ n.
Démonstration : Soient T>0 et n€¢ N donnés, soient k,£¢ N . Comme pré-

cédemment notons Aj 1'ensemble des entiers (j-1)k+1,..., jk, pour
j=1,2,...,n4. On pose N=nf. Choisissons k_ tel que si k>k_, a = (1+me.
Pour k et £ choisis avec k;;ko, on peut, puisque a8, trouver Nk vecteurs

e., avec |le.| s1 et
i i
1 Nk :
i f |§ ei(t) eildt > (1-1)ep

et puisque kEako, on aura
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% [ e e, (+) eiidt < (1+Mp
iea,

On utilise le sous-lemme suivant, dont la démonstration est immédiate

Sous-lemme : Si fl,u,o,f ;.. sont des variables aléatoires indépendantes

avec
0< fjg 1, E)fj <Csg 1 ,

et si C1 > C , on peut, pour tout &> 0, trouver un nombre N(§)

tel que si N>N(§), on ait

1 N
P(ﬁ j?l fjscl) > 1-6

Revenons a la démonstration de notre lemme.
Posons x.(t):-L s oe (t) e, , £.(t)=]x.(t)].
J k . i i J J
1EAj

On a I)fjs (1+ﬂ)e ; on peut donc trouver un nombre N0 et un ensemble G_ ,

de mesure au moins égale a 1-Mg, tels que

N
1 .
-\FtEQﬂ , N%fjs (1+27M)e si NzN0
Choisissons {4 assez grand pour que Nf:n£;2N0 . On a
1 Nk 1 N
(1-18 < 37 | = aj(t) ejldt =5 I I.z ej(T) xj(t)ldt dt

1 J:]_

et donc

Q j=1
il

On peut donc trouver un point to dans Qn tel que, si 1'on pose xj::xj(to),

N
1 \
f (f lﬁ z sj(f) xj(t)ldr at = (1-27mpg

on ait
1 N
I 'N by sj(T) ledz > (1-2m)e ,
J=1
et, pour tous 51,.,.,€N:'i1,
N N N

1 1 1
(7) = e. x | =% x.| = =32 £.(t ) < (1+27M)

S |§ ; jl v E x| = g z 15ty = (142
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Soit maintenant By 1'ensemble des entiers (a-1)4+1,...,a4, pour
a=1,...,n. Posons y (s):-l y €, (s) x,. On a
a L . i
i€B
a
1 n
(1-2m)e < [f |;§ e, (1) ya(s)lds dr
et il existe donc S, tel que, en posant ya:ya(so)’ on ait

1 n
(8) (1-2M)p < j' |?1"21; Sa(T) yald'r

avec HyaHs 1 pour a=1,...,n.

Par ailleurs, on a d'aprés (7)
1
= |

e yal < (1+27)p ¥ e ,.00,8 =%,

M B

dés que l'on a choisi £ assez grand pour que nﬂ,ozNo .

= [N

n
Soit a= inf | 5 & y |. pe (8) on déduit
a ‘a
el...en:il a=1

ax (1+(2n-2“+2n))e, et donc b > (1-2"+2

™). Il en résulte que b =g, ce qui

établit notre lemme.

Lemme 6 : Si bn29>0 ¥ n, et bn-. g, E et F ont des I’%n) liés par T.
Démonstration : Soit &> 0. Soit k tel que b < (1+e)g si kzk . Soitn

fixé, et ke N, N = nk.

Choisissons e .,€e. avec HeiHs 1et, ¥ ¢ ..., =%1,

1’ N 1 N

1 N
N l;; £ eilz(l—-e)e.
Considérons, comme précédemment,les ensembles Aj = (j-1k+1,...,jk, pour

j=1,...,n. On peut, pour chaque j, trouver un choix de signes €5 ig Aj ,

pour lequel

| = €. e.| < (14e)8
i€A, ot

ol [

1
= em— i :i
Posons x. & bX g, e, . On a Ile < (1+e)g, et si 'r]l...'r]n 1,

n
1
= |§ ny x5l 2 (-ede et xfls 1.



VI-VII.13

X .

Si 1'on pose y

n
TEf%TE , on a ijlg 1, et |z ﬂj yj|;zn(1—2€), d'ou 1'on
1

déduit par un argument standard, pour toute suite « ol de scalaires

1
n n
. . -2 .
1213 @, yJI > (1-2neg) % IOCJI
1
Iyl = g

On est alors dans les conditions d'applications du lemme 1, ce qui achéve

notre démonstration.

correspondant
Nous allons maintenant établir le résultat/pour le cotype.

Théoréme 2 : T est de cotype Rademacher si et seulement si E et F n'ont

pas de z?n) liés par T.

Démonstration : On suppose donc que la suite aé ne tend pas vers 1l'infi-

ni. Comme dans la démonstration précédente, nous allons voir qu'elle est

convergente.

Lemme 7 : aﬁ est une suite croissante.

Démonstration : Soit £€>0 ; on peut trouver XjseeesX , avec |xi|= 1, et
n

(1+e)a’ > f HZ &5 (t) X, |lat = II H z si(t)xi+ en(s) andt ds

n—1

> I I % ﬁi(t) xint > aA_

Lemme 8 : Si x yeeesX , A sont des vecteurs dans un espace de Banach,
on a

n n
j H% ei(t) xi+~a”dt > I H§ ei(t) xint
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Démonstration : On a

f H§ ei(t)-+aHdt f H—g ei(t) x, + afldt

I Hg si(t) X, - a||dt

1 n n
5 I (H? ei(t) X, + aH+~H§ ei(t) xi-=aH)dt

n
f ”% si(t) xint

Y

Revenons a la démonstration du théoréme 2. Il résulte évidemment du lemme 7

que la suite aﬂ est convergente ; soit M= 1lim aé.
N—- o

Soit £€>0, et n€ N donnés. On peut trouver ko tel que

1 -
¥k2k al > M(1-¢)
. -2-1
Soit £ =nk, et =2 €. On peut trouver KO tel que
.\LKZKO , al'( > M(l—’ﬂ)

On choisit K;:Ko, et on pose N =K+4.

On choisit N vecteurs x s X

10 , avec Ixi]2 1 et

N
N

[ H§ g; (t) x, [ldt < M(1+7)
Si 1'on pose
Y N
f(s) = J" H? ei(s) xi+,e§1 e; (1) x, [jat

On a f f(s) ds < M(1+7)

et, d'aprés le lemme 8, pour tout s
N
(9) f(s) = I | = ei(t) xint > (1-mM
2+1

I1 en résulte que pour tout s

f(s) < M(1+2£+1n) < M(1+e)
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Et comme par ailleurs on a
2’ v
H? ei(s) XiH < f(s)

on obtient

£
(10) ¥ s, H% ei(s) xi\l < M(1+¢)

On montre exactement de la méme fagon que

(11) ¥ s, | = ei(s) xiH < M(1+¢)

i€A
ou A. désigne, comme précédemment, 1'ensemble des entiers (j-1)k+1,...,Jk.
Comme 'Ajlzzk, on a aussi
(12) j=1,...,n : j | = ei(s) xins > M(1-¢)

i€cA.

J

Lemme 9 : Pour chaque j=1,...,n, on peut trouver un choix de signes
(ei)iEAj , pour lequel on a simultanément

| = &; xiH > M(1-4¢)
icA

Démonstration

1) Soit a> 0. Cherchons la plus petite valeur que peut prendre a

. k-1 . . .
pour que, pour au moins 2 choix de signes €, , on ait

1 £, X,
iea. t il =2
J

Si a_ est cette valeur, on aura, d'aprés (11) et (12)

2k—1a +~2k—1M(1+8)
M(1-¢) <
2k
et donc a = M(1-3¢)

Par conséquent, si a=M(1-4¢), on est sOr que plus de 2k_1 choix de signes

donnent a || © &
i€A

) xin une valeur supérieure a a,
i
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2) On sait que Ixilz 1. I1 y a au moins .‘2.km1 choix de signes pour

lesquels l >N €, x.lz 1. En effet, si ¢,,...,¢& sont choisis, ou bien
. 1 1 2 k
1€Aj
€5 Ou bien -g, conviennent : si 1'on a a la fois
k
|81 x1+~2 g; xil <1
2
k
|—el x1-+g € x.l <1

alors |x1'< 1, ce qui est contraire a 1'hypothese.

Il est donc clair qu'il existe un choix de signes satisfaisant

a la fois a 1) et 2).

Revenons a la démonstration de notre théoreme. Pour j=1,...,n,
posons y.= T &, X,, ou les (si)i 4 sont donnés par le lemme 9. On a
i€A, €84

HyjH;EM(1—4€), et donc si 1'on pose
25 = yj/M(1-4e) ,

on obtient

n l+¢€
(13) Hfll o5 75ll < 1ogg = 148
1
(14) HZjH =1, 'Zjl = M(1-4e)

On déduit alors de (13) et (14) par des arguments standard

n
(1-28) suplajl < H% aj Zj” < (1+68) suplaj|

—1
M(1-4¢g)
et le lemme 2 permet d'achever la démonstration du théoreéme.

avec |zj|2

Proposition 3 : T est de type Rademacher si et seulement si son transpo-

sé est aussi de type Rademacher.

Démonstration : Si T n'est pas de type Rademacher, E et F contiennent

des 21 liés par T, et on peut donc trouver des £° dans des quotients

2™ (2™
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. s 1 N .
de E' et F', liés par l'opeérateur deduit de T par passage a ces quotients.

Mais 41 se plonge isométriquement dans £4° (au moyen du systéme de Ra-

(n) (2™
demacher) ; en relevant a E' et F' ces Z(n>, on obtient dans E' et F' des

z%n) liés par T.

Réciproquement, si tT n'est pas de type Rademacher, on peut trou-

ver dans E' et F' des zl n liés par tT, et donc des £° n dans des quotients
(2™) (27
de E et F, liés par 1'opérateur déduit de T par passage a ces quotients.
Ces 4% contiennent des 21 , que 1'on releve a E et F en des ol 1ies
(2™ (n) (n)
par T.

Corollaire : Si un opérateur est de type Rademacher, il est aussi de

cotype Rademacher.

! En effet, si T n'est pas de cotype Rademacher, on peut trouver

dans E et F des 4% n liés par T, et donc des ﬂ%n) liés par T, et celui-ci
(27) '

n'est pas de type Rademacher.

I1 est clair au vu des propositions précedentes que 1'ensemble
des opérateurs de type Rademacher constitue un idéal d'opérateurs ; on
vérifie facilement que cet idéal est fermé pour la norme d'opérateurs. I1
contient les opérateurs p-sommants (a4 cause de la factorisation de Pietsch),
mais est distinct de 1'idéal des opérateurs faiblement compacts : on sait,
d'aprés un exemple de R.C. James, qu'il existe un espace B-convexe non
réflexif (et son identité est donc de type Rademacher sans &tre faiblement
compacte). Un autre exemple est 1'injection de 1'espace £1 dans 1l'espace S
des séries convergentes, qui est de type 2-Rademacher, mais n'est pas fai-
blement compacte. Inversement, il est facile de trouver des espaces réfle-
xifs qui contiennent ﬁ%n) uniformément ; leur identite sera faiblement

compacte sans &tre de type Rademacher,

Nous allons maintenant montrer, pour les operateurs de type Ra-
demacher, un résultat sur la "loi forte des grands nombres' qui est 1l'ana-

logue de celui démontré par A. Beck [4] pour les espaces B-convexes.

Théoréme 3 : T est de type Rademacher si et seulement si, pour toute
suite X ,X , de variables aléatoires/centrées définies sur un espace

11X
indépendantes
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(Q,P), a valeurs dans E et vérifiant, pour un p> 1

s;p I]HXka < @

y D
on a o Z TXk - 0 p.s.
1
Démonstration
Lemme 10 : Si T est de type Rademacher, pour toute suite (xn) de points

de la boule unité de E, pour presque tout choix de signes (en), on a

1 B
= = e, Tx.|| - 0
n i i
1 N0
Démonstration du lemme : Soit ké N. On a
n Nk
lim sup l-lz €. X | = 1lim sup-l; |Z €, X
n i i Nk i i
N i N 1
N (3+Dk
. 1 . 1
= 1lim sup N-l z y.l , Sl 1l'on pose y. = M z e X5
N-voo j=1 jk+1
1 N
< lim sup N 5 Iy.l
Newoo 1

On applique la loi forte des grands nombres aux variables scalaires

HTyjH— E HTyjH, qui sont indépendantes centrées bornées. On a donc

1 N
N (f HTyjH- E (HTyjH)) -0 p.s.

et donc
lim sup'% 5 Iy,l = lim sup Iy% 2 [y.l
1 (j+Dk
Or I)ij' e I IE jﬁil ei(t) xildt < ak
1
et donc lim sup T ¢ Iy.| < a
N N 1 J k ’

d'ou 1'on déduit, puisque T est de type Rademacher,
1"
lim sup Y Iz g, x| = o ,

1
N—co 1

ce qui prouve le lemme.
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On déduit du lemme que, pour toute suite de variables aléatoires symétriques

bornées (Xn), on a
(15) =z TX, ~ 0 p.s.

On va maintenant montrer qu'on a (15) pour toute suite de variables aléa-

toires centrees indépendantes, verifiant, pour un p> 1,
- p
bEp E)HXRH <~ ®

Pour tout C> 0, on pose

avec Y, = X si Hx

Kk K l < C, O sinon.

K|
Les Yk sont des variables independanies bornees. On les symetrise en posant
Yk(w,w')::Yk(w)x-Yk(w'), et on obtient ainsi des variables indépendantes

symétriques bornées. D'aprés (15), on en déduit

n
L1V (w,0) =0 pep. (w.o')
n 1 k
c'est-a-dire
1 n 1 n
’5 ? Yk(w> - Tl‘} Yk(u""l -0 p.p. (w,w")

1 0 1 0
o — = T [ (I -
f ln X Yk(w) =~z Yk(w ) jaP(w') O p.p. w
1 1
et donc
n n
1 , LN
in%yk(m - n){EYk] -0

Mais on a lek =0 = EY +EZ , et donc

(16) i;l;
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Par ailleurs, on a

Lz ] L3 Iz,
lim sup = |T Z < lim sup = 5 |Z
Ne=co n 1 k n-%® oy k
L0
< lim sup = v HZkH
N-+co 1

et, d'aprés la loi scalaire des grands nombres

L P
2= Uzl - Blz D -0
1 N
car (HZkH-I)HZkH) est une suite de variables aléatoires centrées ayant

un moment d'ordre p. On a donc :

12 12
lim sup — ? HZkH = lim sup = ? E)HZkH

Ne— o N

< su X (@) |laP ()
kp I{HXkH>C} H k H

Soit M= sup IIHXka ; on a, ¥ k=1,2,...
k

X, (w)||dP(w) < M/cP 1
I{lekll>03 [, Cod ||

. . . . =1
Soit maintenant €3> 0. Choisissons C assez grand pour que M/Cp <€ 3 on

aura
n
. 1
lim sup — |¥ Z, | < ¢
n k
N—co 1

D'apres (16), on peut trouver n  tel que si nzn ,

et donc
n
% |z v
1
. D
et finalement |- g X, | < 3e , ce qui prouve notre proposition.
1

Réciproquement, si T n'est pas de type Rademacher, E et F con-

tiennent des z%n) liés par T, et on utilise une construction de A Beck,
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rappelée dans [9, prop. 7], pour construire une suite de points (x ), bor-
née dans E, telle que — I ]% €, (t)x |dt ne tende pas vers 0 lorsque N - o

la suite (en(t)xn) ne satlsfalt alors pas la conclusion du théoréme,

Une question naturelle est celle de savoir si les operateurs
que nous avons introduits possédent la '"propriété de factorisation" : par
exemple, si T est de type Rademacher, se factorise-t-il par un espace de type

Rademacher ? L'exemple suivant montre que la réponse est négative.

Soit ¢ une fonction d'Orlicz avec E%il /' « (par exemple
t(1+ Log(1+t)) ). On vérifie aisément, par exemfle en adaptant 1'argument
que nous avons donné dans [1], que LW([O,ljgdt) et Ll([O,lj,dt) n'ont pas
de 2( ) homothétiques : 1'injection de L? dans L1 est donc de type Rade-
macher. Cependant, tous les espaces intermédiaires entre LY et L contien-
nent z%n) uniformément : un opérateur de type Rademacher ne se factorise

donc pas nécessairement par un espace B-convexe,

Nous allons voir que, par contre, la classe des opérateurs qui
""ne contiennent pas zl" posséde la propriété de factorisation : un tel
opérateur se factorise par un espace qui ne contient pas 210 Comme pour
la réflexivité (voir [1]), le résultat sera obtenu dans le cadre des espa-

ces d'Interpolation.

§ 3. OPERATEURS DE TYPE RADEMACHER ET ESPACES D'INTERPOLATION

Soient A0 et A1 deux espaces de Banach ; nous désignons par

(A Al)e l'espace d'Interpolation de Lions-Peetre de paramétres g et p.
’
Nous renvoyons par exemple a [1] pour un bref résumé des définitions et

premiéres propriétés de ces espaces.

Pour le théoréme qui suit, nous supposons qu'entre A0 et A1 exis-
te une injection continue i ; nous dirons alors que A et A1 contiennent

des 2 homothétiques si 1'on peut trouver dans A une suite bornée (en)nEN ,
équivalente a la base canonique de Z dont 1' 1mage par i est aussi équi-

valente a la base canonique de ﬂ

Remarquons que 1'on déduit alors d'un lemme de R.C. James, déja

utilisé au paragraphe précédent, que 1'on peut trouver un nombre 91, tel
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que, pour tout £> 0, il existe une suite de points (xn)n dans Ao, avec,

EN

pour toute suite de scalaires (an)nGN ,

(1-e) 2 o | < [l o, x|,

(1-¢) 6, T !anl < |z a, i(xn)HA1 <6,z |an|

Théoreme 4 : Soient Ao9 A1 deux espaces entre lesquels existe une injec-

tion continue i. Les espaces (Ao’Al)e p (0<8<1, 1<p<w) contiennent un
2

sous-espace isomorphe a 21 si et seulement si A0 et A1 contiennent des 21

homothétiques.

Démonstration : Il est clair que si AO et A1 contiennent des 21 homothé-

tiques, A contient 21. Pour démontrer la réciproque, on utilise les résul-
tats suivants

- A contient 21 si et seulement si la boule de A n'est pas séquentielle-
ment relativement compacte dans A" pour la topologie c(A",A') : c'est une
conséquence d'un résultat de H.P. Rosenthal [10].

- La boule de A est séquentiellement relativement compacte dans A"
pour ¢(A",A') si et seulement si i(Ao) est séquentiellement relativement

compact dans Aq pour G(A“,Ai)o Ce résultat a été démontré par Davis-Figiel-

Johnson-Pefczynski pour 1'espace Y qu'ils construisent dans [5] ; le lemme
que nous avons démontré dans [1] et déja utilisé pour la réflexivité per-

met d'obtenir le m&me résultat pour les espaces d'Interpolation considérés.

On peut donc, si A contient 21, trouver une suite (xk)kEN dans

la boule de A _, dont aucune sous-suite ne converge dans Ag pour G(A",Ai).

Encore d'apres H.P. Rosenthal, la suite (x, ) admet une sous-suite équiva-

k

lente dans A1 a la base canonique de 21 ; puisqu'elle est bornée dans Ao’

elle y est aussi équivalente a la base canonique de £1.

Nous allons maintenant nous intéresser au probléme suivant
soient (Ao’Al)’ (BogBl) deux couples d'espaces de Banach, T un opérateur

linéaire continu de A0 dans BO et de A1 dans Bl' Quand T est-il de type

Rademacher de (AO,A ) dans (Bo,Bl)e ? Comme dans le cas des opérateurs

1’¢,P ,P
uniformément convexifiants ([1], chap. III, prop. 2), nous obtenons seule-

ment une condition suffisante, qui est que T soit de type Rademacher ou
bien de A0 dans Bo’ ou bien de A, dans B, . Nous allons établir un résul-

1 1
tat préliminaire



VI-VII.23

Proposition 4 : T est de type Rademacher de E dans F si et seulement si

il 1'est de LP(E) dans LP(F), pour 1< p< w.

Démonstration : Considérons les nombres
1/p
(p) 1 P
a (1) = .n supp 2l [l e (BT | dt)
}'{? Hxi "<1

I1 est clair que aﬁp)(T)s;aip)(T). Admettons provisoirement que nous ayons
montré 1'équivalence

(p)(T) -0
n

N0 Ne—co

(17) a(p)(T) » 0ea

n

Soient xl(w),...,xn(w) des éléments de LP(E). Pour tout ¢, on peut écrire
n : 1/p n 1/P
i P (1 p
= (J" H)i e; (£) Tx, (o) ||at ) < o (n il lIx; (| )

et donc

=[5

n

n
(J" “‘I‘ e; () Tx; () [P

1/p (p)[ 1"
dt < a? ( =5 lx. (1P
P () ) "y e Gl

Par conséquent, si 1'on note T 1'extension de T a Lp(E), on a

aép)(T) = aip)(T), et T est de type Rademacher si et seulement si T 1'est.
Comme il est évident qu'inversement, si T est de type Rademacher
de LP(E) dans LP(F), T est de type Rademacher de E dans F, il nous reste

a montrer 1'équivalence annoncée en (17).

Lemme 11 : Si a, - 0 , asp) -0

n—aoo N0
Démonstration : Il nous suffira de montrer que, en posant a nouveau
x| = Jlr]]
1 n
1 —_ —
al = sup 2 I | g, (t) xildt -0 .
L3 x, P ' no
n ij_ s
1
1 P 2
Pour n€ N, soient XjpeeesX, tous non nuls, avec oz HXiH =1, Soit a::;:T .

Considérons les ensembles
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Ne = e, K < x5 (eD®)

pour k=0,1,2,...

n
Les ensembles Nk sont vides si k;znl/apn En effet, puisque y Hxin: n ,
on a HxiHs nl/p .
On a
. 0 . L 1/op
I ==/[]ge(t) x,|]at <= ¥ | = e.(t) x.|at
n f ;i i n % f JENk J J
Pour;jeNk_, on peut écrire
TﬁLT I | v e.(t) x.|dt < aly | (k+1)¢
Kk jenN, Y J k
k
et donc
. n1/ap
I <= r IN.| k+D® a
N o % ok IN, |
On va maintenant estimer lNklo On a
1 0 p _ 1 p_1,ap
S Y L
k
et donc, si k> O, |NkJ < Ej%;] , en désignant par [;g;} la partie entiére
de —— . Par ailleurs, on a évidemment |N | <n.
K@P 0

I1 est facile de voir que la suite (n an) est une suite crois-

sante. On a donc

Nk aIN s—Z—a o si k>0
k' k*P [n/x%Py
{
L No aINOI < n an
et par conséquent
n1/ap o
I < 5 (k+1) a + a
k=1 k%P [n/kap] n
a
On a (k+1)” 1 = 1 , et L > 1 . Il nous suffira donc de mon-
k&P KPo-a kP/p—l p-1
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trer que
n1/ap
I = = —E a o —0 , avec ﬁ::—ET
n 1 kK [n/k%P]) noe p

Soit maintenant £> 0 ; choisissons ko pour que

1
= '7; < €
kao k
€ 1 .
et n pour que n=n = a <— , avec y = 3§ —— . On aura aussi
o op Y )
[n/ko ] k>1 k
€ .
a[n/kap] < v si kgko . Or
k k
s L, cE o L
k=1 k°  [n/k®Py Y k=1 kP
1

r —a s ¥ —<e ,
kek kP [n/k*P] " kek kP
o o

et donc In-*O, ce qui achéve la preuve de notre proposition.

Théoréme 5 : Soient (Ao’Al)’ (Bo’Bl) deux couples d'espaces de Banach
et T un opérateur de AO dans Bo et de A1 dans B1° Si T est de type Rade-

macher de A dans B , il est de type Rademacher de A= (A ,A ) dans
o o o’ 1°¢g,p

B = (Bo’Bl)e,p’ si 0<@g<1, et 1<p< =,

Démonstration : Rappelons que par définition

gt gt
”xHA = inf max [|le u(t)"Lp( , e 1 u(t)||

p
Ao) L (Al)

ou 1'infinimum porte sur toutes les fonctions u(t) telles que
+eo g

I u(t)dt = x, et ou g, et £, sont deux nombres réels avec
-0

Soit €> 0,et soient x

§0‘§1 - ¢

.,x des vecteurs de A avec Hxi\|s 1. On peut trou-

LR
ver des représentations xi(t) telles que
\
gt
||le xi(t)H < l+e
LP(a ) :
o \ pour i=1,,..,n
g,t
lle xi(t)H < l+e
LP(a)
1 /
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On peut écrire, d'aprés une formule de Lions-Peetre (voir [1] chap. III)

n ot gt n
\E g; (ITx, ||Ip < |le z g, (1) (Tx, )(t)HL P(s,) S % e, (7) (Tx, )(t)||L (B )
et donc
. o
ol H% e; (TITx, || dv <
1 go 1-8 n \8
L e z o (DT (D] o ) dt) ( [ e ? (O (0], )af).

D'aprés la proposition 4, T est de type Rademacher de Lp(Ao) dans Lp(Bo) ;

on peut donc trouver un nombre N tel que pour n>N, on ait

1 got o
= f |le £ & (7) Tx, (t)“ dt < ¢
1 L (B )
et donc
1 n 1-9 =) .
S [z g0 x| dr s eV (1e0) ce qui
1 1B
montre que sup — I Hz £ (7) Tx, HB dt - 0 , et achéve la preuve de
Hx HA Nac
notre proposition.
Corollaire 1 : Les espaces (Ao’Al)e P (0<p<1, 1<p<») sont B-convexes si
H
A ou A1 est B-convexe (cela résultait déja de [3] pour certains d'entre
eux) .
Corollaire 2 : Si i est une injection continue de type Rademacher de AO
dans Al’ elle est aussi de type Rademacher de (Ao’Al)e, dans (A Al)c,q ,

si <0, ou si =0, p>q.
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