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Iv.1

§ 6. LE CAS DES ESPACES DE COTYPE 2

Un espace de Banach E est dit de cotype 2 s'il existe une cons-

tante C telle que pour toute suite finie x X d'éléments de E on a

10
2,1/2

(6.1) (z |x; I <CE|zeg; x|

Donnons une autre définition équivalente : E est de cotype 2 si : pour

toute suite (xn) dans E la convergence presque sfire de la série ¥ g, X,
entratne que y Han2<:m. Si 1'on remplace (gn) par (en) dans la définition
précédente, on obtient la meme notion ; en effet les espaces ayant 1'une

ou 1'autre des deux propriétés ainsi définies ne contiennent pas de zi uni -
formément (au sens de [25]) et par conséquent ([25] corollaire 1.3) une
série T g, X, converge p.s. si et seulement si la série associée T e x, con-
verge p.s.

Enfin, rappelons un théoréme de Kwapien [24] : si E est a la fois de type
2 et de cotype 2, alors E est isomorphe a un espace de Hilbert.

Dans [7] Jain a remarqué que toute v.a. X vérifiant le TLC sur un espace de

cotype 2 vérifie nécessairement I)HXH2< . En fait, on a la

Proposition 6.1 : Soit E un espace de Banach, les propriétés suivantes

sont équivalentes
i) E est de cotype 2.
ii) Toute v.a. a valeurs dans E scalairement centrée ayant une cova-
riance prégaussienne vérifie le TLC.
iii) Toute v.a. a valeurs dans E scalairement centrée ayant une cova-
riance prégaussienne vérifie la LLI.
iv) Toute v.a. X a valeurs dans E scalairement centrée ayant une co-

variance prégaussienne vérifie E)HXH2<:m.
La démonstration est laissée au lecteur ; pour ii) = i) et
iii) = i), on peut utiliser la m&me idée que dans la démonstration de la

proposition 5.2.

Remarque 6.1 : Soit X une v.a. a valeurs dans un espace de cotype 2.

D'aprés la proposition 6.1 on a les implications

X vérifie le TLC =——= X vérifie la LLI

N« -
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La proposition précédente n'est qu'une reformulation des idées
de [26] exp. VII. La propriété caractéristique des espaces de cotype 2 est
tout opérateur d'un espace de Hilbert a valeurs dans 1l'espace considéré
qui radonifie la probabilité cylindrique de Gauss est nécessairement

2-sommant (cf. [26] exp. VII th. 2).

Rappel 6.1 : Un opérateur u: E-F est dit 2-sommant s'il existe une cons-
tante C vérifiant

2 sup {& g(xi)zl EcE' Hg\\s 1}

2
2 o s c
pour toute suite (xi) dans E. On note nz(u) la borne inférieure de 1l'ensem-

ble de ces constantes.

Le cadre des opérateurs 2-radonifiants (et donc de v.a. cylindri-
ques ...) conviendrait mieux a la proposition suivante, qui est un corollai-
re des résultats de [15] (exp. 11, 12, 17 § 4). La démonstration (méme

technique qu'a la proposition 5.2) est laissée au lecteur.

Proposition 6.2 : Soit u: ELF un opérateur entre espaces de Banach. Les

propriétés suivantes sont équivalentes
i) u est 2-sommant.
ii) Il existe une constante C telle que pour toute v.a. X scalairement

centrée (i.e. Eg(X)=0 ¥ gcE') a valeurs dans E, on a

CL(uoX) < C Oy

iii) Il existe une constante C telle que pour toute v.a. X scalairement

centrée a valeurs dans E, on a

LI(UOX) < C Gx
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§ 7. CONTRE-EXEMPLES

Commengons par un contre-exemple montrant que la LLI n'implique

pas le TLC pour une variable aléatoire donnée.

Exemple 7.1 (Kuelbs [23] : Considérons la v.a. X= 3 ¢ em/4VLogr1 a

valeurs dans 1'espace €y ou 1'on a noté (en) la base canonique de c_;
o

cette v.a. vérifie la LLI mais ne vérifie pas le TLC.

Démonstration : Il est clair que X est bien une v.a. a valeurs dans c,

X ne vérifie pas le TLC car aucune mesure de Radon gaussienne sur y n'a

la m&me covariance que X : en effet une telle mesure serait la loi de
la v.a. 3 g, en//JLogrl or il est bien connu que

n>2
lim Ignl//VLogn = 1/JE-£ O . Montrons que X vérifie la LLI : notons RN
n -0

1l'opérateur de <, dans <, défini par
0 si n<N
e sin>N
n >

D'aprés le théoréme 1.1, il suffit de vérifier que {Sn//anl ne N} est p.s.

relativement compact ; dans ce cas particulier cela équivaut a montrer que

ay = sup “RN Sn//anH tend vers O p.s. si Noow
n>1

Or on peut écrire

ay = sup @m//JLog m

m>N

ou les v.a. (¢ ) sont indépendantes équidistribuées suivant la meme loi

que la variable ¢ = sup |2? eil//an . Nous aurons besoin du
nx1
Lemme 7.1 : ¥ >0 3K, t.q. ¥#c¢>0
o 2
-AC

P(y>c) < K, e
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I1 résulte immédiatement du lemme 7.1 que aN-Biiiao Si Now.,

En effet, on déduit du lemme 7.1 que

¥ N>0 ZP(cpm>T]N/L0g m < o
m
Donc lim aN = 1lim qm//¢Log m<T p.s. ¥7>0
N-QCO Moo
On a donc hkien : lim ay = 0 p.s.

La démonstration du lemme 7.1 repose sur le fait que les varia-
bles (sn) sont uniformément bornées ; on peut 1l'établir par des calculs

similaires a ceux de la pruposition 4.2,

N. Jain a donné dans [22] le premier exemple d'une v.a. X a valeurs
dans C[0,1] vérifiant le TLC mais pas la LLI, et telle que I]“Xszzm. Nous

avons complété ce contre-cxemple

Notation : On note (en) la base canonique de RY ¢t on pose : ¥-(Kn)Elfm
(s |7\n]a>1/a si O<a<w
IZ % enlly =
sup !Anl A
Exemple 7.2
lo) Il existe une v.a. X a valeurs dans 1'espace ﬁa, + : e vérifiant

a la fois le TLC et la LLI sur ces espaces mais telle que
2 .
I)HXHa = o s8i 2<a<gw

. . (e s e pe
20) Il existe une v.a. a valeurs dans l'espace £ , 2<as<w, vérifiant

le TLC mais ne vérifiant pas la LLI.

On notera que si 2<a< o, 1% est de type 2. Ces exemples montrent

que 1l'hypothése de cotype 2 dans la remarque 6.1 ne peut pas &tre supprimée.

Passons a notre exemple : Soit f une v.a. scalaire centrée et
de carré intégrable, soit (fn) une suite de v.a. indépendantes équidistri-

buées suivant la méme loi que f. On va étudier la v.a. X a valeurs dans 1
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ou ¢ définie par

Nous allons donner en une suite de propositions des C.N.S. portant sur f
pour que X vérifie le TLC, la LLI ou pour que I)HXH§<<m.

Nous aurons besoin de plusieurs lemmes élémentaires

Lemme 7.2 : Pour tout a dans ]2,0], il existe une constante Ka:>0 telle
que pour toute v.a.r. f
2,1/2 2 2

(7.1) /K (E |1 < E|X|| <k (E]f

Démonstration : Commengons par l'inégalité de gauche : si I)HXHa< ®,

alors a fortiori sup Ifnl//vzl:m p.s., d'ou 1'on déduit classiquement que

E lf|2<:m. On obtient la constante par le théoreéme du graphe fermé (ou di-
rectement !).

Pour 1'autre inégalité, notons tout d'abord que si Il|f|2< » alors

by Ifn//J;|a<:m p.s. ; cela résulte trivialement du théoréme des trois séries
(ici des 2 séries !). Par le théoréme du graphe fermé, on en déduit

¥6>0 4 CZ tel que pour toute v.a. f

P{HXHa > Cz(I)fz)l/z} < 6

Supposons f centrée.

. 2 J_ 2 . . 2
Puisque E f = E |f1+ A nI , on obtient que si Ef <, alors la
suite des v.a. HX14-...4-XQ//V;“a est bornée en probabilité (c'est-a-dire
dans 1'e.v.t. L°). La remarque 2.1 s'applique donc et on conclut que

Il“XHa‘<w . Le cas général s'en déduit par centrage.

Proposition 7.1 : Si f est centrée et de carré intégrable alors X vérifie

le TLC sur l'espace 2 pour 2<a< « et sur 1l'espace c, "

Démonstration : D'aprés le lemme précédent si I)lf‘2< « alors

Xe CL (£%), pour tout a>2. On montre aisément qu'en fait Xe CL(£%)
@

. (o] 2 © . .
puisque L0 est dense dans LO, on se raméne au cas ou f¢ Lo qui est facile.

Pour alléger, on pose dans la suite ¥ x>0, Lx= |Log x
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Proposition 7.2 : Si E HXH§<«>, alors nécessairement

E (|£]% Llf]) <
En fait, on peut voir que cette condition est aussi suffisante.

Démonstration : Posons ¥ x>0

8(x)

P(sup lfn/«/;l S x)

et o (x) P(f]>x) .

Par un calcul classique on voit que si x est assez grand (disons x2x0)

d(x)~ ¢ q;(x«[r:) . Donc si E HXH2~< ®©, on aJq x $(x) dx < » donc
n=1 0

5 J" x (P(X'\/;l-) dx< . D'ou

n=1 x0

—9(Yydy/n < o

z
n

soit J"w q;(y)[ Z 1/11} y dy
0

2
ns(y/xo)

par conséquent J‘ o (y) Log(y/xo)y dy <o , ce qui entrafne bien
E(f]?2 L)) <o .

Proposition 7.3 : La v.a. X a valeurs dans i’,a, 2<a<w, vérifie la LLI

si et seulement si

(7.2) E(Iflzili]—)<m

LL| |

Démonstration : On notera LI*(X) la norme de X dans 1'espace LIw((z,P;ﬂa) ;
soit (g ) une suite de v.a.r. indépendantes équidistribuées suivant la m&me

loi que g = sup |2I11 fi I/an . Observons que :
nx>1

LI*(X) s E (3 Iem/«/;|a)1/a ,

donc d'aprés (7.1) : LI1%*(x) < Ka(E 92)1/2
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Par ailleurs

- 2
LI%(X) > E sup em//Jm > fL (Elez)l/
(=]
Les deux inégalités précédentes assurent que si 2<ogeo I192< » si et
seulement si LI%(X) < w.
D'aprés le corollaire 3.4 de [4], I192<:m si et seulement si : B6<x p.s.

et Ilsuplfn//an|2<<m, Puisqu'on suppose I)‘fi2<:m, on sait (cf. rappels 2),$ 0)
que 6< ® p.s; il suffit donc de traftter la condition I}suplfn//an|2<:m.

Par un calcul facile (mais fastidieux) analogue a celui de la proposition
7.2, on peut vérifier que Ilsuplfn//an|2<im & E}fz L|f|/’LLlf|<oo.

On conclut donc que (7.2) est nécessaire et suffisant pour que X¢€ le(z“).

En fait, si fe¢ L:, on voit aisément que X¢€ LI (4%) ; dans le cas général,

il suffit de faire une approximation convenable de f par des variables

de L%

(o]

Applications des propositions 7.1, 7.2 et 7.3 : On obtient 1'exemple 2

lo) en choisissant f centrée telle que E |f|2 Lf/LLf < » mais I)|f|2 Lf=w ;
il est clair que ce choix est possible. On obtient 1'exemple 2 20) en

choisissant f telle que F)|f|2< o et I)|f|2 Llfl/’LLIfl::m

Probléme 7.1 : Soit E un espace de Banach. On suppose que, pour tout es-

pace de probabilité (Q,P)
CL(C,P 3 E) <« LI(G,P;E)
L'espace E est-il nécessairement de cotype 2 ?

Probléme 7.2° : Dans la m&me situation, on suppose que pour tout ({,P)

CL(Q,P ; E) L2(Q,P;E) ; est-ce que E est de cotype 2 ?

Théoréme 7.1 : Chacune des propriétés de 1'espace E décrites aux problé-

mes 7.1 et 7.2 implique que E est de cotype-q (au sens de [257) pour tout
q> 2.

* Cette question vient d'8tre résolue par 1'affirmative par David Aldous

(communication personnelle).
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Démonstration : Nous utilisons la terminologie de [25] sans la rappeler

chacune des propriétés se réduit a des inégalités entre certaines normes
sur 1'espace EO(Q,P ; E) ; par conséquent, chacune d'elles est une super-
propriété. L'exemple 7.2 montre que 1l'espace £% n'a aucune de ces proprié-
tés si a> 2. Par conséquent, chacune de ces propriétés implique que

4% n'est pas finiment représentable dans E si a> 2. Or, le théoréme 2.3
de [25] affirme qu'un espace ayant cette derniére propriété est nécessai-

rement de cotype q pour tout gq>2. cqfd.

Exemple 7.3’ : Il existe une v.a. X a valeurs dans oo ne vérifiant pas

la LLI, mais vérifiant supHSn/an”< ® p.S.
Cet exemple montre qu'en général LIm(co);éLI(co) ; 1'analogue
pour le TLC est trés facile a voir : 1la variable de 1'exemple 7.1 est

dans CL (c ) mais pas dans CL(c ).
© (o] o]

Démonstration : Considérons la v.a. X¢ LO(CO) définie par

ou (an) est une suite élément de c, -
Reprenons les notations de 1l'exemple 7.1 : on voit immédiatement par
Borel-Cantelli que :

° {Sn/ an} est p.s. borné si et seulement si j a¢ J0,»[ tel que

(7.3) ZP((pn> a )<eo
o]

Y {Sn/ an} est p.s. relativement compact si et seulement si (7.3)
est vérifié ¥ a> 0.
Puisque P(¢ >c) décrott exponentiellement vers O quand c croit vers 1'infi-
ni (cf. lemme 7.1), il en résulte que

. P(p>2c)
lin 55 =0

Cooo

* Un résultat "positif" est donné a la remarque 1.5.
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On peut donc trouver une suite (cn) croissant vers 1'infini telle que
n
(7.4) P(gp>2c ) < (1/727) P(g>c )

Soit M l'entier défini par

(7.5) M -1cx P(g> c) <M
n
On peut alors définir (an) par
amzl/cn si M1+.,..,+Mn_-1<msM1+,...,+Mn

On tire de (7.4) et (7.5)

™

s Plo>2/a ) =
m SD m n

M_ P(gp>2c)
n n
<y 172" (P(¢> cn)+ 1< o
n
mais, par ailleurs
i P(g> 1/am) =5 Mn P(yp> cn) >3y 1= .

Ce qui fournit le contre-exemple annoncé.

Probléme 7.3 : Caractériser les espaces de Banach E pour lesquels on a

toujours CL (E) = CL(E) et ceux pour lesquels on a LI (E) = LI(E).
[ee] (o]
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