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CORRECTIONS

p. III.20 Supprimer la deuxiéme phrase de la Remarque 4.1, qui
est inexacte.
p. I11.21, 1. 3 Remplacer '"connu'" par '"vrai'.
Enfin, il y a une traduction moins contestable de '"central limit theo-
rem" : '"théoréme-limite central' !

ADDITIONS

On peut donner une démonstration plus simple du fait que toute

v.a. gaussienne veérifie la LLI

Démonstration du Corollaire 4.1 : Puisque la distribution de X est une

mesure de Radon, il existe K compact convexe équilibré tel que
P(XcK) > 1/2

Par conséquent, si 1'on note la jauge de K

Iy
P(jk(x)s 1) > 1/2 .

La démonstration du théoréme de Fernique [2] assure alors qu'il existe a> 0
tel que

ajk(X)2
Ee < ©

Puisque X est gaussienne, on a

ajk(Sn/vgsz ajk(x)2
e = Ee

¥neN E
Le lecteur peut alors reprendre la preuve (élémentaire) de la proposition
4.2 et conclure aisément que

Tim j. (s /a ) PeS L
k IV/ n
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A.1.2

Par conséquent {Sm/ anl nc N} estp.s. inclus dans un homothétique de K,
donc est relativement compact p.s. cqfd

Le fait de travailler avec les jauges jk permet de simplifier
aussi la démonstration du théoreme 4.3 ; il suffit pour cela de remarquer
que si une v.a. X a valeurs dans un Banach E (séparable) vérifie IIHXH2< w,

. 3guilibre i 2
alors il existe un compact/convexe KCE tel que I)Jk(X) <» ; les autres

modifications sont faciles. On évite ainsi l1l'utilisation du théoréme 3.1.

Le théoréme 4.3 a été tout récemment amélioré par J. Kuelbs qui

a démontré le

Théoréme [27] : Pour qu'une v.a. X a valeurs dans un espace de Banach

vérifie la LLI, il suffit que I)HXH2<:m et que Sn/’an-eO en probabilité.

Ce résultat permet de donner une caractérisation des espaces de
Banach (ou des opérateurs) pour lesquels les conditions classiques sont suf-

fisantes pour la LLI

Corollaire : Soit u: E-F un opérateur entre espaces de Banach, les con-
ditions suivantes sont équivalentes
\ 2
i) Pour toute v.a. X(.) a valeurs dans E telle que EX=0 et E ||X||” < =,

la v.a. u(X(.)) a valeurs dans F vérifie la LLI.

ii) Il existe une constante C telle que, pour toute suite finie

(xi) d'éléments de E et pour tout entier n>3 on a :

1<i<n

(1) E H; e; ulx;)| < C+Log Log n <;1 Hxill2

1= 1=

)1/2

Démonstration : L'implication i)= ii) est démontrée dans 1'exposé IIT,

corollaire 5.2, page 26.
ii)= i). On se raméne facilement au cas ou X est une v.a. symétrique a

valeurs dans E ; on note que I)Hu(X)Hzgguunz I)HXH2§ w ; d'aprés le théo-

réme ci-dessus, il suffit de montrer que
lim E \\u(sn/ a | =0
N—co

Soit (Q,q,P) 1'espace de probabilité de référence ; d'aprés (1), on a pour

w fixé dans



A.1.3

n n 1/2
¥ ngN E| x £ u(Xi(w))H < C y/Log Log n ( z HXi(w)Hz)
. -

1= 1=
de v.a.
(en supposant bien entendu que (en)n est une suite/de Bernoulli indépendan-

te de (Xn)). En intégrant en w et en utilisant la symétrie des v.a. X

X

17
gty ON obtient

¥ ne N E u(s )| s ¢ a (B |x|%HY?
En d'autres termes,si 1'on pose
Alu(X)) = sup I)Hu(sm/ al)l| ,
n n
on a démontré
2)1/2

(2) Au(X)) < C(E ||X]|

Soit €> 0, soit Y une v.a. étagée symétrique a valeurs dans E telle que

I)HX-—YHzg 52, on a d'apres (2)

AMu(Xx-Y)) <C e

on peut remarquer que lim IlHu(Y1+ ce 4+ Yn%/ anH = 0 puisque u(Y) est éta-
gée. N—eo
On a donc iim I)Hu(Sn/’an)H <0+ A(X-Y) g Ce.

~ 0O
On conclut bien que lim II“u(SW/ an)H = 0 puisque €> 0 est arbitraire.
Remarque 1 : Le corollaire précédent est 1'analogue pour la LLI du théo-

réme 4.1 et de sa réciproque, le corollaire 5.1.

I1 en résulte qu'il existe des espaces de Banach dans lesquels les conditions

classiques (i.e. EX=0 et I)HXH2<:m) suffisent pour la LLI mais ne suffisent

pas Epur_Lg TLC,

En effet, il existe des espaces de Banach dont 1'opérateur identité vérifie
la propriété ii) du corollaire ci-dessus mais qui ne sont pas de type 2.
Pour en convaincre le lecteur probabiliste, nous détaillons la construction

d'un tel exemple.



Pour alléger, nous introduisons la :
Notation : Soit E un espace de Banach et n un entier ; nous noterons vn(E)

la plus petite constante C telle que, pour tout n-uple (x .,xn) dréle-

100
ments de E on a

E =] o x| = ¢ 2] x|

La suite (v (E))n est croissante. De plus, on peut voir aisément que

>1
1svn(E)s n ¥nsl1.

#*
¥* *

Soit (Em)mel\l une famille d'espaces de Banach. Nous notons
2 , : . .
L ({Em}) 1'espace des suites (xm)mel\l ou x €E ¥ m¢c N, muni de la norme
2.1/2 P
(xm)mel\l—) (z meH ) . I1 est évident que
(3) ¥ ngN v (ﬂz({E D) < sup v _(E )
n m n m
meN
3
* %

Soit p€[1,o[ et me N ; nous notons 2,[1:] l'espace de Banach
'ailp)l/p

obtenu en munissant R" de la norme (al,...,am) € ]R"‘—>(ZI;l

Lemme : Soient m, n entiers et p tel que 1<p<2, on a

1 1

vn(zf;) = (min{m,n})p 2

Démonstration : Tout d'abord,rappelons une inégalité due a Clarkson

si —1-+-%= 1, 1=sp=<2, on a
(4) ¥ ac R" (E Iz‘l‘ e ailq)l/q < (2’11 lailp)l/p

Cette inégalité s'établit facilement par interpolation entrelescas p=1

et p=2.

Soit x un élément de E,II:I, nous notons simplement xJ

pour la j-iéme coordon-
née de x (1< js<m) ; par ailleurs nous notons |x|| la norme dans ﬁi .
Soit (x,,...,x ) dans 4P, on déduit de (4)
1’ ’“n m
n .\ p/a .
El T e, x‘”q < Z Ix{]]p R
. ii A i
1 i=1 i, ]

™8

J



d'ou puisque q3>p

{E(J; | ; . xglp)q/p }1/q S (;1 Hxi'llp)l/p

i=1 i=1 1=
soit
n 1/q n p 1/p
(5) (E |z e xin) < ( 2 x|l
i=1 i=1
n 5 \1/2 n 1/q
Puisque q 2 2, (E | = €; xiH < [Ellz e xin , et par 1'inégalité
i=1 i=1

n 1/p n 1/2
de Holder (‘2 Hxin) < nl/p— 1/2 (2 Hxiuz) , on déduit donc de (5)
i 1

P 1/p-1/2
que vn(l?,m)sn .
D'autre part, on sait que
1
m . 1/2 m 1/p -=/m . 1/2
2

M (z x912) s(z |x.|P) < P 2<Z|x‘]|2) :

j=1 j=1 Y

il enrésulte que

PEH,; £ xiH2)1/2 = m%“‘%‘( ;1 Hxin)l/Z

i=1 i=
11
p P p 2 , .
Par conséquent vn(Zm) <m , on a donc établi que
11
p p 2
v, (2) s (mA n)
L'inégalité inverse est triviale : notant € reeese la base canonique
de R" , posant k=mA n, on a
k 1/2
2 1
(E]\z e eiH ) :k/p
i=1
et
k 1/2
2 1/2
[ e ®) " - x
i=1
1/p-1/2

donc nécessairement v (4P) >y (4P) >k
n m K m



A.1.6

Remarque 2 : Le lemme précédent montre que : ¥ ne N ¥ C tel que

15(‘,s\/n, il cexiste un espace de Banach E tel que vn(E) =C.
Exemple : 1l existe un espace de Banach E et un entier M tel que
¥ n>M vn(E) = +/Log Log n

Démonstration : Pour tout entier m= ee, soit P tel que

1/p_-1/2
m n =+Log Log m ; nécessairement 1 spms2. Par ailleurs on vérifie

aisément qu'il existe un entier M tel que

¥m>M p

m+1 m
p
On pose E:Zz({ﬂmm , m>M}).
D'aprés le lemme et d'aprés (3), on a
A1
p. 2
vn(E) < sup (mAn) ;
m=>M
or si Msms=<n, on a
A 11 1
P 2 P 2
(man) ™ =m " :\/Log Logms«/Log Log n

et si n<m, on a (puisque P crott avec m)
4+ 2 1 1

P 2 P 2 p 2 -

(man) ™ = n <n " = JLog Log n

En conclusion, vn(E) < +/Log Log n.
p
Par ailleurs, puisque mem est, pour m=M, un sous-espace de E, on a néces-

p
sairement, si nx>M, vn(E) zvn(ﬁnn), donc d'aprés le lemme

2 —
vn(E) >n " = «/Log Log n . cqfd

(277 J. Kuelbs, Kolmogorov's law of the iterated logarithm for Banach space
valued random variables, (a parattre).



