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XVI.1

Cet exposé est dans une certaine mesure la suite de 1'exposé IX.
Nous y verrons quelques résultats positifs concernant 1'extraction de sous-
suites inconditionnelles, résultats dus a H.P. Rosenthal. Le premier résul-

tat s'énonce ainsi (en notant 1A la fonction indicatrice d'un ensemble A).

Théoréme 1 : Soient S un ensemble, et (An)mEN une suite de sous-ensembles

de S. Si la suite (1A ) tend faiblement vers zéro dans £7(S), on peut extrai-
n

re une sous-suite 1A 1-inconditionnelle dans £7(S).
"k |k

(On se reportera a 1'exposé IX pour la définition d'une suite

C-inconditionnelle.)

En considérant £7(S) comme un espace C(K), on voit que le théo-

réme 1 résulte de 1'énoncé suivant

Théoréeme 1 bis : Soient K un espace topologique compact, et (An) une suite

d'ensembles ouverts et fermés de K. Si la suite de fonctions (continues sur

K !) (1A ) converge simplement vers zéro sur K, il existe une sous-suite

n
(1A ) 1-inconditionnelle dans C(K).
"k Ik

On voit en fait que les deux énoncés sont équivalents, en consi-
’ [ee] ’,
dérant C(K) comme un sous-espace de £ (K). Avant de commencer la démonstra-

tion, il est intéressant de savoir caractériser le fait que (1A ) converge
n
faiblement vers zéro dans £°(S). A cet effet nous dirons qu'une suite (An)

de parties d'un ensemble S converge fortement vers @ si la condition sui-

vante est réalisée : pour toute suite croissante d'entiers
n <N <. <n <, il existe un entier ko tel que
k
o
. An. =9
J=1 J

Lemme 1 : Soit (An) une suite de parties de S. La suite (1A ) converge
_— N ,
faiblement vers zéro dans £°(S) si et seulement si la suite (An) converge

fortement vers @.

Nous ne nous attarderons pas sur la démonstration du lemme : il

faut seulement remarquer que les points extrémaux de la boule unité du dual
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de £%°(S) correspondent aux ultrafiltres sur S, et que la convergence forte
vers @ de la suite (An) signifie qu'il n'existe pas d'ultrafiltre U qui

contienne une infinité d'ensembles An.

Dans la deuxiéme partie de 1'exposé nous nous intéresserons aux

espaces C(H), lorsque H est un compact dénombrable '"pas trop gros'", en ce sens

2
que H(w )::¢ (rappelons que H(a) désigne le dérivé d'ordre a du compact H).
Théoréme 2 : Soit k un entier > 1 et soit H un compact dénombrable tel
que H(w'k)::ﬂ. Toute suite (fn) de C(H) qui tend simplement vers zéro sur H

posséde, pour tout e> 0, des sous-suites (fn ) (k+e)-inconditionnelles.
k
Ce résultat, rapproché des contre-exemples de 1'exposé IX, montre
que les constantes trouvées sont (a & prés) les meilleures possibles. Si
1'on préfére parler en termes de C(a+1), o étant un ordinal, le théoréme 2

w'k, toute suite qui tend faiblement vers zéro

s'énonce ainsi : si a<
dans C(a+1) posséde des sous-suites (k+e)-inconditionnelles. Dans [ 1], le
théoréme 2 est énoncé seulement pour k=1 et k=2. La généralisation présen-

tée ici est assez longue a rédiger, mais pas plus difficile.

Commengons la démonstration des théorémes 1 et 1 bis. Nous nous
placerons dans le cadre du théoréme 1 bis. Nous supposons donnés un espace
compact K, une suite (fn) de fonctions continues sur K, ne prenant que les
valeurs 0 ou 1, et convergeant simplement vers zéro sur K. Commeng¢ons par
expliquer le principe de la démonstration : il s'agira de trouver une
sous-suite possédant certaines propriétés d'"indépendance'". Si la suite
(fn) est booléennement indépendante (cf. [ 2]), il est clair qu'elle est
l-inconditionnelle, car alors
N

) _ _ +
2 “n fn]i"C(K) =sup | 3 anl = max{y @hoZ 9y

FCN néFlR n n

Nous utiliserons ici une notion d'indépendance plus faible :

Définition : Soit (fn) une suite de fonctions définies sur un ensemble S
et ne prenant que les valeurs O et 1. On dira que la suite (fn) est faible-

ment indépendante si la condition suivante est réalisée : pour tous sous-

ensembles finis F et G disjoints dans N, on a

s'il existe x€ F tel que fn(x): 1 pour tout ne€ F, il existe y¢ F tel
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que fn(y)::l pour tout n¢ F, et fn(y)::O pour tout mé€ G.

Si les (fn) sont des fonctions continues non nulles sur un espace
compact K, on peut interpréter la définition de la fagon suivante. Posons

pour chaque x€ E
U(x) = {ng N; fn(x): 1},
puis : 3= {U(x);xEK}

Alors, dire que la suite (fn) est faiblement indépendante équivaut
a dire que la famille d'ensembles Y est héréditaire (c'est-a-dire que UE,
VcUl = V{ES). En effet, supposons U€X, Vo U avec V non vide. Posons pour

chaque entier k> inf V

F = VN {1,...,k} ; G, = {1,...,k} =V
D'aprés la propriété d'indépendance faible, il existe ykéEK tel
- F - i i ’—

que fn(yk) 1 pour n¢ F_ et fn(yk) O pour ng G_. Si y est un point adhé

rent a la suite (yk), on aura U(y) =V.

Si V=g, il faut raisonner un peu différemment. Pour chaque entier
k, il existe y,  tel que fk(yk): 1, et fn(yk)::O si n<k. Si y est un point
adhérent a la suite (yk), on aura U(y) =@.

L'intéret de la notion d'indépendance faible réside dans le lemme

suivant
Lemme 2 : Soient K un espace compact, et (fn) une suite de fonctions con-
tinues sur K ne prenant que les valeurs O et 1. Si la suite (fn) est faible-

ment indépendante, elle est l1-inconditionnelle dans C(K).

Démonstration : Soient (an) une suite de scalaires dont un nombre fini

seulement est non nul, et F un sous-ensemble de IN. Nous devons montrer

que

I

H z oy an = HZ “n fn
neF n



Soit y€K tel que | ¥ a f =]
nck ncF

Puisque % est héréditaire, il existe zc K tel que U(z) =FNU(y). Alors
| = a. fn(y)l S > a. fn(Z)l < ||z a an ,
ncF n

ce qui démontre le lemme.

Le théoréme 1 bis apparattra alors comme une conséquence de

1'énoncé plus précis suivant

Théoréme 1 ter : Soient K un espace compact, et (fn) une suite de fonc-

tions continues non nulles sur K, ne prenant que les valeurs 0 et 1. Si la
suite (fn) tend simplement vers zéro sur K, elle posséde des sous-suites
(fn ) faiblement indépendantes.
k

Dans une premiére étape de la démonstration, nous chercherons
une sous-suite vérifiant 1'indépendance lorsque les sous-ensembles F et G
de la définition sont tels que G< F. L'outil sera lIe théoréme de Galvin-
Prikry, que nous rappelons maintenant., On considérera 1'ensemble des parties
infinies de N, noté Pm(N) , comme un sous-ensemble de {O,l}N., et on le
munira de la topologie induite par la topologie produit. Si Mg Pw(N) ,
Pw(M) désignera 1'ensemble des parties infinies de M. Le théoréme de Galvin-
Prikry s'énonce ainsi : si O est une partie ouverte (ou fermée) de PW(N),

il existe une partie Me P (N) telle que
P ML ou P (M) X (complémentaire de X)
0 o

Ce théoréme est une sorte de "Ramsey infini'". I1 a été ensuite

généralisé a X borélien, puis analytique.

Si F est un ensemble fini d'entiers, m un entier et A une partie’
de K, nous dirons que m est indépendant de F (mod A) si la condition sui-
vante est réalisée : s'il existe x€ A tel que fn(x);:l pour tout ne F,

il existe y€ A tel que fn(y)= 1 pour tout ne F, et fm(y)::o,

Lemme 3 : Soit A une partie fermée de K. Si la suite (fn) tend simplement
vers zéro sur A, il existe une partie infinie Mde N telle que
M::{ml,m2,...} et que : ¥ FcM, F fini et F>m
F (mod A).

1 mliest indépendant de
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Démonstration : Définissons %c§ (N) par : X = {M::{ml,mz,...} i il
(s

existe k ~ 2 tel que m, ne soit pas indépendant de {mz,...,mk} (mod A)}.

1

[1 est clair que X est ouvert. On peut donc trouver MEG”m(N) tel
que PW(M)::Jlou Pm(M)c:uF. Notons que si Pm(M)c:XC, 1'ensemble M vérifie
1 ¢énoncé du lemme 3 (on consideére M'e;Pm(M), M'::{mi,m',...}, avec m'1::m1
et F._{mé,...,m&} pour un certain k). Il suffit donc de montrer que 1'éven-

tualité © (M) ©X est impossible. En posant M::{ml,m .}, on pourra déter-
[ee]

EE
miner dans le cas 2 (M) c X une suite d'entiers (kn) telle que kn2 n+1 et que
©

m n'est pas indépendant de {mn+ ..,mkn} (mod A). Puisque la suite (fn)

tend vers zéro sur A, il existe un entier N tel que la relation

177"

f (x) = f (x) = ... - f (x) =1
m1 m2 mN

soit impossible pour x€ A.

Soit n le premier entier tel que knz:N. D'aprés la propriété de

kn’ il existe un point xC A tel que

1l
)

(x)

I
—_

f (x) =
mn+1 n

et de plus, pour tout y¢c A tel que

fm (y):...:fk(y):l ,
n+1 n
on a aussi fm (y) =1
n
Puisque kn_1<:kn, on aura donc
f (x) = ... =1f (x) =1
M M
n-1
ce qui implique d'apres la propriété de k _, que fm (x) =1, et de proche
sy n-1
en proche, on deduit que
f (x) = ...=f (x) =1 ,
m m
1 n

d'ol une contradiction qui achéve la démonstration du lemme 3.
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Lemme 4 : Si (fn) tend vers zéro sur K, on peut trouver une partie infinie
M::{ml,mz,...} telle que : pour tout entier j> 1, et pour tout ensemble
fini FCM, F:>mj, s'il existe x tel que

fn(x) = 1 pour tout n¢ F,
il existe y€ K tel que
= f = e e e = = .
fn(y) 1 pour tout ng¢ F et ml(y) fmj(y) 0

Démonstration : On applique d'abord le lemme 3 avec A =K, pour trouver

M1€63 (N) satisfaisant la propriété du lemme 3, M1= {ml,....}. On pose
@

ensuite

K, = {Q“ =0} ,
1
et on applique a nouveau le lemme 3 avec A=K,, trouvant ainsi Mze P (Ml)'
[ee)
On procéde ainsi par récurrence : si Moa été déterminé, avec mn::inan ,
on pose Kn+1: {fmlz fm2: — fmn::O} et on applique le lemme 3 avec A::Kn+1

pour trouver Mo € Pm(Mn).

(Remarquons qu'a chaque étape {f =f =...=f =0} est non vide.
My M2 M
Cela résulte de proche en proche de ce que m est indépendant de {mn+1}

(mod K_).)
n.

On construit pour finir 1'ensemble '"diagonal" M::{ml,mz,...}.
Soit alors j>1 et FcM, F fini > m . Soit x tel que fn(x)z 1 pour tout

n ¢ F, Puisque m, est indépendant de F (mod K), il existe x, tel que

1

_ _ ' _\_ . . -
fn(xl)..l pour tout n¢ F, et fml(xl).-O, c'est-a-dire x, €K, A nou
veau puisque m,, est indépendant de F (mod K2), il existe xze](2 tel que
= C = -

fn(x2) 1 pour tout n¢ F, et fmz(x2) 0, donc x,€K

On continue ainsi de proche en proche jusqu'a Kj’ et le lemme 4 se trouve

3
démontreé.
Avant de poursuivre, nous allons remarquer qu'il est possible

de se ramener au cas ou le compact K est dénombrable. A cet effet conside-

rons 1'application continue ¢ de K dans {O,l}N définie par
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(P(X) = (fn(X))n

Pour chaque x, la suite @(x) n'a qu'un nombre fini de termes non
nul:—7? (x)—-%O Le compact image H= ¢(K) est donc contenu dans 1'ensemble
des partlos finies de N, donc H est dénombrable. Par ailleurs, les fonc-
tions coordonnées ¥n (définies sur {O,l}N par ;n((am)m)::an) définissent

sur H une suite de fonctions continues qui tend vers zéro. On a en fait
f =1 o
n n°? >

ce qui implique pour tout suite (an)

12 e, flloky = IE 2, }n\\C(H)

On voit aussi immédiatement que 1'ensemble = {U(x) ; xe K} cofncide

avec 5§, défini pour les (¥n) sur H. (En fait, J =% =H si on considére les
éléments de H comme des parties de N.) On peut donc ramener le probleme
de l'extraction d'une sous-suite faiblement indépendante des (f ) au méme

probléme pour les (f ) sur H.

A partir de maintenant, nous pourrons supposer le compact K dé-
nombrable, et nous achéverons la démonstration par une récurrence ordinale

(o)

sur le premier ordinal o tel que le dérivé K soit un ensemble fini.

Si a=1, le dérivé K' est un ensemble fini. Puisque fn_¢0, on

peut supposer, quitte a supprimer un nombre fini des (fn), que l'on a

{fn: 1}NK' =@ pour tout entier n. Mais cela signifie que pour tout n,

{fn: 1} est un ensemble fini. Il est alors clair que 1'on peut construire

de proche en proche une sous-suite (fn ) telle que les ensembles {fn =1}
k

soient deux a deux disjoints. Il est également clair que la sous-suite

(fn ) est faiblement indépendante. (L'ensemble X = {U(x) ; x€ K} correspondant a
k
la sous-suite est simplement formé de @ et des singletons {k}. Par ailleurs

on a simplement
HZ a, f ” = sup |a_‘ )
K © "c) K
Supposons donc le théoréme démontré pour les ordinaux < a, c'est-

a-dire lorsque la suite (fn) est définie sur un compact dénombrable K tel
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que K(a) =g.

(a)

Supposons maintenant donnés un compact dénombrable K tel que K
soit un ensemble fini non vide, et une suite (fn) de fonctions continues

sur K, a valeurs O ou 1, tendant simplement vers zéro sur K. Comme précé-

(a)

demment on peut supposer que K n {fn: 1} est vide pour tout entier n.

Cela implique que pour tout n, {fn: 1} est un compact tel que {fnz 1}(05) =#.

Commeng¢ons par sélectionner un M, € P (N) possédant la propriété
[o+}

du lemme 4. Posons m, = inf M1 . Puisque {fm =1} o) =@, on peut trouver
1

d'aprés 1'hypothése de récurrence une partie infinie M,cM M, >m,, telle

1’ 2 1’
que les restrictions a K, = {f =1} des fonctions (f ) forment une
1 m1 m mEM2

suite faiblement indépendante. En supposant M .,Mn définis avec

1,M2,..
mj =inf Mj , hous poserons

Kn:{fm:f :.,.:f :O;f :1} .

(a)
n

M sm , tel que les restrictions a K_ des fonctions (f ) forment
n+1 n n m mEMn+1

Puisque K =@, on peut trouver un sous-ensemble infini Mn+1CMn ,

une suite faiblement indépendante.

Nous formons a nouveau l'ensemble '"diagonal" M= {ml,m2,. c..}, et

nous allons vérifier que la suite (f ) est faiblement indépendante sur K.

m° meM
Notons d'abord que M satisfait la propriété du lemme 4 (simplement parce

que Mch).

Pour montrer que 1'ensemble des U(x) est héréditaire, considérons
un ensemble FCM et un x€ K tel que fn(x) = 1 pour tout n€ F. Nous devons

trouver un yc€ K tel que
F = {negM ;an):l}

Tout d'abord, d'aprés 1a propriété du lemme 4, on a en posant

. .
inf F_mkeM

3 z€ K tel que fn(z) = 1 pour tout neF

et f (z) =f (z)=... =1 (z) =0 ,
™1 Mo Me-1

* si F=g, on choisit y, €K, et on prend y adhérent a la suite (yn).
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c'est-a-dire que z€K, . D'aprés l'indépendance faible des (f ) sur
k neMk+1
Kk’ il existe y€ Kk tel qu'en posant F'=F=* {mk}, on ait
D . = = : = }
F' = {me¢ M, o fm(y) 1} (me M ; m>m_, fm(y) 1]
Mais puisque y< Kk’ on a finalement

(meM ; fm(y)=1] = F ,
ce qui achéve la démonstration du théoréme 1 ter.

Nous allons maintenant passer a la démonstration du théoreéme 2.
La situation sera la suivante : H désignera un compact dénombrable,
2

(tel que H(('U

)::ﬂ), et (fn) une suite de fonctions continues sur H, telle
que anH::1 pour tout n, et telle que fn tende simplement vers zéro sur H.

Nous commencerons par une premiére réduction du probléme

Lemme 5 : On peut supposer que la suite {Ifn|> 0} est une suite d'ensem-

bles ouverts et fermés, tendant fortement vers @.

Démonstration : L'ensemble des (fn(x))n, pour x variant dans H, constitue

une famille dénombrable de suites numériques qui tendent vers zéro. D'apreés
un lemme classique, on peut trouver une suite strictement croissante “n’

telle que lim xn==+m, et telle que
n

¥ xXEH , lim A fn(x) =0
' n

En extrayant une sous-suite convenable, on peut supposer que
[eo]
b 1/W}ls €< 1. Le compact H étant totalement discontinu, on peut trouver
n=0
pour tout n un ensemble ouvert et fermé En tel que

{'fnl >1/r, VB c {lfn| > 1/a}

En posant f =1, .f , on aura an- f

n

| < /A _, » donc

n -1

©
PN an— fnus €. On en déduit facilement que 1l'extraction d'une sous-suite
n=1
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C-inconditionnelle des (¥n) fournit une sous-suite [(C+ €. g—g—l-g%—)--)—incondi—
tionnelle des (f ). Par ailleurs, 1o <A Ifnl, donc la suite (1E ) tend
n
n n

simplement vers zéro (c'est-a-dire, si on préfére, que la suite (En) tend

fortement vers @) et {lfn|>-0}c:En. Le lemme 5 est démontré.

Nous supposerons dorénavant que la réduction du lemme 5 a été

faite, et nous poserons En::{lfn|> 0}.

Nous commencerons par détailler la démonstration du cas le plus

(w)

simple, c'est-a-dire du cas ou H =@. Dans ce cas, nous devons extraire

des sous-suites (1+e)-inconditionnelles de la suite (fn).

Lemme 6 : Soient H un compact dénombrable et (Fn) une suite d'ensembles
ouverts et fermés de H telle que (1F ) tend vers zéro sur H. S'il existe
_ .n
un entier k tel que ¥ j, <j,<...<j_ , F. NF. Nn...NF. soit non vide,
1 2 k 3y g Iy

le dérivé K(k) est non vide.

Démonstration : Raisonnons par récurrence : si k=1, on a une suite
(Fn) d'ouverts et fermés non vides telle que 1F -0 : cela implique que

n

1'ensemble H est infini, soit H' non vide.

Supposons le résultat démontré pour k-1, et soit (Fn) une suite

possédant la propriété de 1'énoncé du lemme 6. Sur le compact F,, la famille

19
des (Flr]Fn)n>1 vérifie la propriété de 1'énoncé pour k-1. On en déduit que
ng_l) est non vide, c'est-a-dire que FlrWH(k_l) est non vide. Bien enten-
du le m&me raisonnement montre que an]H(k-l) est non vide pour tout n,
et cette suite d'ensembles tend fortement vers @ sur H(k—l). On en déduit
que H(k_l) est infini, donc H(k) est non vide.
Lemme 7 : Soient H un compact dénombrable tel que H(w):zﬂ, et (Fn) une

suite d'ensembles ouverts et fermés de H tendant fortement vers @. Il

existe un entier k et une sous-suite (FA) de F_telle que

¥ j 2 PRI j ) F'. F'. o F'. - ﬂ .
Jl< J < < Jk J] 32 J](

Démonstration : Puisque H il existe un entier k tel que H

Réalisons une partition de 1'ensemble des k-uples d'entiers j1< j2< vee < jk
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en posant

A = {31< Jp < vee <y s Fjllej2[,...F1ij::ﬂ} ,

et en prenant pour B le complémentaire de A.
D'aprés le théoréme combinatoire de Ramsey, il existe une partie infinie M
de N telle que

- ou bien tous les k-uples d'éléments de M sont dans A

- ou bien tous les k-uples d'éléments de M sont dans B.
Mais la deuxicéme éventualité impliquerait d'apreés le lemme 6 que K(k);fﬂ.
On est donc dans le premier cas, et 1'ensemble M fournit la sous-suite
(Fﬁ) voulue.

(w)

Supposons donc donnés maintenant H, avec H - @, et (fn) une
suite tendant simplement vers zéro telle que En:f{lfn,> 0} tende fortement

vers @.

D'aprés le lemme 7, on peut aussi supposer, quitte a passer a
une nouvelle sous-suite, qu'il existe un entier (k+1) tel que

¥ J <dg<eee<dp o E. nNnE. Nn...NE =@

J1 Ja i1

L'intéret de cette réduction est de limiter (a k) le nombre des

valeurs non nulles des fn(x), pour un x fixé dans H. Cela va permettre une
nouvelle réduction du probleéme

(

Lemme 8 : Dans le cas H w)::ﬂ, on peut supposer que les (fn) prennent

leurs valeurs dans un ensemble fini Fc [-1,+1].

Démonstration : Soit &> 0 donné. Découpons [-1,+1] en intervalles disjoints

de longueur < g/k, soient 1 ’Im’ tels que les f;l(Ij) soient ouverts

EERE
et fermés. (11 suffit pour cela que les extrémités de lj n'appartiennent

pas a 1'ensemble dénombrable U fn(H).) Choisissons une valeur yje Ij (pour
n
l'intervalle ]J qui contient O, on choisira yj::O) et posons

1

f (x) =2 y. 1. (f (x))
S0 . n
J J
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On aura alors, pour tous scalaires (cn)
|HZ c an-HZ c, };Hl < & sup lcjl

En effet, pour chaque x¢ H, il y a au plus k indices n tels que

fn(x)ﬁ(h Pour ces indices
£ (x)-F (0] < e/k
n n

Pour les indices n tels que fn(x)::O, on a aussi ¥n(x): 0, donc

finalement
IZ cn(fn(x)-};(x))l < €.sup Icn] .

Comme précédemment, il en résulte que 1l'extraction d'une sous-suite
C(1+¢g)

C-inconditionnelle des (?n) fournit une sous-suite [C+ ¢ 1-&C

)—incondi—

tionnelle des (fn) et le lemme 8 est démontré.

Supposons donc que les (fn) sont a valeurs dans un ensemble fini

F, et posons pour tout k-uple j1< j2< pee < jk’

. . Lok
A(Jl,...,Jk) = {(fjl(x),...,fjk(x)) ; XEH}E R(F) .

La prochaine réduction consistera a se ramener a une sous-suite

(fn)nEM "homogéne'" en ce sens que l'ensemble A(jl,.. ) sera indépendant

<5 J
k
du k-uple (jl,...,jk) choisi dans M. La possibilité de cette réduction ré-

sulte immédiatement du théoréme de Ramsey : en effet, on associe a chaque
k-uple j, < ...<J, 1'élément A(jl,...,jk) de 1'ensemble fini P(FX). On réa-

lise donc une partition finie de 1'ensemble des k-uples, et d'aprés le théo-
réme de Ramsey on peut trouver une partie infinie MC N telle que

A(jl,...,jk) soit constant pour tous les k-uples dans M.

Une suite 'homogéne'" n'est pas directement l-inconditionnelle,mais
il est trés facile de trouver une sous-suite l-inconditionnelle, comme nous

allons voir.

Lemme 9 : Supposons que la suite (fn) soit telle que 1'ensemble A(jl’""jk)

soit indépendant du k-uple d'entiers j1< 32< S jk.' Désignons par M 1'en-
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semble des multiples de k. Pour tout x< H, et pour tout sous-ensemble fini

G de M, il existe un point yc H tel que
fm(y) = fm(x) pour tout me G
fm(y) =0 pour tout m<€ M= G

Démonstration : Soit G fini € M et x€ H. Posons

L = (m2G ; fm(x);éo}

On a IL|s=k. D'aprés 1l'invariance de A(jl,...,jk) on peut trouver des points

z< H tels que
¥ meL, fm(z) - fm(x)

Nous choisirons un z possédant la propriété ci-dessus tel que

Card{n€ N; fn(z)# 0} soit maximal. Désignons par j1< j2< el < jE les entiers
j tels que fj(zo)#(). On a £ <k, et un (plus ou moins long) moment de réfle-
xion convaincra le lecteur que 1'on peut trouver j;< jé< R jé tels que

: L

a) J; el =3 = I
. .

b) J;EL = J1£M

(11 s'agit simplement de déplacer en dehors de M les ji qui sont dans M= L.
La possibilité de cette opération résulte du fait que 1'on a laissé suffi-
samment de place en dehors de M.)

Par 1'invariance de A(jl,.. ), on peut trouver un point yec H

"vjk
tel que

f.,() =¢f. (z) |, di=1,...,7
Ji Ji o

D'aprés a), on a aussi

f (y) = f (x) pour tout me< L
m m
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D'aprés le caractére maximal de 1l'entier £, on a
{3,..,3)) = (neN; £ (y) £0]}
D'aprés la propriété b), cela implique
fm(y) = 0 pour tout mgM=L ,
ce qui démontre le lemme 9.

Bien entendu le lemme 9 implique que la sous-suite (fm)mEM est

1-inconditionnelle, par un raisonnement identique a celui du lemme 2.

Nous avons donc démontré le théoréme 2 pour les compacts H tels
que H(w)::ﬂ. Si on tient compte des réductions successives, on peut dégager
1'énoncé plus précis suivant, qui nous servira dans la suite de la démons-
tration

(w)

Proposition 1 : Soient H un compact tel que H =@, et (fn) une suite de

fonctions continues sur H, tendant simplement vers zéro sur H, et telle que
anHs 1 pour tout n. Pour tout e£>0, il existe un ensemble infini MC N pos-
sédant la propriété suivante

pour tout sous-ensemble infini Moc:M, pour tout x€ H et tout ensemble

fini FCM,,il existe un point yg H tel que

() | 2 ¢ f (y)- = c. fm(x)l < € sup lcm|

¥ (c )eR
" mEM mom mcF m

(L'intéret de considérer Moc:M apparaftra dans la récurrence qui
va suivre. Il est clair que dans le lemme 9, tout sous-ensemble infini Mo
de M convient encore, ce qui permet d'énoncer la proposition 1 comme nous

1l'avons fait.)

Le théoréme 2 sera démontré comme une conséquence de 1'énoncé

suivant

(w.k)::¢

Proposition 2 : Soient k un entier > 1, H un compact tel que H

et (fn) une suite de fonctions continues sur H, tendant simplement vers
zéro sur H, et telle que anH <1 pour tout n. Pour tout £>0, il existe un

ensemble infini MC N possédant la propriété suivante : pour tout sous-ensem-



XVI. 15

ble infini Mo de M, pour tout x¢H et pour tout ensemble fini FC;MO, il

existe des points yl,y2,...,ykeIL tels qu'en posant g(y) = ¢ ¢ fm(y)
mEM0
pour (cn) E]R(]N), on ait
s ¢ £ (0)-gly)rgly)-gly) ...+ (-D¥e(y )| < e.suple |
m m 1 2 3 k : n

meF

(I1 est clair que la proposition 2 implique le théoréme 2, car

elle implique || ¥ o me <k| ¢ c me+ € Sup|cn| d'ou 1'on déduit faci-
meF meM

lement que la sous-suite (fm) est (k/(1-g))-inconditionnelle.)

meM

Nous allons démontrer la proposition 2 par récurrence, le cas

k =1 étant donné par la proposition 1.

Soit donc k> 2, et supposons la proposition 2 démontrée pour tout

(p.k)

entier j<k-1. Soient H tel que H =@, et (fn) une suite tendant sim-

plement vers zéro sur H, telle que anHg 1 pour tout n. Comme on l'a vu,

on peut supposer que En::{lfn|> 0} est une suite d'ensembles ouverts et

(w.(k—l)).

fermés tendant fortement vers @. Considérons le compact K=H I1

(w)

vérifie K =@, par conséquent on peut supposer (quitte a extraire une
sous-suite) d'aprés le lemme 7 qu'il existe un entier j tel que pour tout
j-uple d'entiers n,<ng<...< nj

KNE Nn...nE_ =6
n n

1 J
Cela signifie que le compact L::En r\...ffEn vérifie L(w'(k_l»::ﬁ,
1. J
ce qui nous permettra de lui appliquer 1'hypothése de récurrence. Remarquons
‘s
encore ques/léxistait Mc N infini tel que En r]...(WEn =@ pour tout j-uple
1 J
n,<.. <n, d'éléments de M, on se raménerait pour la sous-suite (f ) au
1 J m mEM

cas de la proposition 1, déja connu.
D'aprés le théoréme de Ramsey, on peut donc supposer (quitte a extraire une
nouvelle sous-suite) que pour tout j-uple n, < n2< oo < nj

E NE N...NE_ A0

1 2 J
Considérons le compact L::E1(1E2(W...fWEj. On peut trouver une
partition finie de L en ensembles ouverts et fermés L(a), a=1,...,N, tels

que pour chaque a et pour tout i=1,2,...j, 1'oscillation de fi sur L(a)
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)(w. (k-1))

soit < £/jk. Puisque L(a)C L, on a encore L(a =@, et par consé-

quent on peut appliquer 1'hypothése de récurrence aux fonctions (fn)n>j

<N, M1>j,

’

restreintes a L(a). On peut ainsi trouver un ensemble infini M

1
tel que la propriété de la proposition 2 soit satisfaite a 1'ordre k-1 pour

les (fm)m sur L(a), pour a=1,...,N. On peut aussi supposer, quitte a

S

prendre une nouvelle sous-suite, qu'il existe pour chaque a=1,...,N un point

x, de L(a) tel que

z: £ (x )] < e
m o

mEM1
On détermine ensuite par récurrence une suite décroissante
M1:>M2:>...:>Mn ... de la facon suivante : supposons Mn déterminé. On
considére pour chaque j-uple n,<n,<...< nj contenu dans {1,2,...,j+n} le

compact (ouvert)
E(nl,...,nj) =

= {x¢H; fi(x):O-V-iz{n .,nj},isj+n}ﬂEn NE_ N...NnE_

1 1 DMy j

Comme précédemment on réalise une partition finie de E(nl,...,nj)

en ensembles L(a,nl,...,nj) ouverts et fermés tels que l'oscillation de

chaque f  sur L(a,n
i

1,...,nj) soit < &/jk.

On choisit ensuite grace a 1'hypothése de récurrence un ensemble

Mn+1C:Mn infini tel que Mn+1> n+j et que les fonctions (fm)mGMn+1 satisfas—
sent la proposition 2 a 1'ordre k-1 sur chaque ensemble L(a,nl,...,nj). On
supposera aussi que pour chaque a existe un point X, de L(a,xl,...,nj) tel
que

E::: lf (x)]| < e

mEMn+1 "l
Pour finir on construit 1'ensemble '"diagonal" M'::{ml,mz,...,mn,...} ou

m =inf M .
n n

Pour chaque x€ H désignons par n(x) le j-iéme entier n tel que
fn(x)# 0, et posons
A
H = {xeH; £ |f (x)]<e}
o m
mcM!
m>n(x)
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Définissons d'autre part une suite de fonctions (hm)m

j fm(x) si m<n(x)
h (x) =
m

0 sinon

M par

Si x est un point du compact Ho’ on a

s o jfx)-h (X)] <& .
m m
meM!

Par ailleurs, pour chaque point x¢ Ho’ il y a au plus j indices
meEM' tels que hm(x)f(L I1 est alors clair que 1'on peut appliquer la pro-
position 1 aux fonctions (hm)mgM" restreintes a H : il existe un ensemble
infini M&M' tel que pour tout sous-ensemble infini Moc:M, pour tout x¢ HO
et tout ensemble fini Fc:MO, il existe y¢ H0 tel que

¥ (cm)e ]2CW) s ¢ h (x)- ¢ c hm(y)l < € suplcml

mcF ™ m meM
Nous allons montrer que ce dernier ensemble M convient pour démon-
trer la proposition 2. Soient donc M0 un sous-ensemble infini de M, x¢ H et
F un ensemble fini, F:;MO. Nous pouvons supposer que fm(x)%() pour tout

m¢c F. Désignons par n1< n2< e < nj les j premiers entiers n tels que

fn(x)f 0. Le point x appartient donc a un certain ensemble L(a,nl,...,nj).
Nous poserons F = Fr}{nl,...,nj} , F, = Fi-F1
G =M nfn;,....n ]

D'aprés la construction de 1'ensemble M', il existe des points

= ' - \ i
Yyreeos¥p 4 € L(a,n1,...,nj) tels qu'en posant g2(y) = £ e fm(y) on ait
meM
o
ms>n .
J
i k-1
N ‘ .
¥ (cm)ElR( ) Z < tm(x)— b (-ptt gz(yi) < € suplcml
m{in i:]_

o

I1 faut noter que d'aprés la propriété d'oscillation des fn sur
i
L(a,nl,...,nj), on a, en posant gl(y): T oc fm(y)z g e fm(y),
mEMo meG

msn
J



XVI. 18

pour k impair

et pour k pair

pour

sant

pour

pour

k-1 i+l
i§1 (-1) gl(yi) < € Suplcml
k-1 il
zoc fm(X)— g (-1 gl(yi) < € suplcml .
meG i=1

I1 existe par hypothése un point x, € L(a,n

1,...,nj) tel que

| £ (xa)ls €, c'est-a-dire que x, €H . D'aprés la propriété de 1'ensem-

Qe

on peut trouver un point z¢€ HO tel que

impair
z: c h (x)- E: ¢ h (2)| < & sup|c |
P moma mem mom m
me 1 o
pair
2 | e |
— c hm(x ) - %]~c hm(z) < e suplc_
me 1 meo
En rappelant que 3 Ifm(u)-hm(u)lg € pour ucg Ho’ et en utili-
meM
0
nouveau les conditions sur l'oscillation, on en déduit

impair

Z: c f (x)- E: c f (z)
m m

. < 3¢ suplcml
m€F1 mGMo

pair

E c fm(x)- z: c fm(z)

< 3¢ suplcml .
mEGlF1 mEMO

Posons g(y)==g1(y)4-g2(y): zj c fm(y). On déduit de ce qui pré-
meM
"o
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pour k impair

k-4 +1
T ¢ fm(x)- - (-1) g(yi)-g(z)
meF i=1
‘ k-1 . k-1 .
D et -5 DV e s oV e
e m m . 271 .- 171
lmtbz i-1 i=1
. = |
+ E: c f (x)-g(z)| < 5¢ suplc |
mep, MW m
! 1
pour k pair
‘ =1 i+l
coe, fm(x)— v (-1) g(yi) +g(2)
‘meF i=1
k-1 i+1
< 2: c fm(x)— » (-1) gz(yi>
meR i=1
2
k-1 : i
3 ¢ £ (x)- ¥ (-—J)lk1 Ay )+ 5::: c. fm(x)-g(z)
meG i-=1 mEGF

(1] B. Maurey and H.P. Rosenthal, Normalized weakly null sequences with no
unconditional subsequence, (a parattre dans Studia Math.).

(2] H.P. Rosenthal, A characterization of Banach spaces containing 21,
Proc. Nat. Acad. Sc. USA 71 (1974) p. 2411-2413.



