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XIII.1

§ 1. LES ENONCES

Le but de cet exposé est d'établir un lien entre deux classes im-
portantes d'algébres de Banach et les opérateurs p-sommants.

On conviendra que si R est une algebre de Banach, alors ¥ x, Y€ R
on a |xy|l < ||x||||v]|, et que 1'unité e d'une algébre unitaire est de norme 1.
Un homomorphisme d'algébres de Banach est une application linéaire, multi-

plicative et continue,

On notera B, la boule unité (munie de la topologie faible étoile)

d'un Banach E; P(BE) désignera les probabilités de Radon sur B, .
Définissons tout d'abord les algébres de Banach qui nous intéres-
sent.
Soit X un espace compact (séparé). On note C(X) 1l'espace des
fonctions continues sur X a valeurs complexes, muni de la norme uniforme.
Dans tout ce qui suit, on considére C(X) comme algébre de Banach pour la

multiplication ponctuelle.

Définition : On dit que 1'algébre de Banach R est une algébre uniforme

si elle est une sous-algébre de C(X), ou X est un compact. (On ne suppose
pas que R est unitaire.) |
Soit H un Hilbert (complexe). On va considérer L(H) -1'espace
des applications linéaires continues de H dans lui-m&me muni de la norme
habituelle- comme algébre de Banach. La multiplication sera la composition

des opérateurs.

Définition : Soit R une algébre de Banach. On dit que R est une algebre

\

d'opérateurs si elle est isomorphe a une sous-algébre fermée de L(H), ou

H est un Hilbert. (On ne suppose pas que R a une involution.)
Le résultat le plus important est da a Varopoulos.

Théoréme O [18)] : Soit R un espace de type £ (dans le sens de [9]) muni

d'une structure d'algébre de Banach. Alors, R est une algébre d'opérateurs.

Nous allons trouver une condition suffisante pour qu'une algébre
de Banach soit une algébre d'opérateurs, et ceci permettra de donner une
démonstration simple du théoréme O.

Soit ¢ un élément du dual R' de 1l'algébre de Banach R. On définit
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;: R+ R' par
<(P(X)7y> = <p,¥yx> ¥ x,yeR.

L'application ¢ est linéaire continue de norme < ||p||.

Définition : Soit 1<p<®. On dit que R est une algébre p-sommante s'il

existe une constante K> 1 telle que pour tout ¢9€ R', 1'application ;: R- R'
est p-sommante et np(;):;K”@H (np étant la norme p-sommante). R est dite

strictement p-sommante si np(@) < o]l

Ceci permet d'énoncer les théorémes suivants.
Théoréme 1 [13] : Toute algébre 2-sommante est une algébre d'opérateurs.

Théoreme 2 [13] : Soit 1<p< o. Alors toute algébre strictement p-sommante

et unitaire est une algébre uniforme (et donc commutative).

I1 est évident que toute algébre uniforme unitaire est une algé-
bre strictement p-sommante ¥ 1 <p< .

Le théoréme 2 généralise un résultat de Kaijser [8] -et d'ailleurs
la démonstration utilise (une modification due a Drury de) son idée prin-
cipale.

Etant donné le théoréme 1, la preuve du théoréme O devient facile.

Démonstration du théoréme O : On sait que le dual d'une algébre de Banach

de type ;m est un espace de type ;1 [10], et d'apres [9, p. 289] toute ap-
plication linéaire continue d'un espace § dans un espace £1 est 2-sommante.
=]

On en déduit que R est une algébre 2-sommante.

D'aprés le théoréme de Pietsch, R est une algébre 2-sommante s'il

existe K> 1 telle que pour tout g€ R', ; se factorise suivant

R_—% R

|

¢ ————>H

ou C est un espace C(X), H est un Hilbert et u, v, w sont des applications

linéaires continues telles que |ul.|v]|.|w| =<K]||¢|-
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I1 n'est pas sans intérét de se demander ce qui se passe s'il

existe K> 1 telle que pour tout ¢ €R', ¢ se factorise suivant

R __ 9 SR
H
ou H est un Hilbert et u, v sont des applications linéaires continues telles

que full. f|lv]| < Klig |-

Définition : ; est dite hilbertienne si elle se factorise suivant le dia-
gramme ci-dessus, et on note H;HK::inf {{u][-]lv||}» la borne inférieure étant

prise sur toute factorisation de ce type.

Définition : L'algébre de Banach R est dite hilbertienne s'il existe K= 1

telle que pour tout g€ R' on ait ”gmcsKH¢H.
On verra plus tard le
Théoréme 3 [3] : Toute algébre d'opérateurs est une algébre hilbertienne.

Il est facile de voir que tout Hilbert H muni d'une structure
d'algébre de Banach est une algébre d'opérateurs. Explicitement, 1'action
de H sur H® , T définie par

£

h. (k+2) = kh+%h

donnera une représentation. On trouve dans [3] 1'exemple suivant d'une mul-
tiplication (associative !) sur £
o] =] ©
(r x.edx(yx y.e.) =(y x.y.)e
j=0 J J §=0 J J j=1 J J o
I1 est évident que £2 n'est pas une algébre 2-sommante pour cette multipli-
cation. D'autre part, on ne connatt pas un seul exemple d'une algébre hil-

bertienne qui n'est pas une algebre d'opérateurs.

Dans le théoréme 3, il suffit de supposer que 1l'algébre a une

unité approchée (bornée par 1) pour prouver que HXHZ::HX2H ¥ x€ R. D'autre
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part, il est facile de voir que 21 est une algébre strictement 1-sommante
pour la multiplication ponctuelle [(xj).(yj)z (x:j yj)].

Malheureusement, on connaft trés peu d'exemples non triviaux
d'algébres 2-sommantes. Il est clair que toute algébre uniforme est une
algébre 2-sommante ; il est facile de voir que LP (1) (2<pg®), muni de la
convolution, est une algebre 2-sommante [car, si 2<p< o, toute ; se fac-

1
torise suivant LP(m) - c(m) - LP (m) ].

La définition des algébres p-sommantes paratt peut-2tre un peu
artificielle. Cependant, si on considére la multiplication sur une algeébre
de Banach R comme une application linéaire M: R R- R, on voit que nos al-
gébres sont précisément celles pour lesquelles M est continue lorsque R®R
est muni de certaines ®-normes de Saphar [12] et Chevet [4]. Voir [13] pour
plus de détails.

§ 2. L'HISTOIRE DU SUJET ET QUELQUES PROBLEMES OUVERTS

Définition : Une Q-algébre est une algébre de Banach qui est isomorphe

a un quotient (par un idéal fermé) d'une algébre uniforme.
I1 était une fois, Varopoulos posa la

Question 1 : Peut-on trouver une algébre de Banach commutative qui n'est

pas une Q-algébre ?

Un beau jour, Wermer [18] répondit "Oui'. Son exemple fut Ll(ZD
muni de la convolution. Sa démonstration utilisa le théoréme sur les repré-
sentations bornées d'un groupe abélien (cité dans 1'exposé précédent) et

un résultat fondamental do a Cole.

Théoréme (Cole [187]) : Un quotient d'une algébre uniforme (par un idéal

fermé) est isométriquement isomorphe & une sous-algébre fermée d'un L(H).

En fait, ce théoréme admet la généralisation suivante.

Théoréme (Lumer [11]) : Un quotient d'une algébre d'opérateurs (par un

idéal fermé) est une algébre d'opérateurs.
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Ce fut un lemme de Craw qui permit de faire avancer la théorie

des Q-algebres.

Lemme de Craw (Craw [6]) (Version isométrique) : Une algebre de Banach

commutative R est un quotient d'une algébre uniforme si et seulement si

quels que soient 1'ensemble fini {xl,...,xN}c:BR et le polyndme
p(zl,..,,zn) sans terme constant, on a
Hp(xl,...,xN)HR < sup{|p(zl,...,zN)|: |zn|s 1, 1<n<N}

D'aprés ce lemme, le résultat de Wermer concernant Ll(ZD devient
évident. Aussi, il inspira Davie a trouver un critére trés utile. Il nous
faut quelques notations. Soit p un entier positif. On notera Kp 1'ensemble
{1,2,...,p} muni de la topologie discrete, et Kz le produit Kp><...><Kp de

N facteurs.

Théoréme (Davie [6]) : Soit R une algébre de Banach commutative. Alors,
R est une Q—algébre si et seulement s'il existe une constante K> 0 telle
que quels que soient les entiers positifs N et p, la fonction ac€ C(Kz) et
on a

les éléments {x .,xp}c:B

17" R’

E: a(p)x X KN a
HBEKN P By ﬁN”R =< Hzlé...@ézl
p p 1Y

N
- K sup{| ZN a(p) fl(Bl)....fN(BN)l IfneC(KP),anHms 1}

K
ek

D§ signifie le produit tensoriel injectif].

Davie utilisa son critére pour donner plusieurs exemples des

Q-algébres. Par exemple, C(r)

[0,1], 1'espace des fonctions r fois contint-
ment dérivables sur [0,1], muni de la multiplication ponctuelle et de la
norme habituelle, et 4P (1<p<2), muni de la multiplication ponctuelle,
sont des Q-algébres. Varopoulos [15] en déduisit par un processus d'inter-

polation que les 4P (1<sp<w) sont des Q-algébres.

Une version non-commutative du lemme de Craw fut un outil essen-

tiel dans la démonstration du



XIITI.6

Théoréme V (Varopoulos [17]) : Soit R une algébre de Banach. Alors R est
une algeébre d'opérateurs si et seulement s'il existe une constante K> O
telle que, si on fixe

(i) ¢e Bp

(ii) E, un sous-ensemble fini de By

(iii) M, un entier positif

et (iv) e>0,
on puisse choisir

(a) wun Hilbert H

(b) h, ke By
: E-L(H) satisfaisant a

et (c) des applications L .,L

17" M

HLm(x) < KHXH ¥ xXE€E

et |<9,x1....x >-<L1(X1)o,..o LM(xM)h,k>| < €

M

pour tout M-uple (x .,xM) d'éléments de E.

R
L., ne sont pas nécessairement linéaires.]

[Les applications Ll""’ M

. . , P . s
Je donne ici une version légérement généralisée du théoreme dans

[17]. La démonstration est la méme.
Varopoulos utilisa le théoréme V pour démontrer son théoréme O.

Revenons aux Q-algébres. Nous avons vu qu'on peut trouver des
algébres de Banach commutatives qui ne sont pas des Q-algébres. Davie

suggeéra la

Question 2 : Est-ce que toute algébre d'opérateurs commutative est une

Q-algébre ?

Soient Tl’ T2 deux contractions linéaires sur un Hilbert H telles

que T1T2::T2T1. Or, d'aprés un théoréme fameux de von Neumann (voir [7]),

on sait que pour tout polyndme p d'une variable complexe on a

”p(T1)HL(H) < sup{|p(2)|: |z| < 1}

Cette inégalité fut généralisée par Ando (voir [7]) qui démontra

que pour tout polyndme p de deux variables complexes on a
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Hp(Tl’TZ)” < sup{|p(z1,22)!: Izll <1, lzzl < 1} .

I1 est naturel de se demander si 1'on peut généraliser ces inéga-
lités aux polyndmes en plusieurs variables. D'aprés le lemme de Craw, une
telle généralisation permettrait de répondre "oui" a la question 2.

Si T

1’°""TN sont des contractions linéaires sur un Hilbert,

on sait, d'aprés 1l'inégalité de Grothendieck que
n
HzaijTiTjHL(H) s 2sh 3 sup{IZaij s, tj| : |si| <1, |tj| <1}

C'est précisément la condition de Davie pour les polyndmes homogénes de
degré 2.

On est donc tenté de croire que toute algébre d'opérateurs com-
mutative est une Q-algébre. Malheureusement, c'est faux. Varopoulos [16]
démontra que 1'inégalité de von Neumann n'admet pas la généralisation né-

cessaire ; on peut méme trouver trois contractions linéaires commutantes,

Tl’ T2, T3, sur un Hilbert H de dimension 5 telles que
3 3 3 3 3 3
HT1T2T3-T1-T2-T3”L(H) > sup{lzlzzz3— 2] -2,- zsl. lzi‘s 1)

Voir [5] pour les détails. On trouve un autre contre-exemple simple dans

[167].

Cependant, le probléme suivant reste ouvert.

Probléme 1 : Soit R une algébre de Banach commutative qui est de type

£ (en tant qu'espace de Banach). Est-elle une Q-algébre ?
@
On peut m&me se poser une question plus général

Probléme 2 : Soit R une algébre 2-sommante commutative. Est-elle une

Q-algébre 2

Le probléme 2 est 1lié au sujet de la thése de Charpentier. Il

démontre le

Théoréme (Charpentier [2]) : Toute algébre l-sommante commutative est

une Q-algeébre.
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Varopoulos [14,15] étudia une classe d'algébres de Banach encore

plus petite : 1les algeébres injectives.
Définition : L'algebre de Banach R est une algébre injective si la multi-

plication M: R R4 R est continue lorsque R® R est muni de la norme injec-
tive, ®.

En termes des applications ¢, une algébre de Banach est une alge-
bre injective si toutes les ¢ sont des applications intégrales (avec con-

trdle de la norme).

Théoréme (Varopoulos [14]) : Soit R une algébre de Banach commutative.
Alors R est une algebre injective si et seulement s'il existe une algébre
uniforme U, un épimorphisme n: U~ R et une application linéaire continue

L: RaU tels que =« oL=1dp , c-a-d ¥ x¢ R,
n(L(x)) = x

Pour terminer, nous offrons un troisiéme probléme.

Soit E un espace de Banach. On dira que E a la propriété OP si,

lorsqu'on munit E d'une structure d'algébre de Banach quelconque, E doit

8tre une algébre d'opérateurs. On a vu que tout espace de type £ a la pro-
[s=]

priété OP ; de m&me pour les espaces de type ;2. On ne connatt pas d'autres

exemples des espaces de Banach qui ont la propriété OP.

Probléme 3 [17] : Est-il vrai que tout espace de type £p (2<ps=) a la
propriété OP ?

I1 serait intéressant de savoir si 1'algébre du disque A(D) a
la propriété OP. Un probléme voisin est la caractérisation des espaces de
Banach R pour lesquelles toute application linéaire continue de R dans R'

est 2-sommante.
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& 3. LES DEMONSTRATIONS

Rappelons le

Théoréme 1 : Toute algébre 2-sommante est une algébre d'opérateurs.

Dans [13], on peut trouver une démonstration basée sur la carac-
térisation des algébres d'opérateurs (théoréme V). Nous préférons donner
une démonstration directe, due a Maurey, qui utilise le théoréme de point

fixe ci-dessous.

Théoréme KF (Ky Fan, cf. [1, p. 259]) : Soit I' une application multivo-

que d'un compact convexe X dans lui-méme, a valeurs convexes compactes non-
vides, dont le graphe {(x,t) :x¢eX, teI'(x)} est fermé dans Xx X. Alors
3 xOE X t.q. xOE T(xo).

Démonstration du théoréme 1 : Soit R 1'algébre 2-sommante ; supposons

que ﬂz(;bstH@H‘¥ € R'. On a le droit de supposer que R est unitaire
(puisqu'une sous-algébre fermée d'une algébre d'opérateurs est une algébre
d'opérateurs, et , aisément, R&%]_E, muni de sa structure habituelle d'al-
gébre de Banach [2, p. 15] est une algébre 2-sommante unitaire).

(a) On va démontrer qu'il existe un Hilbert H et un homomorphisme
T: R-L(H) de norme < K.

On sait que si ¢ € BR" alors pour tout ensemble fini {xl,...,xN}c:R, on a

N N
~ 2 2 2
by “q(xn)H <K sup ¢ ]<¢,xn>|
n=1 VEBy, n=1

Soit p une probabilité de Radon sur BR" Alors

N N
() s [ b 2ap(e) < kK2 sup oz J<v,x 5|3

n’! n
n=1 BR' WGBR, n=1

Soit 1l'application linéaire F: R-»LZ(BR,,H;R') définie par
F(x) : Bp=R' 3 q;_.’(;(x)

En réécrivant (#) sous la forme
N N
2 2 2
(363¢)  ||F(x )" < K° sup % l<v,x 5| )
n n
n=1 EBR' n=1

on s'aper¢oit que F est un opérateur 2-sommant et que nz(F)g;K. D'aprés
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le théoréme de Pietsch, ] une famille F(p)cP(BR,) telle qu'on ait ¥ x¢ R,
¥yveTr(pw,

~ 2 2 2
J oGO ||"an(e) < K7 T |<g,x>]“av ()
Bpi Br
On voit que 1'application multivoque I : P(BR')—.P(BR,) ; oI (p) satisfait
aux hypothéses du théoréme KF, ce qui permet de déduire qu'il existe

we€ P(BR,) telle que

~ 2 2
¥ R, ! K 2
xe By RO aatp) < 2w
R' R'
d'ou
2 2 2

(3963¢) ¥ XCR, ¥ ye B, , j‘ |<(p,yx>| dw(g) < K ]” |<cp,x>| aw ()

B “B

R’ R'

Lorsque x¢€ R, on note fxe C(BR,) la fonction fx(\l;) = <y,x>. Soit
H la fermeture dans Lz(w) de {fx: x€R} ; H est un Hilbert. Définissons
T: R-L(H) par T(z)fxz fo Aisément, T est un homomorphisme, et, d'apreés

(###) , ||T||< K. Ceci achéve la partie (a).

(b) On va montrer qu'a chaque y€ R on peut associer un Hilbert H_ et
un homomorphisme T : R-*L(Hy) de norme < K2 tel que HTy(y)Hz Hyn/\/g
Fixons donc y€ R. On sait qu'il existe T¢ BR' tel que <T,y> = HyH

Soit P == 6+ =
y

= [t .
3 °n*2 P(BR,)_P(BR,) 4 Py est un compact convexe. Conservant

les notations de (a), si S S SR | p, et si yeT'(n), alors

2 "7 2
¥ x€R, J u?p'(x)uz aa(e) < K2 [ ‘<(9,X>|2 dv (¢)
Bp Bp:
2 2 1 1
< 2K ‘JPBR' ‘<q;,x>| d(—z- 6T]+-é- v) (g)

Définissons alors I'' (1) =—é- 6 +—é' F'(A). I'' est une application multivoque
de Py dans lui-m&me satisfaisant aux hypothéses du théoréme KF. Il existe

donc P t.q.
wa y q

¥ X€ER, J‘ H;(X)Hz do_(¢) = 2K 2 J" |<<P,x>']2 dw_ (¢)
y B y
R' R'
(d'ou ¥ XER, ¥ z€ B j’ |< zx>|2dw ( )52K2‘r |<q) x>|2dw (9) )
) R’ L) y 9 B ’ y

BR' R'
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2
l<g,3> 1% av () > 3 ]

et IB
R'

Par conséquent, si Hy est la fermeture dans L2(wy) de {fx: xe€ R} et si

T :R-L(H ) est définie par
y y

T (z) £f_ = f ,
y X zX
alors on a HTy“ < K¢E
et Ity @ = e, @ lig I 2 7,02, = ligy ] = = v

(c) Pour terminer, on définit H= @ H_et T: R-L(H) par
YER

T(x)((h ) ) = (T _(x)h )
y YER y y yER
On voit aussitdt que T est un homomorphisme et que

x| s ro|| < &2 x|

¥ x€R,

L |
V2
ce qui permet de conclure.

Le théoréme suivant sert a faire un sandwich d'algébres d'opé-

rateurs.

Théoréme 3 [3] : Toute algébre d'opérateurs est une algébre hilbertienne.
C'est une conséquence de 1'inégalité de Grothendieck et du

Théoréme LP [9, p. 294] : Soient E, F deux espaces de Banach et u: E-F

une application linéaire continue. Alors u est hilbertienne et WﬂhcsK si

N
¥Nez', ¥ (a,.), ¥ (e ,...,ey}cBy, ¥ {f},...,f1}cBy, , ona

ij'i,j=1’
N N
| = a; . <u(ei),fﬁ>| <K sup | g a; . S, t.] .
i,j=1 9 J |si|sl i,j=1 19 J
|t.]=<1
J
Démonstration du théoréme 3 : Soit R une sous-algébre fermée de L(H).

Soient h, k¢ BH ; notons h@k 1'élément de BR‘ défini par

<h®k,x> = <xh,k> ¥ xeR
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~ , A
I1 suffit de montrer que “h®k”}c < K |[(h®k)|. (Puisque L(H) = (HQH)').
Fixons [xl,...,xN]c:BR et {yl,...,yN}c:BR. Alors

| (RS k) | = | k
b aij <(h® k xi,yj> = |z aij <y:i xi h,k>
= |z a, . <x.h,ty.k>| (ty. est la transposé de y.)
1] 1 J J J
T
< 2sh (&) sup |zp a.. s, t.| ,
2 s, |s1 gt J
i
It |<1
J

d'apres 1l'inégalité de Grothendieck. Le théoréme LP entratne que R est une

algébre hilbertienne.
Comme dessert, nous offrons le

Théoréme 2 [13] : Toute algébre strictement p-sommante (1<p<w) et unitaire

est une algébre uniforme.

Démonstration : Nous allons montrer que tout point extrémal de la boule

unité du dual est (un multiple de module 1 d') un élément du spectre de
l'algébre. C'est une idée due essentiellement a Kaijser [8].

Soit R notre algébre ; soit ¢¢ By, - On sait que np(@)s lloll, et
d'aprés le théoréme de Pietsch, 3 p¢ P(BR,) t.q.

¥ xcR, oGOl s = (1) l<v,xs P au ()P
BR'
Nous allons exprimer cette inégalité suivant un diagramme commutatif.
Soit x€ R. Notons, comme d'habitude, fXE C(BR') la fonction fx(W)::<¢,x> H
soit Ap la fermeture dans LP(p) de {f i x¢€ R} ; et soit I: R—eAp 1'appli-

cation canonique x—.fx. Alors le diagramme ci-dessous commute

~

R — 7 g

W

A
p

(¢ étant une application linéaire de norme Rp(;)).

Or, pour tout x, y€ R, on a

<Q,Xy> = <;(y),x> = <3I(y),x> = <I(y),t¢(x)>
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|
ot %5 ; R"-.(Ap)' est la transposée de §. (Ap)' étant un quotient de LP (p)
1
(%w~§%= 1), on peut trouver un représentant B € LP (p) de tQ(x) tel que

1Byl o = u%(xn\(,\p). <= (9 ||x]).

Par conséquent

<y ,Xy>

)

<v,y>B_ (V) dp(y)
X
Bp

et si e est 1'unité de R,

<Q,y> = f <y,y>B (V) ap(y)
e
BR'
ou, pour abreéger,
(P =
[p. vB, ) aw
R
Supposons maintenant que ¢ est un point extrémal de BR' et que
BR,::Slesz, ou 81 et S2 sont deux ensembles p-mesurables disjoints.
Posons @i::I QJBe(wo ap(v) (i=1,2). Evidemment ¢ = 94+ 9y et
S.
i
9 llgs SIS |B (W) | ap(¥). En fait, ||p,|=p(S,), car
i
b= ol s leglls gl = BN 4 = Bl o = flell= 1,
1 e 'Ll (w) P ()

d'ou 1= HBeHleanean,, ce qui entratne que |Be(W)|:=1 p-p.p. (puisque

p' > 1). Donc

losll = f |B_(w) |ap(y) = n(s))
i

D'aprés 1'hypothése que ¢ est un point extremal de B on a

R"

[ ear®) = [ wB (¥ ap(y)

S. S.
i i

et on en déduit que @:\pBe(W) B-p.p.
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Par conséquent, <¢,e><g,Xxy> = <¢,e>‘r <¢,y>Bx(W) dp (V)
B

R'
= <¥,e>B_(y) <¥,y>B_(¥) du(y)
_ X
BR'
= I <y,e><g,y>B_(y)ap(y)
B X
R'
= <P,X><0,¥y> .
On voit aussitdt que l<¢,xy>| =|<@,x>||<9,y>l , et donc que
|<9,xn>|: |<@,x>|n. Ceci implique que “x”n: Han, d'ou le rayon spectral

p(x) = 1lim Hxnnl/n::HxH. D'aprés [2, p. 76], R est commutative, et, la trans-

Newsco

formée de Guelfand étant une isométrie, R doit &tre une algébre uniforme.
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