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Le but des remarques ci-dessous est de montrer que les
résultats d'Assouad (exp. XVI) s'étendent a une classe d'espaces plus
générale que celle des espaces p-lisses : les espaces de type p-Rade-
macher (cf. [1] exposé ITI pour la définition et les commentaires usuels) .
D'aprés un contre-exemple de R. C. James CZ], on sait que cette classe

est strictement plus générale.

Nous conservons les notations de 1'exposé d'Assouad. Nous allons

montrer que les expressions

Esup [X]|” et sup E[xP
1<i<n i<i<n

(avec Xi = gl Y., Yj—écartables et de somme nulle) sont équivalentes -

=1 3
pour chaque p, indépendamment de n - a 1'expression

jnz§:1 ej(t)Yijdt

ou (g.) désigne la suite des variables de Rademacher (ou de Bernouiii')

sur ( O,1},dt). Nous poserons dans la suite

1+¢.

Le premier lemme est trivial.

Lemme 1 : Soit Q la probabilité équirépartie sur {O,l}n et pour

chaque k=1,2,...,n soit Q_ la probabilité équirépartie sur 1'ensemble
s n n
{(51,---’§n) € {.0’1} ll\’él gl = k} On a
n o (D)
(1) Q= T ——Q  (formule du bindme!)

Lemme 2 : Soit c¢> 0, alors

n
(2) ? :——k—-21~-£-2

n
kilk-5|=< ¢

Démonstration : Par 1'inégalité de Bienaymé-Cebishev et puisque




n n
z g,(t) - n/2 = z €. (t/2 :

n 0 |2 > 2 £ . o
Z:j’lzf;(’c)-—-- atzcoll z g, -31>¢
- i=1

i=1
d'ou
n n n
Q”_Z gi——2-|5c}21-——-2 ,
i=1 4c

ce qui s'écrit encore en utilisant (1)

n
)3 0 n
n ? n =21l - =
k:lk—-é-l <c 2 4c
L2
Lemme 3 ¢ Soit (Yl""’Yn) des variables écartables a valeurs dans un

espace de Banach, on a :

k p
(3 [ E| z g ()Y, det > (—) inf Efz v

i1 ool Dl o =t

Démonstration : D'apres (1) 1le premier membre de 1'inégalité précéden-

te vaut
R (O
s K[|z g V(1P aq (e).
k=1 2 j=1

k
Posons toujours X, = Z Yj' Pour chaque (gj) dans {0,1}n , tel que

n 1
PN g = k on a : I)HX l = Il“ 2 g .Hp, puisque les Y. sont écartables‘;
J=1 J=1 J
d'ou :
no () o 3
[ =| z g (DY, det = 3 —E|x||”=( inf E (x|
j=19 k=1 2 ke k-2 </n
La dernieve inégalité résulte de (2) (avec c:MCB.
¢ On utilise en fait seulement le fait que pour chaque k=1,2,...,n la
loi de % Yj ne dépend pas du k-uple {jl""’jk} considéré dans {1,...,n}.

a=1 “«a



Lemme 4 : Soit (Yj)ISjsn écartables (ou seulement vérifiant a) sur les

[

intervalles) et de somme nulle. Posant Xi = .2 Yj’ on peut écrire si
Jj=1
1<k < n
1/p 2
(E sup ||X.[|™ < L n__ (E|x ||P)1/P
1<i<n ' p-1 k(n-k) I k“

Donc si n > 4 :

(4) (E sup Hxi\\p)l/p < K inf
p -—

E|x ||P)1/P
1<is<n k: |k (= {lx, 1

2<ifn
avec Kp = 4p'/(1-—2/J§32

Démonstration : Rappelons la propriété a) sur les intervalles :

o) E( £ Y.|qg®) - <arda

jEA J = card B z Y.

j€B J

pour tout AcB ou A, B sont des intervalles d'entiers et q(A) est 1la

tribu engendré r (Y.).
i enge eepa(‘]‘]g,A

Le choixrpe A= {k+1,...,n} et B = {i*i,...,n} nous donne, en
tenant compte de ¥ Y.=0
j=1
(5) ¥ic<k E(X |g.) = 2=k .
k'7i n-i i
avec Q; = T(Yl,...,Yi).
Le choix de Aué{l,...,k} et B = {1,...,i} nous donne
, k
(6) ¥izk E (X |g!) = = X,
k'7i i i
. .
avec O} = T(li+1,...,Yn).

On déduit de (5) et (6)

sup x| < maxtsup BHE x|, sup 4 x|
1<isn i<k PK Kl ok K kll}




soit

sup HX ” max{ — sup IFin|| L sup EgiHX H}
1<i<n n-k i<k K17k i k

L'inégalité de Doob nous donnz alors :

4+ —

(B sup [x,||PMP < =P (mx n

‘P) 1/p [ n
1<i<n n-k

Kl

ce qui est la premiere inégalité de 1'énoncé. La seconde en résulte car

sin>4et|k-§]sJ:

2
n < n 4

— < =
kin-k (-g-—«/n)z (1-24/5)2

Remarque 1 : 1) La formule (1) donne immédiatement que pour des

variables écartables (Y.) . de somme nulle
i j=n
[E g (v Pat = 5 —— X ||P
j=1 k-1 2

(7)

< sup E HX l
1<k<n

11 faut donc remarquer que l'on a prouvé (dans le cas écartable de somme
nulle) 1'équivalence des r.atre expressions intervenant dans les

inégalités (3), (4) et (7)

2) Exemple d'application : Soit Xy Xy un n-uple dans un espace
11
de Banach tel que ¢ X5 = 0. Notons (Q,P) 1'ensemble des permutations
i=1
de {1,...,n} muni de la probabilité uniforme et posons Yj(w) = X (i) pour
w

tout j=1,2,...,n et ftoute permutation y de (. Il existe pour tout p,q

tels que 1<p < g<«= une constante universelle kp q telle que

L

q 1/q sup | P 1/p
(8) d’izgl\i x ()\\dPQM) K qa;k?z %21xw()ﬂ aP(w))

En effet, les (Y ) < Sont échangeables et d'apres la remarque ci-dessus

_;

le second membre est équivalent a (j‘dP(w) IH 2 ej(t)xw(j)H dt) 1/p qui est
Jj=1



A.5

n
lui-méme égal a (IH T ej(t)xjnpdt)l/? L'inégalité (8) se réduit donc a
J=1

une inégalité de Kahane (formulée par exemple dans [1] exp. III, page 1bis).

3) Théoreme 1 : Soient X un espace de Banach de type p-Rademacher,

et (xn) une suite dans X telle que

D 2%, [P < -

n
b) La suite des sommes partielles Sn = 3 X, a une sous suite
i=1

convergente. Dans ces conditions il existe une permutation (xw(n))

de la suite (xn) de telle sorte que la série T X, (n) soit convergente.

La démonstration se réduit a celle d'Assouad une fois connue
la remarque 2) ci-dessus. Notons que pour le '"type p-Rademacher", il y
a un énoncé analogue : nous dirons qu'un espace de Banach X est de
type p-Rademacher - ou p est une fonction d'Orlicz - si pour tout p>0

il existe une constante Cx telle que :
i/ X
(9) Jlze (Ox_[Pat) P < ¢y llxlh il

pour toute suite finie (xn) dans X, ou l'on a posé :

1%,

1l lly = inf{c>0]| np ( ) < 1}

Théoreme 2 : Soient (Yj)js n des variables aléatoires écartables de
somme nulle a valeurs dans un espace de Banach X de type p-Rademacher.

Pour tout p~>1, on a :

/ /
(Eflsxg “xi“p)l/P < [—;—.(%)'1 PKp]c);(E{H(HYjH)j”p}p)l P

Preuve : Combiner (4) (3) et (9).
4) I1 est clair qu'en utilisant 1'inégalité de Doob de '"type faible', on

obtient par une modification de la démonstration du lemme 4 :

i 1<ksn

2
sup ¢ P{ sup ||X.I> c L Elx | .
c>§ ]_S;;nu 1H ) k{n-k) “ kH



donc sup c P { sup “X ” >c¢} < 4/(1-2/\/_‘) inf EHXk”

c>o 1<i<n :lk-%IS\[;

si n>4 ; a la condition que les Yj soient de somme nulle et vérifient
a) sur les intervalles. Nous n'écrivons pas les généralisations évidentes

au cas des espaces d'Orlicz.
Dans le cas échangeable, on a aussi :

Théoreme 3 : Soit X un espace de Banach de type p-Rademacher, et

(YJ)JS des variables échangeables de somme nulle a valeurs dans X, on

a pour toute suite scalaire (a;j)jsn :

(E sup HE a, Y “p) s k& nla |P) Z‘,IJEHY Hp
isn pn

ou KI" est une constante ne dépendant que de p et X.

Démonstration : Soit k<n ; nous posons sous les hypoth‘eses de

1'énoncé

- k py1/p * i py1/p
(pk(al,...,ak) = (EH}‘;1 a, Yj" ) et ¢, = (Ei;xﬁ Hzlanj“ ) .

Soit (e.)ll{ une suite de nombres égaux a +1ou -1 . Soit 6 une permutation

telle que dans la suite (eo(j))i les signes + soient rangés tous avant
les signes - .

Avec les mémes notations que pour (5), on a :

k ; zl;u 2y
¥ic<k, 21 3 J— E(zlanj!ai) + (-_n-_i—J)xi .
Donc par 1'inégalité de Doob
k
(10) q);(al,...,ak) < p'cpk(al, cyay ) Ei—;-i-l-.¢;(1,...,1).
Mais par échangeabilité q:k(a cesay) = (a01’°-"’aok) et par 1'inégalité

triangulaire : qak(aol,... ok’ = :’»cpk(e61 ol""’eokack) donc par (10) :



gilal
@k(ai,noo,ak) < 3p'yk(solaoi,.ec,aokaok)+~3 _7TTﬁL_ @k(lpwvl)
silal
soit par échangeabilité < 3p'¢k(sla1,.eo,akak) + 3 mj;3§~ wk(I,uqo,l).

En reportant dans (10), on obtient finalement :

¥* 2 Zlilaji 3*
' o !
Wk(ai,.o,,ak) < 3p @k(elai,o.,,bkak) + (3p' + 1) e Wk(l,.o,,l),

En faisant la moyeune sur les choix de signes (aj), on obtient (puisque
X est de type p-Rademacher) :

Zk‘aJ %

#* k ; 1/ .
@k(al,o\v,ak) < Bpleimiaj!pNYij) P, (3p'+1) n-k Pk

(1,...,1),

ou Bp ne dépend que de X et de p.

n+1-

11 est alors facile de conclure en choisissant k::{ 5 |, en
B ¥
utilisanrt le théoreme 2 pour estimer @k(i,o,n,I), et en traitant 1'inter-
valle (k:1,. ..,n} s.milairement.
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