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XX.1

Dans [17] pour chaque p€ ]1; o[ est construit un espace Jp qui
est non réflexif et uniformément non octahédral, c'est-a-dire, en appelant

(ei)ie  une suite de variables de Bernoulli  indépendantes

3 .
oz eixi” dp(e)= A, (p)  sup ||xiH

¥ x, ;x,; x,€J
1772773 i-1 1<i<3

P

avec ¥ p € 71 ; of Kl(P) <3

Pour des raisons diverses il est intéressant de considérer au lieu de

(xl,xz,x ) des suites finies (x

= 13 xk) dans Jp et d'obtenir des informations

n
sur f]l z eixi” dP(e). Nous reproduisons pour cela la méthode de [2].
i=1

1) Définition de [[ T}

Nous dirons qu'un élément x= (x(n)) € IJ]N) (identifié a 1'ensemble
des fonctions de IN dans IR a support fini) est une somme de "bosses" si x
est un multiple d'une fonction indicatrice d'un sous-ensemble de IN.
Le nombre de bosses p(x) dans x est défini comme la moitié de la variation

de la fonction indicatrice

p(x) = zZ lx(Oﬁelx(l)—x(O)|+".+|x(n+1)—x(n)|+ e

1
2 sup |x(n)|
n€ N

si sup |x(n)| # 0

L'altitude h(x) de x est définie par h(x) = sup |x(n)| si sup|x(n)| £ 0.
n€ N

(Pour des raisons de commodité , on considerera x= (0,0,0,..,0,..) comme

somme d'un nombre nul de bosses d'altitude quelconcue).Nous définissons

(N)

maintenant sur 1R la fonctionnelle [ T] par

m
TxT P inf(.z p(xj) (

o p
£ hx,)P - (T nix,»D
J:l =1

=3 A=j+1
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ou 1'infimum porte sur les suites Xl’""xm vérifiant
m
z

=1 £

et chaque x, est une somme de p(xﬁ) bosses d'altitude h(xz).

Lemme 1 : 1°) [ xT = sup |x(i)]
i€ N

2°) T AxT ‘Kl CxT

1 ou Un est la fonction indicatrice de §1,2,".,n}

3°) U]

En effet, en remarquant que la fonction : h - (a+h)? - (b+h)P avec a=b=0
et h=0.est croissante, on voit que 1l'expression de [xfﬂp ne peut que dimi-
n

nuer si l'on retire de la représentation x = 2 x:i tous les termes véri-

fiant p(xj) = 0. =1

On peut donc supposer que p(xj) 2 1 pour tout j.

En remplagant p(xj) par 1, on obtient

m m m
Ix7 = Z h(xﬁ) = sup z lxz(n)l =  sup ‘ z xz(n)\ = sup ‘x(n)l
£=1 n€ N 4£=1 n€EN £=1 n< N

d'ou 1°) est vérifié.

2°) et 3°) sont triviaux.

2) Définition de Jp.

o - —— o ———

La norme sur Jp est définie par :

n m
HX“ = inf i z D:xkﬂ : X= 2 Xk} ¥ x¢€ ]R(N)
k=1 k=1

(voir par exemple [37] pour vérifier que c'est une norme)



XX.3

(W)

et Jp est défini comme étant le complété de R pour cette norme.
Clairement la norme de Jp vérifie
1) |lxll = sup |x(i)l
i€ N

20y |lu™]] =1

et il résulte de [4] que l'espace Jp n'est pas réflexif.

Lemme 2 : I1 existe une constante Kp telle que
d IJ]N) .
¥ X 5 e, X dans tels que [<xi] =1 pour i=1, ..,k

k 1
[ exll arte) = ke k25120 (10101720
i=1

(ou 1/p+1/p' = 1)

Pour alléger les notations nous laisserons au lecteur le soin de vérifier
a 1'aide d'arguments d'approximations convenables que 1'on peut supposer

les altitudes h(x;) des vecteurs x; rationnelles et que la valeur

m . m m
Tx. 7%= 2 pxH) (2 n™P - (= nxP)P
j=1 * £=j * L=j+1 !

est effectivement atteinte pour cette représentation.

Alors en remarquant que l'expression de [[ xiﬂ P

m . m m
Ix,7°- £ pGch 2 n6IHP - (2 nxd)P

j=1 f,:j Z:j+1
m . J
ou xi = Z xg ne change pas de valeur si l'on remplace le vecteur x.° par
j=t i, i
*i
A fois le vecteur = A€ IN ; c'est-a-dire si 1'on remplace la représen-
m .
tation x. . - z xg par la représentation

jei
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m+A-1 . . .
x, = £ x!J ou x! - xd si o<
i . i i i o
j=1
x1d o xdTM j=j +A
i i o
Jo
i_
J_ . s .
x: 0 si j=j < JO+K
my .
on voit que 1'on peut supposer que dans la représentation X, = Z xg on
j=t

a

. . j j! 1
¥ oi,i’ ¥ j,j' h(Xi) = h(xi') =X

Si 1'on remarque de plus que la valeur de l'expﬁﬁssion [ﬁin]p ne change
1 .

pas si l'on ajoute dans la représentation X, = £ xJ le vecteur nul un
j=1
certain nombre de fois au début, c'est-a-dire si 1'on remplace la repré-
m.
1 .
sentation x, = Z xg par la représentation
i j=1
m. +s
i s . 1 -
X, = & x'd ou X'" .= x'° =20
i . i i i
J=1
x!d - xJ7S pour j>s

i i

en le comptabilisant dans le calcul de E:xi] P comme un vecteur comportant

0 bosse d'altitude 1/N , on voit que 1'on peut supposer

m
1 j . .
1 =10 x.]]p == Z p(xd) [(m-3+-1)p- (m - J)p]
i N j=1 i

m . . .

ou x, = X xi ; xg est somme de p(xi) bosses d'altitude 1/N, et m ne
i

dépend pas de i. K
Posons U, = (m—j+1)p - (m—j)p et 8° - T g.xJ

J J i=1 11

Nous avons donc

Fixons j.
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k .
On peut découper IN en m. < 2( £ p(xg)) intervalles disjoints de fagon
i=j

que xg(n), i€ {1; ..; k} ; soit constant quand n décrit 1'un de ces inter-

valles et soit nul quand n n'est dans aucun de ces intervalles.

En effet, chaque xi(n), i€ {1,..,k} change de valeur exactement
2p(xg) fois.

Soient I .50e53L . ., de tels intervalles.
1,3 mj,J

) et prend des

€ , .
0 it facilement e . est ét e r {I . woe g I .
n voi acilement qu etagee su { (1,3)° Timj, i) €

valeurs comprises entre K et E, et est nul en dehors de w I, .
N N -1 A
On va réécrire ¢§e On pose
e 11 £ - .
Qja =N { Néj = al si a€ {1,..,k}
€ 1 14,..¢€
- - = < i - -
Qja = X iNéj < af si a€ {=1, .., -k}
On a a=+k e
8. = z @.a
J a=-k J
a0
a=+k
Lemme 3 : € k j
Lemme 3 : 3 Ep(s.) < I p(x))
a:"k J i:1 1
a#0
En effet, a=+k Kk a=—k
var & ¢ = var £ & + var I 8%
a=~-k a=1 a=-1 J¢
aZ0
(car varf = varf' + varf ) .
De plus, il suffit de remarquer que si
k . )
Z o (n) :-g— p€ {0, u k)

a=1



k
DI (n+1) = 3 q¢€ iO,".,k}
a N
a=1
on a
3 (n) = 1 pour O0<a<p
ja N
8% (n) = 0 pour a >p
Jja
8% (n+1) = = pour O<a<gq
jo N
8% (n+1) = 0 pour o >q
ja
dotx € € k € koo
= lé a(n)-é.a(n+1)| = | z Q.a(n) -z @.a(n+1)| =
a=1 J a=1 Y a=1 9
ce qui nous donne a=+k ] a=+k
Z  var §, - var I @°
a:"k J a:—k Ja
a0 at0
On obtient donc
a=+k e 1 a=+k
z p(e;) = 5 & var}
a=-k J a=-k
af0 afZ 0
a=+k e
= 5 var P o
a=-k J
af0
k .
-1 var £ &, xJ
2 . 11
i=1
k .
<1l = var xJ
2 . i
i=1
k .
< T pkd)
. i
i=1
a=+k e k
D'ou le résultat annoncé z Ep(s, ) = X p(x9)
a=-k i=1
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Lemme 4 : Soit k'€ {1,..,k}, si a>k' ou a<-k', on a
€ k J -k'/k
|'p (80 dP(e) = (4 T p(x]))e

En effet, soit n£€ Iﬁ,j'

On se convaincra sans peine que l'on a

m,
J .
€ < T J > &
p(Qja) 2 2 1 {=z €; xi(nﬁ) = }
D'ou mj
€ < by b J > 2
E p(§ja) 2 O P ( eixi(nﬂ) =z 3)
Mais l1l'on a
j Aa
_ x[Ze.xq(n )] —
b J ?_g: 11 ﬂ*>N
P( eixi(nz) N) P(e =e )
2A[Ze.x (n,) ]
E e A .
= he (d'apres Bienaymé-Tchebyschev)
e N
k i
ch 2Ax"(n,)
SH j £
i1 2 a
B N
e
et comme 1l'on a
U -U 2
€ re < U/2 K 2 i 2 2a
2 2A x.(nz) - ==
< l! e J N

et il suffit maintenant de minimiser cette expression en A et de remarquer

que N Z x‘}(nﬂ)2 < k pour obtenir
i=1 m 2
j ~a /k

J 2
< 2 I e
1

k'"/k

iA

k .

[4 T p(xdye”
. 1 -
i=1

E E(s° )
Ja
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Conséquences des estimations des lemmes 3 et 4.

On pose

D'ou

Si a>k!

et

€ m g
¢ = z Q'a , on a
j=t !
. m
Je2ll® = 2 = %) v,
o N j=1 Jjo J
= e p 1 a=+k m e
z oelle " = & 2 T Ep(85) U,
a=-k a=-k j:l J J
af0 af0
1 m a=+k e
S N r (Zz Ep(@.a))U
j=1 a=-k J
at0
1 m k .
s 3 £ (T p&xd) v,
j=1 i=1
<k
ou a< ~-k', on a
1/p
Ellefll = (JlleZllP apce))
m e U. 1/p
< [ 2 ([pe) ar(e)) =L g
j=1 ja N
2 m k . u. 1/p
< 4P KRR (s iy
j=1 i=1 J
2
< 41/P k'T/kp 1/p
2 ”+-l
r mllefll < 2x 41/P oK' T/ke 0

‘a‘Z’k'
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De ceci nous obtenons :

a=+

k
g |lefll = Nesll + = el
a=-k @ |a|< k' a al|l > k' @
1/p
O 15 L PR N (P
|a|<ld @ al > k'
(d'apres HHlder)
D'ou 1
a=+k a=+k 1/p 1+-= 2
e8] = kP wC z ||eClIP) T s axal/P ik PeTK'/KP
a a
a=-k a=-k
aZ0
1
a=+k 1/p 1+— 2
< k.l/p'( > El|s5]°) L ax al/P p k' /Kp
a=-k @
1+-1— 2
< (P 1P o 4l P Rk
le choix de k' = (p(1+%)k:logk)1/2 nous donne
a=+k 1/2p"
s Ellsf| = k. k2*Y2P (1ogk)
a p
a=-k
a0
Kp étant une constante qui ne dépend que de p.
Comme nous avons|| “ lla:+k 8” a=+k || 8”
£ e.x, = z & < z )
11 a=-k o a=-k @
aZ0 af0

le lemme 2 est démontré.
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Soient maintenant xl,".,xké Jp , ||x1H = e = |lxk” .

On choisit des représentations telles que

Py
k
Ix. Il = = Tx7 -
' k=1
S K —
Ensuite on les remplace par des représentations X, = z X, + X; de telle
k=1

fagon que H§:ﬂ < € ¥ i

5]
el = 5 [x7- e
k=1

1
et [x‘i‘]] = [[xli‘,]] ¥ i, i' € {1, .. ,k} ¥ k,k'€ {1,..,s}

On en déduit

s k )
Ell T ex. || = = Ell = eix.H + 3¢
i-=1 7 £=1 i=1 t
et d'apres le lemme 2
k s 1/2p! .
EIl £ ex. |l = £ x k1/2+1/2p (log k) sup[[ XQT1+ 3e
. iti P Fl
]_::1 ,@21
k 1/2p' s
Ell = ex.||] = K k1/2+1/2‘°(1ogk) T x ]+ 3¢
. ii P Rl |
1::1 1
!
< K, k1/2+1/2p(10g K) /2P qup( Hxi”— ) + 3¢
D'ou le théoreme 5
Théoreme 5 : Il existe une constante Kp tel que ¥ xl,".,xkéelp
k 1/2p!'
f|| z Sixi” dP(e) <= Kp k1/2+1/2p (log k) sup||xiH

i=1
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1

Corollaire 6 : Jp est de type p pour tout p tel que ;>% i

2p °

En effet avec les notations de [5] on voit que My tend vers O plus vite que

—/q

fait d'apres la démonstration du lemme 2) que 1'espace est de type p pour

quelque soit q tel que 1/9q>1/2+ 1/2p, et on en déduit (lemme 4, en

tout p<q.

on peut dire aussi cf [5]

Corollaire 7 : Jp est B convexe pour tout p€ J1,o[
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