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XIX.1

III.Ensembles optimaux.

Nous dirons qu'un ensemble est optimal s'il est égal a 1l'ensemble
de ses points minimaux. La proposition suivante donne une condition suffisante
tres simple pour qu'un ensemble soit optimal ; il résulte de la proposition

I.3 qu'elle est également nécessaire.

Proposition 1 : S'il existe une projection P de E sur M (c'est-a-dire une

application vérifiant p? - P), satisfaisant a
(1) lpx -m|] < |lx-ml| ¥ mE€M, ¥ x€E
l'ensemble M est optimal.
En effet, si x#M, Px # x et x n'est pas minimal par rapport a M.

Pour un ensemble M quelconque d'un espace de Banach E, nous posons
M1 = min M,...,Mk = min Mk-l’"" Nous obtenons ainsi une suite croissante
d'ensembles. Posons finalement M_ = Uu M_, et (M) = ﬁé . Nous appellerons

, k21 K
8(M) le saturé de M.

Proposition 2 : Si E est strictement convexe, 8(M) est convexe fermé.

Démonstration : %(M) est fermé par définition ; pour montrer qu'il est

convexe, il suffit de voir que M_ est convexe. Soient a,b deux points de L I

il existe un indice k pour lequel a et b sont dans M Puisque E est

K
strictement convexe, tous les points du segment [a,b] sont dans Mk+1

d'apres la proposition I.3, et donc sont dans M.
Si 1'on remarque en outre que s(AM) = As(M) ¥ A€ R, on obtient

Corollaire : Si M est un sous espace vectoriel de E, il en est de méme de

3(M).

La proposition suivante montre pourquoi nous avons introduit le saturé d'un

ensemble. Elle jouera un rodle essentiel.
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Proposition 3 : Si E est réflexif et strictement convexe, le saturé de

chaque ensemble est optimal.

Démonstration : Soit xZ8(M) ; nous allons montrer que x n'est pas minimal

par rapport a $(M).

D'aprées la proposition I.2, on peut, pour chaque k€ N, trouver

un point x minimal par rapport a M (et donc xkész), tel que

k’ k-1

ka-m” = Hx-m“ -V-mGMk__1

Choisissons un point m de M, on a pour tout k

bl < fx=n I+ lin|

et la suite (xk) est donc une suite bornée dans E. Puisque E est réflexif,

il existe une sous suite (xk ) convergente pour 6(E,E') vers un point y de E.

n

Pour tout indice n fixé et tout n = n_, on a

lIx, -mll = llx-mll ¥ meM
n n
o
et, puisque la norme est s.c.i. pour o(E,E')
”y—m” < 1lim inf ”xk -m” =< Hx—m” -V-mEMk
n = o n n

I1 en résulte que
ly-mll = llx-nll

pour tout point m de M. et donc pour tout point m de 8(M). Mais nous
savons (proposition 1) que $(M) est un convexe fermé, donc faiblement
fermé ; le point y est donc dans $(M), et y #Z x, ce qui prouve que X

n'est pas minimal par rapport a $(M).

Donnons maintenant quelques propriétés élémentaires de l'opération S.
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Tout d'abord, il est clair que si A € B, $(A) € 8(B). Il résulte des propo-
sitions précédentes que pour chaque ensemble M, 8(M) = 8(convM) . Convenons,

dans la proposition qui suit, que 1l'ensemble vide est optimal.

Proposition 4 : Toute intersection d'ensembles optimaux est optimale.

Démonstration : Soit (Ai) une famille d'ensembles optimaux et A =N Ai'
Si un point x est minimal par rapport a A, il est aussi minimal par rapport

a chaque A, donc appartient a chaque A, donc a A.

Proposition 5 : Si E est réflexif et strictement convexe, 1'adhérence de
la réunion d'une famille filtrante croissante d'ensembles optimaux est

optimale.

Démonstration : L'idée est tres voisine de celle de la proposition 3.

Soit (Ai) une famille filtrante croissante d'ensembles optimaux, et U=U Ai .
Soit xZ U. D'apres la proposition I.3, on peut, pour chaque indice i,

trouver un point X, minimal par rapport a Ai’ (et donc xiG.Ai), vérifiant
|h.—ﬂ| < ”x—m” ¥ m€ A,
i i
La suite (xi) est bornée, et, puisque E est réflexif, elle admet une sous
suite convergente vers un point y ; on en déduit que le point x n'est pas

minimal par rapport a U comme dans la démonstration de la proposition 3.

Corollaire 1 : Si (An) est une suite croissante d'ensembles, on a

s (U An) = USZAn)

En effet, d'apres la proposition précédente, U S(An) est un ensemble
optimal, qui contient donc 8(U An). Par ailleurs, on a, pour tout k,
A< 8 (U An), donc U 8 Ak) c $(U An).
Corollaire 2 : Si F est un sous espace vectoriel de E et si un ensemble

symétrique A est total dans F, 8(A) est total dans $(F).
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On a en effet F = Un conv A, et donc

$(F) = 8(Un conv A) = 8(U n conv A)
= Un S8(conv A) = U n 8(A)
Remarque : Nous ne savons pas si, pour la démonstration de la proposition 4,

les hypotheses "E réflexif et strictement convexe'" sont les meilleures
possibles. Mais nous venons au paragraphe IV que ce résultat est faux

pour 1l'espace C([0,17).

Nous avons donc ainsi obtenu un moyen d'associer a chaque sous-
ensemble M d'un espace de Banach réflexif et strictement convexe un ensemble
optimal $(M) qui le contient. Nous savons, grace a la proposition I.2, qu'il

existe une projection P de E sur $(M), satisfaisant a
Hex =ml] < |lx-mll ¥ x€E, ¥ m€ 8(M)

Cette projection n'a évidemment aucune raison d'étre linéaire en général ;
elle le sera néanmoins si M est un sous-espace vectoriel et si nous faisons

sur E une hypothese de lissité.

Dire que E est lisse signifie qu'il existe en tout point de la
sphére unité un hyperplan d'appui unique ; ceci implique la continuité
de 1'application x » §_, de E dans o(E',E), si §X désigne la forme linéaire

de norme 1 satisfaisant a §X(x) = |lxl] .

Proposition 6 : Supposons E réflexif, strictement convexe et lisse. Si F

est un sous-espace vectoriel optimal, il existe une projection linéaire

de norme 1 de E sur F.

Démonstration : D'apres la proposition I.2, nous savons qu'il existe une

projection P de E sur F satisfaisant a

(1) lex -yl < llx-yl ¥ x€E, ¥ yEF
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Pour tout point x# 0 de E, soit §x l1'unique forme linéaire de

norme 1 telle que §x(x) = ||x” . Soit n€ N. Si y€F, on a

-yl = [1IX-5l

et donc
Px X
— << —_— -
iz_ (n y) = §5_ (=-y)
n_ Y n_ Y
d'ou g8, (Px-x) =0
oY
Quand n = oo, %-y = -y en norme, et §x - §_y pour o(E',E).
P
Il en résulte que
€ (Px-x) =0
-y
Mais §_y = —Ey, et F est un sous espace vectoriel. On obtient donc
(2) g (Px) = § (x) ¥ y€EF, ¥ x€E
y y
(3) Px€F ¥ x€E

Montrons maintenant que les conditions (2) et (3) déterminent P

de fag¢on unique. Soit P; un autre point satisfaisant a 2) et 3) ; on a alors
g (P'x) = §_ (Px) ¥ y€F
y y

Posons u = Px-P'x, on a §u(u) = 0, et donc u=0, ce qui prouve
1'unicité de P.

I1 résulte de (2) et (3) que P est linéaire : si x sont deux

17%2
points de E et 11,12 deux scalaires, on a

A Pxy A Px, €F et ¥ y€F

§y(K1Px1 + K2Px2) = K1§y(Px1) + lzgy(sz) = Klgy(x1)+K2§y(x2)::KlP(x1)+x2P(x
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ce qui prouve que P(xlxl-fhzxz) = KlP(xl) + K2P(x2).

I1 est clair au vu de (1) que P est continue et que sa norme est 1,

ce qui prouve notre proposition.

Nous avons ainsi obtenu une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un sous-espace vectoriel soit 1'image d'une projection de norme 1.
Il est clair que les droites et l'espace tout entier sont des espaces
vectoriels optimaux dans n'importe quel espace de Banach.
Remarquons qu'il peut se faire que ce soient les seuls : d'apres un résultat
de F. Bohnenblust [2], on peut trouver des sous espaces de ﬂﬁ (p<®, p non
entier), ou les seules projections de norme 1 sur des sous espaces vectoriels

sont 1'identité et les projections sur des droites.

La proposition 6 sera umn outil essentiel pour la suite ; nous

allons en donner une premiere application.

I1 est clair au vu de la proposition 1 que dans un espace de
Hilbert tous les convexes fermés sont optimaux, et, en particulier, la
boule unité. La proposition suivante, qui est a rapprocher d'un résultat
de H. Fakhoury [17], montre que la réciproque est vraie. Nous y supposons

que l'espace E est un espace de Banach sur R.

Proposition 7 : Si E est réflexif, lisse et strictement convexe, de dimension

supérieure a 2, et si sa boule unité est optimale, E est isométrique a un

espace de Hilbert.
Lemme : Si E est lisse, tout demi-espace est 1'adhérence de la réunion d'une
suite croissante de boules tangentes en un méme point a 1'hyperplan qui

limite le demi-espace.

Démonstration du lemme : Soit f une forme linéaire continue de norme 1, et

soit ¥ 1'hyperplan {f::l}, A le demi espace {ffél}. Soit a le point tel
que f(a) = 1 qui est le point de contact de X et de la boule unité. Soient

B les boules ouvertes de centre 0, -a, -2a, «.,~-na, .. et de rayon

«e.B ...
1 n
1,2, we,n, ... Ces boules se déduisent les unes des autres par des homathéties
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de centre a et de rapport positif. La réunion U B_recouvre le demi espace

o >
ouvert A. En effet, soit x¢ U B n=1
n=1

Aucun point du segment [a,x] n'appartient a cette réunion, on peut donc
l'en séparer par un hyperplan. Cet hyperplan contient a, et donc est un
hyperplan d'appui en a. Mais le seul hyperplan d'appui en a est {f: 1},

donc xZ A. On en déduit que A est 1l'adhérence de la réunion des boules Bn'

Démontrons maintenant la proposition. Si la boule unité est
optimale, d'apres le lemme et la proposition 5, tout demi-espace fermé
est optimal, et donc, par intersection, tout sous espace fermé est optimal.
D'apres la proposition 6, il existe donc une projection linéaire de norme 1
de E sur chaque sous espace vectoriel fermé ; d'apres un résultat de Kakutani

[3], si dim E = 3, ceci implique que E est isométrique a un espace de Hilbert.

Remarque : La encore, nous ne savons pas si les hypothéses faites sont les
meilleures possibles ; il est clair toutefois qu'une hypothese est nécessaire :
la boule unité de ﬁ”([O,lj,dt) est optimale, car 1l'application

x = sup (inf(x,1),-1) définit une projection de L” sur sa boule unité satis-

faisant l'hypothése de la proposition 1.

Nous allons maintenant étudier la forme du saturé 8(B) de la boule
unité de 1l'espace, celui-ci étant supposé réel. La configuration de cet
ensemble dépend du nombre d'hyperplans optimaux. Pour une forme linéaire
continue f, les ensembles {f: a}, ifSEb}, ifE:c} sont optimaux en méme temps,
si E est réflexif et strictement convexe.

En effet

Lemme : Si un hyperplan est optimal, il en est de méme des demi-espaces qu'il

limite, lorsque E est réflexif et strictement convexe.

Démonstration du lemme : Soit A 1'un des demi-espaces, et x¥ A. Soit P la

projection de E sur X donnée par la proposition I.2. Elle vérifie

1px~ m|l = ||x-ml| ¥ m€EX
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Soit y€ A, on a, si m est l'intersection de [x,y] avec X,
Ipx-yll = llex-mll + llm-yll = llx-nll + [lo-yll = lIx-yll
ce qui prouve que X n'est pas minimal par rapport a A, et prouve le lemme.

Nous dirons qu'une forme linéaire f est optimale si les ensembles

{f: a} sont optimaux.
Théoreme 1 : Si E est réflexif et strictement convexe, le saturé de la
boule unité est l'intersection des bandes { lflS 1 }, pour toutes les formes

linéaires optimales de norme 1.

Démonstration : Tout d'abord il est clair au vu du lemme précédent et de

la proposition 4 que l'ensemble C =N { |f|S].}, f optimale de norme 1,
est un ensemble optimal, qui contient donc le saturé de la boule unité.

I1 nous reste donc a montrer 1l'inclusion inverse.
Notons j la jauge de $(B). C'est une fonction convexe continue
qui, si E est réflexif, est Gateaux-différentiable en tous les points d'un

ensemble G partout dense.

Lemme 1 : j est 1l'enveloppe supérieure de ses minorants affines continues

correspondant a des points de lissité.

Démonstration du lemme : En tout point d'un ensemble G dense dans E, j est

Gateaux-différentiable, ce qui signifie que si xoe'G’ on peut écrire, pour
tout vecteur e
J(x04-1e) = J(xo) + A E(XO)(e) + A e(n)

ou e(A) >0 A0 .

Puisque j est positivement homogene, 1'ensemble G est invariant

par les homothéties positives de centre O.
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En choisissant e = X, on obtient
(1+2) j(x ) = jx) + 2§ (x ) +x ()
o o (xo) o
ce qui implique §(x )(Xo) = j(xo), et
o

jlx +2re) = E(x _+Ae) + Ae(Rn)
o o

I1 en résulte que § = j sur toute la demi droite engendrée par X

Posons
p(x) = sup lg (X)I
on G (xo)

§x étant une minorante affine de j, on a, pulisque j est convexe,
0

jx) 2 E(x )(x) ¥ x€E, -\‘onG, et donc
[¢]
p(x) < j(x) = x|l

¢ est donc une semi-norme continue ; puisqu'elle cofncide avec j en tous
les points d'un ensemble dense de E, elle cofncide avec j partout.
On a donc
i(x) = sup |§(x )(x)l
xoe(} o

ce qui prouve le lemme.
Nous avons vu que G était invariant par les homothéties positives.
Nous appellerons point de lissité de %(B) les points X (avec j(xo) = 1) qui

correspondent a des directions (Kxo) en tout point desquelles j est diffé-

rentiable.

Lemme 2 : 8(B) est l'intersection des demi-espaces correspondant a des

hyperplans s'appuyant en ses points de lissité.

Démonstration du lemme 2 : Soit xZ8(B), on a j(x)>1. D'apres le lemme 1,

on peut trouver un point de lissité x _tel que §(X )(x) > 1. L'hyperplan
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{g(x y = 1} sépare donc x de $(B), car
0

- il touche 8(B) en X s

- on a toujours j(y) = §(x )(y), et donc §(x )(y) =1
si y<€8(B). © °

Achevons maintenant la démonstration du théoreéme. Soit x¥ 8(B). D'apres
le lemme 2, on peut séparer x et 8(B) par un hyperplan s'appuyant sur un point
de lissité de $(B) ; soit {€-a} a=0 cet hyperplan, on peut supposer ||§” =1
Puisque X est un point de lissité de 8(B), le demi-espace {€E<a} est 1'adhé-
rence de la réunion d'une suite croissante d'ensembles homothétiques de $(B)
dans des homothéties de centre X et de rapport positif, comme on 1'a montré
dans la démonstration de la proposition 7. Mais, puisque E est réflexif et
strictement convexe, l'adhérence de la réunion de ces ensembles est un ensem-
ble optimal, d'apreés la proposition 5. Donc 1l'ensemble {g(x y = §(x )(xo)}
eét optimal; il en est de méme donc de {§xo = %XO)(XO)}’ etodonc de0{§(xo):1}.
Mais §x (x) > §x (xo) = 1, et 1'hyperplan optimal {§(x y = 1} sépare x et B.

o o
Donc x n'appartient pas a la bande optimale { |§(x )I = 1}, ce qui acheve

la démonstration.

Corollaire : Il existe des espaces uniformément convexes, lisses, de dimen-

sion finie, ou le saturé de la boule unité est 1l'espace entier.
) p

Démonstration : Un résultat déja mentionné de F. Bohnenblust [2] implique

que dans certains sous espaces de Zﬁ aucun hyperplan n'est l-complémenté.

Il résulte alors du théoreme 1 que dans ces espaces #(B) est 1l'espace entier.

Si 1'on choisit un ensemble M constitué d'un nombre fini de points
tel que conv M D B, #(M) sera aussi l'espace entier. Ceci répond a une

question de P. Enflo.

Nous allons donner une premiére application du théoreme 1. Nous
dirons qu'une base (en) dans un espace de Banach est une base de meilleure
approximation si chaque projection o de E sur 1l'espace engendré par les

n premiers vecteurs, est une projection (linéaire) de meilleure approximation.
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Proposition 8 : Soit E un espace séparable, lisse et strictement convexe,

réflexif. Si le saturé de la boule unité ne contient pas de droites, E

admet une base de meilleure appreximation.

Démonstration : Si 8(B) ne contient pas de droites, on peut, pour chaque

point x £ E, trouver une forme linéaire optimale de norme 1, avec &(x) £ 0.
Il en résulte que l'intersection des noyaux des formes optimales de norme 1

est réduite a {0}.

Lemme : Si E est séparable, de toute famille (fi)iE I de formes linéaires
de norme 1 vérifiant N Ker fi = iO}, on peut extraire une sous famille
i€l

dénombrable possédant la méme proprieté.

Démonstration du lemme : Soit C = N { ifiifél }o I1 est équivalent de
i€l
de dire que N Ker fi = 50}, cu que C ne contient pas de droites, ou que
i€

la jauge de C, notée j, est une norme sur E. Cette norme satisfait a
jix) = ”x|l , ¥ xCE, car la boule unité est contenue dans C. Elle est définie
par j(x) = sup !fi(x)i°
i
Puisque E est séparable pour sa norme, il 1l'est encore pour j.

Soit (an) la suite dense dans E ; pour chaque n on peut trouver une

suite (fn,m)me N'telle que
. v . N
J(an) sup l*nym(an)l
m
Si 1'on pose j'(x) = sup |fn m(x)l, on obtient une jauge continue,
n,m ’

qui cofncide avec j sur un ensemble dense, donc partout. On a donc

i(x) = sup lfn,m(X)|
n,m

I1 suffit ensuite de ranger les (fn m) en une suite, notée (fk), pour ache-
)

ver Ja deéemonstration.
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N

Remarquons que l'on peut supposer la suite AN:=ﬂ ker fk stric-
k=1

tement décroissante, en éliminant tous les indices N pour lesquels

N-1 N

N ker f = N ker f
k=1 k k=1 k

Revenons a la démonstration de la proposition, et appliquons le lemme a
l'ensemble des formes optimales de norme 1. D'apres la proposition 6, il

existe des projections linéaires de norme 1, PN’ de E sur AN’ qui satisfont a

(4) 5 (PN(X)) = &

(x) ¥ x€E ¥ h_ €A
N N NN

si §h désigne la forme linéaire de norme 1 qui norme hN.
N

Notons PN,N—1 la restriction de PN a AN_1 ; elle vérifie (4) sur AN-l'

On a donc, ¥ x€E :

§h (PN,N—l . PN—1(X)) = §h (PN-l(X))
N N
Mais puisque hy € Ay_4» on a
8§, (Py_ () = § (%)

et il en résulte que

PN,N-1 o Pyog = Py

Choisissons maintenant par récurrence une suite (ek) de points de E, de
norme 1, avec

e1€kerP ..,ekEA 1f"lkerP

17 k- k

Si (ai) est une ;suite de scalaires telle que Z @, e, converge,

on a, pour tout k :
(e}

o]
I 2oy epll = 12 o el
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- si i>Kk, e, € Ak’ et donc Pkei = e,
- si i=k, Pkei = Pk,k—l o e o Pi+1,i o Piei =0
et donc, ¥ k€ N -~
I 2 el s I ol
et donc .
I|(I-—nk) £ ae.l = |z aiei”
i=1 1

ce qui signifie que I-vnk est de norme 1.

Lemme : Si I - P est de norme 1, P est de meilleure approximation.
On a en effet, si Pm = m
lpx-xl| = [[a-P&x-ml = [lx-nll

I1 nous reste a montrer que (ei) est une base. Soit x€E. On a,

puisque e1€ ker P pour un scalaire Xl

17

Réitérant 1'opération, on obtient pour tout n

X = ?\1e1 e+ xnen + Pn(x)
Puisque E est réflexif, la suite Pn(x) admet une sous suite convergeant

faiblement vers un point y. Si N0 est fixé, pour tout nE:NO, An C A, et

N
o

donc y € Ay puisque A, est un convexe fermé. Donc y = 0. La suite (Pn(x)),
o

N
o

par le méme raisonnement, ne peut avoir d'autre sous suite convergente, et

donc converge faiblement vers x, et l'espace vectoriel engendré par les (e.)
i

est faiblement dense dans E, et donc dense dans E. Ceci acheve la démons-

tration de notre proposition.
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Nous avons donc, dans quelques cas, montré a quelles propriétés de E corres-
pondait une hypothese sur le saturé de sa boule unité. Une question non réso-
lue est la suivante : quand $(B) est-il borné ? La proposition suivante montre
que c'est a cette question que se ramene le probleme ‘'quand #(K) est-il

borné pour chaque compact K ',

Proposition 10 : Soit E réflexif et strictement convexe. Si tout compact

a un saturé borné, le saturé de la boule unité est borné.

Lemme : Si pour tout compact K de la boule unité $(K) est borné, il existe

une constante A telle que $(K) C AB.

Démonstration du lemme : Supposons la conclusion fausse : soit (Kn) une

suite de compacts de la boule unité, avec @ (ﬁ(Kn)) > 4™ (on note (M) le
diamétre d'un ensemble). L'ensemble U 2_nKn est compact, mais le diametre

de son saturé est infini, ce qui contredit 1'hypothese, et prouve le lemme.
Pour démontrer la proposition, il suffit maintenant de choisir une
famille filtrante croissante de compacts dont la réunion est dense dans la

boule unité.

Pour terminer ce paragraphe, nous allons envisager la question de

la séparabilité du saturé d'un ensemble.

Proposition i1 : Soit E un espace réflexif et strictement convexe. Si F est

un sous-espace séparable de E, le saturé de F est séparable.

Démonstration : Si F est séparable, sa boule unité C l'est aussi. Si (en)
e
est la suite dense dans C, i 7? , n€N } est un compact K total dans F ;

on peut supposer ce compact symétrique. On a donc F = U n conv K, et donc,

d'aprés la proposition 5 (corollaire 2), $(F) = U n 8(K).

Pour montrer que $(F) est séparable, il suffit de montrer qu'il
1'est pour o(E,E'), et, pour cela, il suffit de montrer que min K est sépa-

rable. Cela réesultera du lemme suivant
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Lemme : Si K est un compact de E, min K est séparable pour o(E,E').

Démonstration du lemme : Si K est un compact, 1'ensemble des probabilités

sur K est un compact séparable pour la topologie étroite. Il résulte de la
proposition II.1 que 1l'ensemble des points minimaux de K est un compact

séparable pour o(E,E').

Nous allons maintenant examiner quelques exemples et donner

quelques applications.

IV.Exemples et applications.

1) Cas des espaces C(X), X compact.

Soit X un compact et M un sous espace vectoriel de C(X).
On dit qu'un point x de X est point-pic pour M s'il existe une fonction m_

de M qui atteigne le maximum de sa valeur absolue au point x et en lui seul
ImX(y)| < |mx(x)| ¥y #x

Cette fonction s'appellera fonction pic de x ; on notera (M) 1l'ensemble des

points pics de M.

Proposition 1 : Si l'ensemble P(M) est dense dans X, on a

min M = C(X)
Nous aurons besoin d'un lemme

Lemme : Si M est un sous espace vectoriel de C(X) et si deux fonctions f et
de C(X) vérifient
lt-mll = llg-mll ¥ m€M

alors f et g cofncident sur P(M).
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Démonstration du lemme : Soit x€#(M). Puisque M est un sous espace vecto-

riel, on peut trouver une fonction mx€ M telle que
mx(x) > |mx(y)! ¥y £x
Soit C un nombre complexe de module 1, et soit n€ N .

On a
I|§-+Gm|l s || £ oull ¥ mEM

Soit By la mesure sur X, de norme 1, vérifiant

p B omy = |[ £ ol
On a
b Evom| < p (& . om
et donc
Re p_(£.:0m) < Re p_ (& om)
d'ou

Re p (f) < Re T3 (1)

L'ensemble des mesures de norme au plus égale a 1 étant vaguement compact,
il existe une sous suite des MH,s encore notée Hoo qui converge vers une

mesure g, et on a llp” < 1. Par ailleurs

p(Cm) = 1im  p_(Cm)

n = ce

=1lim pn(§~+0m)

n - e
car lpn(§~rom) - pn(om)l = % Iun(g)l = % sup Igl >0

et donc

pm) = 1im ||E.oml] = [[om]]

n — e
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Mais si 1'on choisit pour m la fonction pic en x, m_, on en déduit que la
seule mesure de norme 1 telle que p(mx) = ||mx” est la masse de Dirac
au point x. Par conséquent, la seule mesure telle que p(Cm) = IlOm” est

5-6x. On en déduit qu'une sous-suite de p, converge vaguement vers G 6x.

I1 résulte alors de (1) que pour tout nombre complexe O de module 1,
Re & f(x) < Re O g(x)
Changeant O en -O, on en déduit
Re O f(x) = Re O g(x) ,
et ceci implique f(x) = g(x), et termine la démonstration du lemme.
Montrons maintenant la proposition : soit g une fonction de C(X)
et soit f avec

Hf—ﬂl = “g-m” ¥m€EM

On a f=g sur P(M) d'apres le lemme, et donc partout si P(M) est dense

dans X, et g est minimal.

Proposition 2 : Dans C([0,1]), 1'adhérence d'une réunion croissante d'en-

sembles optimaux peut n'étre pas optimale.

dans
Démonstration : Considéroné%3([0,1]) l'ensemble M = {f,|f(t)] < t}. Cet

ensemble est optimal, car la projection

P : f = max (min (f(t),t), -t)
satisfait a ||pf-m| = ||f-m|]]| ¥ mem
L'ensemble H = U n M est 1'hyperplan des fonctions nulles a l'origine, qui

n'est pas optimal. En effet, soit g€ H (c'est-a-dire g(0) # 0), et soit f
vérifiant
Nt -nll = llg-mll ¥ m€H
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Alors, d'aprés le lemme de la proposition précédente, f=g sur P(H) = ]0,1],
et donc f=g partout, ce qui prouve qu'une fonctions quelconque hors de H

est minimale, et min H = C([0,1]).

—————— ———— T - - - - . A - . R on = o - - —— - o ———

Proposition : Dans Lp([O,lj,dt), l<p<ow, p£2, le saturé de la boule

unité est 1'espace entier.

Démonstration : Au vu du théoreme III.1, il nous suffit de montrer que

dans Lp, aucun hyperplan n'est optimal, et, pour cela, d'apres la propo-
sition III.6, il suffit de voir qu'aucun hyperplan n'est l-complémenté.
Mais nous avons vu que si P est une projection linéaire de norme 1, I-P
est une projection linéaire de meilleure approximation sur ker P. Pour
établir la proposition, il nous suffira donc de montrer que la projection

de meilleure approximation sur une droite n'est jamais linéaire si p# 2.

Soit fo une fonction quelconque de Lp; on peut trouver trois ensembles A, B

et C, disjoints, avec A UB U C = [0,1] et
P ) P gt - P
j"A l£()|P at = Jl;lfo(tﬂ dt = ‘]"leo(t)l dt

Soit D la droite {Kfo,k,éiR }. Soit x€E. La projection de meilleure approxi-

mation de x sur D est définie par

lIx-px|| = |x-yll ¥y €D
On a donc Px=1A f, ou A, est défini par
Hx-2 £ | - inf ||x-af ||
0 0 P X€ER S R
Choisissons x1 = f sur A, = O sur Bet C, x_ = 2 sur A et C, = f sur B.
o 2 o

La valeur xi réalise le minimum de

P P P
fA Ixfo(t)-fo(t)l dt + J;B\M‘O(t)l at + J"Cleo(t)l at
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et donc le minimum de |K-—1|p + 2lxlp.

On a donc
1
1 1+’21/p-1

1

De la méme fagon, on obtient 7\.2 -1753 .

La fonction x1+ X, vaut fo sur A et B, O sur C. Le nombre A définissant sa

projection réalise donc le minimum de

2la-1fP & |a]P

21/p—1

on obtient 7\, = T
1., 21/p-1

A seulement si 21/p—1

I

Or on a 11+12 = 2, soit p=2, ce qui prouve notre

proposition.

Remarquons toutefois que Lp([O,l],dt) admet une norme équivalente pour
laquelle le saturé de la boule unité ne contient pas de droites. En effet,
si 1<p<o, le systeme de Haar (hn) est une base inconditionnelle de Lp, et

la norme

Ix| = (Iasug <, |z a a. hn” i

si x=2 a, hn , est équivalente a la norme usuelle de L. Le systéme de
Haar est une base monotone inconditionnelle dans LP muni de cette nouvelle
norme. Il est facile de voir que l'ensemble des points dans les coordonnées
sont toutes inférieures a i est un ensemble optimal qui ne contient pas de

droites.
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