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La notion de "point minimal par rapport à un ensemble" nous a

initialement été suggérée par P. Enflo. Une première étude de cette notion

a conduit à la publication de El] ; d’autres résultats ont ensuite été

obtenus en collaboration avec B. Maurey et feront l’objet d’un article

ultérieur. Les deux exposés que nous allons maintenant développer contien-

nent, pour l’essentiel, les résultats de ces deux sources.

I. Définition et premières propriétés.

Soit E un espace de Banach, et soit M un sous ensemble de E. Nous

dirons qu’un point x de E est minimal par rapport à M si la condition

implique y = x.

Nous noterons min M l’ensemble des points minimaux de M. Il est

clair que M C: min M, et même que M C: min M, mais cette inclusion est stricte

en g énéral : on vérifie en effet aisément que dans 1 1 l’origine est minimale
par rapport à l’ensemble des trois premiers vecteurs de la base canonique.

Il est clair également que si min À M = ~, min M, et que si

M 1 c M2, y min min M2. Remarquons également que si M est dense dans M2,
min M1 = min M2* En effet, soit x un point qui n’est pas minimal par rapport

à M . On peut alors, par définition, trouver y i x avec 11Y - mll llx - mjj y1

pour tout m de M et donc aussi pour tout m de M2, y et donc x n’est pas mini-

mal par rapport à M2*

Un résultat très simple qui se révèlera utile est le suivant :

Proposition 1 : Si M est borné, il en est de même de min M.

Démonstration : Plus précisément, nous allons démontrer que si M est contenu

dans une boule de rayon a, min M est contenu dans une boule de même centre

et de rayon 2a. Il suffit de supposer la boule centrée en 0.
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Soit x 0 un point de E avec iix 0 Il = a. Pour mE M, posons f m (t) - Iltx - o m)) . ·

C’est une fonction convexe de t qui vérifie

et donc, +

ce qui prouve qu’un point de norme supérieure à 2a ne peut être minimal.

Nous allons maintenant établir un premier résultat de projection

sur les points minimaux :

Proposition 2 : Supposons que E soit strictement convexe et 1-complémenté
dans E". Soit M un sous-ensemble de E. Pour tout point z de E, on peut

trouver un point z’, , minimal par rapport à M, et vérifiant

(Rappelons que E est strictement convexe si, lorsque x et y ne sont pas

colinéaires, j)x+y)j  lixll + I I y I) . E est dit 1-complémenté dans E" s’il

existe une projection linéaire de E" sur E, de norme 1 ; y c’est le cas

en particulier si E est réflexif ou si E est un dual.)

Démonstration : Pour chaque point z de E, considérons la fonction

et munissons l’ensemble de ces fonctions de l’ordre usuel :

Muni de cet ordre, y l’ensemble de ces fonctions est inductif : si

f est une famille totalement ordonnée :
z.
1
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et les points (z.) forment donc un ensemble borné de E ; il en résulte
1

qu’il existe un point adhérent z" aux (z.) pour la topologie 6(E",E’)o
1

Puisque la norme de E" est semi-continue inférieurement pour cette topologie,

on a

Si P désigne la projection de E’° sur E, on a :

et f Pz "est donc le minorant cherchée

D’après l’axiome de Zorn, il existe donc des éléments minimaux :

si z est donné, on peut trouver z’ tel que f , soit minimale pour l’ordre
z

et vérifie f , 1 :5 f . On a donc iizt - m Il  ÎÎz - m Il y- m M.
z z 

Pour montrer que z’ est minimal par rapport à M, nous utiliserons le lemme

suivant, dont la démonstration est immédiate :

Lemme : Si E est strictement convexe et si a et b sont deux points distincts,

Supposons que z’ ne soit pas minimal : on pourrait alors trouver

Comme f , est minimale pour l’ordre, on a nécessairement
z

et donc
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ce qui contredit le fait que f , était minimale pour l’ordre, et prouve
z

notre proposition.

Remarque : L’hypothèse "E strictement convexe" est rendue nécessaire par le
fait que nous n’admettons un point pour minimal que s’il n’existe pas d’autres

points situés à la même distance que lui de tous les points de M. On pourrait

adopter une autre définition, en disant que x est minimal large si fx est
minimale pour l’ôrdre ; ces deux définitions cotncident si E est strictement

convexe, mais celle que nous avons choisie se révèlera plus commode par la

suite. La proposition suivante fera mieux comprendre à quoi correspond l’hypo-
thèse de stricte convexité :

Proposition 3 : E est strictement convexe si et seulement si, pour tout

couple (ml,m2) de points de E, les points du segment [m l’m2] sont minimaux
pour l’ensemble M = 

Démonstration : Si E est strictement convexe, il est évident qu’un déplace-
ment d’un point d’un segment hors de ce segment augmente la somme des dis-

tances aux extrémités, et donc l’une de ces distances.

Inversement, supposons que pour tout couple (ml,m2) les points

du segment soient minimaux pour M = Soient a,b deux vec-

teurs non colinéaires, et choisissons m1 0, m = a+b. Si Il ail ou ÎÎbÎ)
est supérieur à y on a lla+bll  . Supposons donc j)a))
et Il b Il inférieurs à . Soit x le point du segment [ml’ m2] de norme
llall ; x est minimal, et, puisque lixli _ ))aj) y on a &#x3E; .

Donc il a)) + Il b Il &#x3E; Il a+b Il , et E est strictement convexe.

Si E n’est pas strictement convexe, il peut se faire que l’ensemble

des points minimaux d’un couple de points soit réduit à ces points : c’est le

cas, dans ~2 , y des deux points (1,0) et (-1,0).

Pour un ensemble de trois points, les points minimaux ne sont pas

contenus en général dans l’enveloppe convexe des trois points, même si E est

uniformément convexe. En ef f et, dans Îp des points3



XVIII.5

minimaux par rapport aux trois vecteurs de la base canonique est la portion

de surface d’équation

limitée par les segments joignant les trois points.

Nous donnerons plus tard quelques exemples de calcul explicite des

points minimaux dans des cas particuliers. Nous allons maintenant passer

à la détermination des points minimaux des ensembles compacts.

II. Points minimaux des ensembles compacts.

Nous supposerons dans tout ce paragraphe l’ensemble M compact.

Le théorème essentiel est le suivant :

Théorème 1 : Soit M un compact de Eo Si x est minimal pour M, il existe

une probabilité p portée par M telle que l’application

atteigne son minimum au point x.

La démonstration utilisera un lemme :

Lemme : Soit A un sous-ensemble de 0(M) possédant la propriété suivante :

Pour toute suite finie ai de scalaires positifs de somme 1, pour

(P) toute suite finie (gi) d’éléments de A, on peut trouver un élément
1

g de A avec g a.g..
i 1
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Alors, si f est un élément de A minimal pour l’ordre induit par C(M) (c’est-

à-dire si f’ f f’ - f ) , il existe une probabilité g portée par M telle

que

Démonstration du lemme : Soit f une fonction de A minimale pour l’ordre.

Posons X = conv iA - f}. D’après (), pour tout élément de X, Ea igi - f , y
1 1

on peut trouver g dans A tel que Mais g - f a un maximum
i 1

positif ou nul. L’ensemble X est donc disjoint du cône ouvert des fonctions

dont le maximum est strictement négatif. On peut donc trouver une probabilité

Jl telle que p(g - f) ~ 0 -V- g E A, ce qui prouve le lemme.

Démontrons maintenant le théorème : prenons pour A l’ensemble

des fonctions f (m) = Ix - ~ xÉEo La propriété (P) est satisfaite,

car Sa. Ilx. - mll - 
i i 1 1

D’autre part, il est évident que si x est minimal, f x est minimale pour l’ordre
Il existe donc, d’après le lemme, une probabilité p telle 

ce qui prouve le théorème.

Nous plaçant toujours dans le cas où M est compact, nous allons

étudier la réciproque :

Théorème 2 : Si E est réflexif ou si E’ est séparable et E 1-complémenté
dans E", pour toute probabilité p portée par M, l’application (p atteint son
minimum. Si de plus E est strictement convexe, ce minimum est atteint en un

point unique et ce point est minimal.

Démonstration : Il est clair que si E est réflexif (p est inf-compacte
pour (c’est-à-dire que les ensembles ly Jl ~ ~,~ sont compacts,

pour tout 7~ ~ 0) et donc (p atteint son minimum.
Si E’ est séparable, j P définie sur E", est smc.i0 ® pour 6(E’~, E’ ) . En effet,

les boules de E" sont métrisables pour 6(E",E’) ; il suffit donc de montrer

que si x pour o(E", E’), lim inf j (xn) (x) 0 Mais ceci résulte du



XVIII.7

fait que la norme est s.coi. pour c(E",El) et du lemme de Fatou. Donc Jl
atteint son minimum en un point x" de E". Si P est la projection de E"

sur E, il est clair que j (x") et donc y P (Px") = (p (x") .

Supposons le minimum de y 
il 

atteint en deux points dis-

tincts xi et x2 de E 0 

et d’après un lemme déjà utilisé :

d’où en intégrant :

ce qui prouve l’unicité du minimum.

Soit enfin x le point atteint son minimum. S’il n’était pas

minimal, on pourrait trouver un autre point y, y avec llx - mll 
et donc (y) (x), et le minimum ne serait pas unique.

Dans le cas où les hypothèses du théorème 2 sont satisfaite, nous

notons le point où (p prend son minimum. Nous allons maintenant étudier
la continuité de l’application p --&#x3E; x(p). Nous nous bornerons pour simplifier

au cas où E est réflexif et strictement convexe.

Proposition 1 :
Si E est réflexif et strictement convexe, l’application p - x(p) est

continue de l’ensemble des probabilités portées par M (muni de la topologie

de la convergence étroite) dans E muni de 6(E,E’).
La démonstration utilise un lemme :
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Lemme : Soit ( ) une suite de probabilités convergeant étroitement vers
n

une probabilité &#x26; Si x = x(p ) converge faiblement vers un point x , on
o n n 0

a x = x( ) .
o 0

Démonstration du lemme : Il suffit de montrer que pour tout point z de E,

On sait que :

Mais la norme est semi-continue inférieurement pour c(E,El), et par conséquent

Par conséquent, pour tout e &#x3E; 0, on peut trouver un entier N(m) tel que dès

que n &#x3E; N(m) , on ait

L’ensemble des m tels que  e est ouvert ;
o o

puisque M est compact, on peut trouver un entier N tel que dès que n &#x3E; N,

on ait, pour tout point m de M :

Il en résulte que si n &#x3E; N
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et donc

Et puisque ces inégalités sont vraies pour le lemme est établi.

Montrons maintenant la proposition. On sait que l’ensemble des

probabilités sur M est un compact métrisable pour la topologie étroite.

Soit (gn) une suite de probabilités convergeant vers go, , et soit 
n o n n

Puisque M est borné, min M est borné (proposition I.1), et puisque E est

réflexif, d’après le théorème de Smullian, il existe une sous-suite (x )
k

des (x ) qui converge faiblement vers un point x , y et x = x(t0) d’après
n o o o

le lemme . On se restreint maintenant à l’espace engendré par la suite (x ) :
n

il est séparable et réflexi f, donc les boules sont métrisables pour la topologie

faible, et par conséquent, la suite (xn), qui, d’après le lemme, ne peut avoir

d’autre point d’accumulation, est convergente.

Corollaire : Si E est réflexif et strictement convexe, et si M est compact,

min M est faiblement compact (et donc fermé).

Nous allons voir maintenant que si E est uniformément

convexe, ce résultat peut être amélioré.

Théorème 3 : Si E est uniformément convexe et M compact, min M

est compact.

Démonst rat i on : Rappelons que si E est uniformément convexe,

on peut trouver une fonction 6(e)y 6&#x3E;0 si c&#x3E;0,

telle que :

-V- x,y E E, la condition jjx-yjj &#x3E;_ e sup( Il x Il, implique
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(pour cette caractérisation de l’uniforme convexité, nous renvoyons par

exemple à [2] p ).

Pour simplifier les calculs, nous supposerons M inclus dans la boule

unité.

Lemme : Si ii est une probabilité portée par M, et si on a, pour

tout point z de norme inférieure à 2 :

Démonstration du lemme : Posons

et donc

Par ailleurs,

et donc

On en déduit :

Mais on sait que

Il en résulte que

ce qui prouve le lemme.
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Démontrons maintenant le théorème.Munissons l’ensemble

XÉE) de la topologie de la convergence uniforme sur M.
x

L’application x.° fx est continue. Par ailleurs, si on la restreint à min M,

on déduit du lemme :

ce qui prouve que l’application inverse est continue ; on a ainsi obtenu

un homéomorphisme de l’ensemble des points minimaux de M sur l’ensemble

des fonctions f , x E min M. Comme ce dernier ensemble est relativement
x

compact, il en est de même du premier, qui est donc compact au vu du résul-

tat précédent.

Une autre application du lemme que nous venons d’établir sera la

suivante :

Proposition 2 : Soit E un espace de Banach uniformément convexe et soit M

un compact de E. Soit e &#x3E; 0, et soit 1.1 une nouvelle norme strictement

convexe sur E, satisfaisant à

Pour chaque probabilité p sur M, considérons l’application

et notons le point où elle prend son minimum.

On a alors : 
Il Il

(où est le diamètre de la plus petite boule centrée en 0 contenant M).

Démonstration : On sait, d’après le lemme, que
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On 

et donc :

On aura donc

dès que

et donc a fortiori dès que

ou

Le minimum de xy 
il 

sera donc atteint pour un point z avec

et puisqu’on a par ailleurs

la proposition est démontrée. 
’

Nous allons donner une autre application du théorème 3 :

Proposition 3 : Dans un espace de Banach uniformément convexe E, soit K un

compact et (T ) une suite d’opérateurs de norme 1 de E dans lui-même.
n

Si (T ) converge vers l’identité sur K, (T ) converge vers l’identité
n n

sur min K.
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Démonstration : Si xëmin K, il existe une probabilité g sur K pour la-

quelle, ¥- z É E,

On en déduit

Or on a

et donc

d’ou

et ces quantités tendent vers 0 lorsque n - ce qui prouve la proposition.

Nous avons ainsi démontré quelques propriétés topologiques des

points minimaux d’un ensemble compact. Les propriétés géométriques nous

sont moins bien connues : par exemple, nous ne savons pas si min M est

convexe lorsque M l’est (signalons cependant que l’on démontre facilement

que si xE min M et si m ~ M, tous les points du segment [x,m] appartiennent
à min M). Nous allons voir qu’en réitérant l’opération "min", ces difficultés

disparaissent et l’on obtient des propriétés géométriques assez remarquables.
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