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XVv.1

Notations. Soient E un espace de Banach réflexif, (Q,Q,P) un espace de
probabilité, (Oi)i€ W une suite croissante de sous tribus de G, p€ 11,27,
g€ 2,%[, £>0. Soit (Xi)iE N une suite adaptée (aux Gi) de v.a. intégrables

a valeurs dans E. On pose AX, = X - X., dX. E(AX, I a.).
i+ i i i+l i

1 i+l

Définitions. 1) E est p-lisse si on a

(1) 3k<o ¥ x, y€E 2(llxeyll®+ llx=ylI® = lIxlIP+ k [IyIP

2) E est g-convexe si on a

(2) 3 k>0 ¥ x,y€E %( Ixey [+ [x-y I

v

=1+ Iyl

3) (xi)iE N €St dans d(e,-) si on a
¥ i€N HeXi-dXi” > ”in”

4) (Xi)i est dans d(e,+) si on a

€N

~

¥ienN ||(1+e)x,+ ax. || = || (1+e)x. ||
1 1 1

Exemples : a) Une martingale est dans d(e,-) et d(e,+) pour tout ¢
Une surmartingale positive (resp. Sousmartingale positive) est dans d(e,-)

(resp. d(e,+)) pour tout e.

b) Plus généralement soit (Mi)i une martingale a valeurs

€N

dans E, (A.). une suite prévisible de v.a. réelles (A, €0, ¥i€N
i’i€ N i i-1

a_,= Qo) et Xi = AiMi' Alors (Xi)iE I\].est dans d(e,-) (resp. d(e,+)) si
et seulement si (Ai)iE N dans d(e,-) (resp. d(e,+)). C'est le cas en parti-

culier si (Ai)iE Nest positive décroissante (resp. positive croissante).

c) Enfin soit (yj)j€ p une suite monotone (au sens des es-
paces de Banach) d'éléments de E, (tj)j ¢ gy une suite de réels et
i
X, = jfl tjyj (v.a. certaine). Alors (Xi)ielN est dans d(e,-) et d(e,+)

pour tout €.
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Proposition 1 : Soit E un espace de Banach p-lisse (resp. g-convexe), € >0

et (Xi)iE § une suite adaptée dev. a.a valeurs dans E. On supoose que (Xi)iE N

est dans d(e,-) (resp. d(e,+)). Alors il existe K€<:“’ (resp. k£:>0) ne dé-
pendant que de € et de E tel qu'on ait :
. p p p
vien  mdlx, NP Tap = lIxI®«x_ edlax, [IIP] a)

. a q a
(resp. ¥ i€ N E(|Ix, 1% | ap = lIx 1T« x_ecllox, N%] o0

Démonstration : 0) Comme le résultat ne fait jouer que deux indices

on peut se contenter de prendre i=0, i+l1=1. De plus soit A€ 00 si (Xo’xl)
est dans d(e,-) (resp. d(e,+)) il en est de méme de (XO1A,X11A). I1 suffit

donc de montrer qu'on a :
p p p
ECx 1P = eCllx [P «x_llax, [IP)

(resp. ECIx I = BClx 1% + x_llax |1

1
l+e

€
1+e °

P(r_= —-l) =
€ €

On note T, une v.a. telle que P(18:1) =
1) Soit E p-lisse et (Xo’xl) dans d(e,-)

a) Soit (x('),xi) dans d(1,-), on integre (1) avec x=X! , y=0X].
On obtient

LeCIx NP < lxy - axi 1Py < wClx 1P+ x llax; 1P

Or
EC|Ixi-ox; 1Py = eCllx;-axi [Py = edlx:|I®)

Donc
(1) ECx3 1Py = eClx 1P+ 2k [lax; |IP) .

b) Soit x,y des éléments de E. On applique (1') a la martingale

| - | - . 3
Xo_.x, Xl_.x+ Ty - On obtient

i leyllP e x-ZIPs llxllP ekl 12 llylP
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On integre (1") avec x::Xo, y=2.X,. On obtient

1"

ax
T Po = —Lye P P P
E(1+e ”X1” T Tre ”xo- € H ) = E( ”XOH + 2K ”Te”p ”AXIH )

Or

1 o |0 P
BClIx -—1" = eCllx_-—==1" = ©eCllx_[I"

Donc

el 1P < BClx I+ akcieer Tl I flax, 1P

2) Soit E g-convexe et (Xo,Xl) dans d(e,+)

a) Soit (X',X!) dans d(1,+)
o’ 1

AX:'l L\Xi
On integre (2) avec x=X'+ , Y=—=— . On obtient
o 2 2
AX !
Leclxg e Ixi % = eCllxy e 2119+ k2™ [loxy |9
or AX} dx
ECIx, + =11 = eClx; + 21D = eCllx: 1%
Donc

20 EBCIx D = eClxe )19 2t flax; 19)

b) Soit x,y des éléments de E. On applique (2') a la martingale
Xé::x’ Xi::x-rfey. On obtient
1
l+e

(2")

I R e R A (F A (N [ (P

AX1 e AX
l+e y= 1+¢

On integre (2") avec x=X_ + . On obtient

AX

1%, 19 = BClx, « 2 119+ 2" g2 e 19 Tlax, 119

€
l+e

1 q
B hx 1%+
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Or A

X1 dXo
Bl 211D = eCllx, 211D = BClIx 1)

Donc
ol 1% 2 BClIx 1% (2020170 cSiclle 13 [fox, %)

Corollaire : Soit E un espace de Banach p-lisse (resp. g-convexe), € >0
et (Xi)ie N une suite adaptée de v.a. a valeurs dans E. On suppose que

(X.). est dans d(e,-) (resp. d(eg,+)). On note alors
i’i €N

i 1/p

sx, = CllxIP+x_ = [lax |IP)

pi 0 e . J
j=1
i 1/q

_ q q
(resp. Squ = (llXOH + kg j§1||AXjH ) )
Alors (SpXi)p - HXi“p (resp. ||Xi”q'— (Squ)q) est une sous martingale

nulle pour i=0.

: A < ) ; .
Remarque : Supposons || Xi+1” Wi ¥ i€ N ou (Wi)i€ Nest une suite
adaptée de v.a. positives. Gardant les notations du corollaire, on a pour

tout i€ N

P <« P P q < q q
(pri+1) = (pri) +K€wi (resp. (qui+1) < (sqxi) 4—k€Wi)

lx, 1P < 227 NP e why (respe Ix, 1% 297 e 119 W)

Le lemme suivant adapte a un cas plus général une idée de [1] :

Lemme : Soit (Ai)ie N (Bi)ie N (Vi)iG deeS suites adaptées de v.a.
réelles, a€ R et & une fonction de Young (c'est-a-dire [0, - [0,o[

continue, croissante , nulle en 0).

On suppose qu'on a : AiZO, BiZO, ViZO ¥i€N
(Bi— Ai)i€ N €St une sous martingale
A =a8B
o o
A, ,<a(A.+V.) , B, . <a(B.+V.) ¥i€N
i+l i i i+l i i
8 (x)
gr 2y

- r
X
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*

* *
On pose A = sup Ai , B sup Bi’ V = sup Vi
i i i

On a alors
*
Es (A = ¢ [E ¢ (V )+o(B*)]

(ou ¢ ne dépend que de a et r).

Démonstration : On pose p= inf {i I Ai>1}, v = inf {i | A, >B}
i

O:infii | Bi\/Vi > &8} avec P>1 et O< 6<%- 1

1) On a AvAo_ApA0>B—a(6+1) sur fv<00,0:00}
en effet, on a Av/\c = Av > B
i = A = < i
Par ailleurs Ap/\cs u a(Ap_1+Vp_1) a(6+1) si p>0

= A =aB = ab si p=0

o o
-B <2
2) On a BV/\G LA G ad 1§p<°°}
ffet B -B < < .
en etiet, YAC HLAC a(B(vAG)—1+V(vA0)—1) 2ad si yA0>0
Par ailleurs , comme P >1 entraine p<¢, on a B = B des que

YAOC Ao
$A0 = 0 ou p=0o, :

3) On en déduit successivement

Ply<oo=o) SP(A (<A > B-al6i1)
1
= B-a(6+1) E(A\\) O—Ap 0)
) A
= B-a(d+1) E(Bv G-Bp 0)

(car (Bi - Ai)i ¢  ©St une sous martingale et yAG = pAOG)

2ab

= Fatey P (ke
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4) On trouve donc

P(A*>B) = P(B*VV*> &) + P(y <, = )

2ad

%
FralorD) P(A">1)

< P(B*v v*> &) +

On écrit cette inégalité pour £ ,

Vv .o R
x Y et on integre par rapport a d¢ ().

>|

On obtient *

»*%
A B VYV
E8 ( Tr) < E% ( 5

*

) 2ad

*
* B-a(6+1) Ee (A1)

8 (x) X 1
or --;—r—\/ = Q(B) ZEQ(X) (car B>1)

Le résulat est démontré si on a choisi & assez petit pour que

2ad . L
ﬁ-a16+1) Br
Proposition 2 : Soit E un espace de Banach p-lisse (resp. g-convexe) &3>0,

(X.)., . une suite adaptée de v.a. a valeurs dans E, (W,), une suite
i’i€ N i’i

€N
adaptée de v.a. positives et ¢ une fonction de Young a croissance modérée

(c'est-a-dire J r 21%1'& )
X

* *
On pose X = sup]lx.” , W =sup W,, S X=sup S X, (resp. S X=sup S X.).
it i P 4 P11 @ 5 a9t

. < . .
a) Si on a IIAX1+1H < wi ¥ i€ N et si (Xi)ie DJest dans d(e,-) (resp.
d(e,+)), alors on a

*. *
E¢ (X ) = ¢y E[¢(W ) + Q(SPX)]
*. *
(resp. E@(SqX) < c2E[¢(W )+ &8(X )T
b) Si (Xi)iE l\].est une martingale et si & est convexe, alors on a
3

B8 (X7 < ¢ B8 (3 X)

E8 (X))

<<
(resp. E@(SqX) S e,
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Les constantes cl, 02, c3, c4 ne dépendant que de E, r et p (resp. q).

Démonstration : a) C'est une simple application du lemme avec
A, = |Ix. )P, B.=(sx)P , v, =wP
i i i pi i i

~ q _ q - wa
(resp. A, = (qui) , B, = leill , Vo= W)
b) La décomposition de Davis de la martingale (xi)iE N

permet de ramener b) a a) et au lemme de convexité de Burkholder-Davis-

gundy. On renvoie a [1] et [27.

[1] D.L. Burkholder : Annals of Probability 1973 wvol. 1 n®1 19-42.

[2] Adriano M. Garsia : Annals of Probability 1973 vol. 1 n®1  171-174.



