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VI bis.1

Soit un espace mesuré quelconque ( t- est une mesure positive) et

soit une l’onction p : : L0,~f. X fl ---~ ~U, ~L , yT (-t, - ) étant mesurable

sur -’1... pour tout t &#x3E;, 0 et i ( ., -J ) : : ---~. R... étant, pour tout W é 

croissante, y continue à gauche, nulle et continue en 0, non identiquement nulle.

Si G est un espace de Banach, on pose

où les X : CI --~· G sont mesurables. , G) est un espace vectoriel

topologique métrisable complet avec comme système fondamental de voisinages de 0

l’ensemble des
~~ r ~~ l, .v .

Dire que X 
n 

2013~ 0 dans G) , c’est dire que, pour tout scalaire u,

(w) Il 2013~ 0 .

On a la généralisation suivante du corollaire 3, p. VI.8, avec essentiellement

la même démonstration (quand r est une probabilité, y on obtient L 0 G)
?n prenant f bornée et indépendante de o~ ).

Théorème. Si (X ) est une suite de points de ~. ~ G) et si la série

n 
X 
n 

converge dans p4, G) pour tout 6. ~-1 11 alors 1 c n Xn
converge dans L%f (,il, t4-, G) pour toute suite scalaire bornée (cn).

On utilise le lemme suivant, qui est une forme d’inégalité de Fubini.

Lemme. Soit (K, V ) un espace de probabilité et soit (3 &#x3E; 0. Si (il , est

a--fini, on a, pour toute fonction f positive et mesurable sur V),



VI bis. 2

Démonstration. (J) Supposons que f ne dépende que de la variable t :

= f (t) . df étant la mesure de Lebesgue-Stieltjès associée a Y, on

connait la formule
- t 00

où g z 0 est mesurable

2o Supposons que

dénombrable, les A. i C il mesurables et deux à deux disjoints (les X 
Ai 

sont les

fonctions caractéristiques), les Yi croissantes, continues à gauche, ’ nulles

et continues en 0 :

CD Cas général : il suffit d’observer que 1(t,w) est partout limite d’une

suite croissante de fonctions ’ 1

~) ci-dessus.

Posons, pour n 4 1 entier,

avec p ~1, q ~0 entiers.

Pour tout w et tout tend en croissant vers ~(t, w ) (car ~(.,w)
est continue à gauche). Pour tout W , est croissante, continue à

gauche, nulle et continue en 0. De plus, quand w parcourt Q, n fixé, l’ensemble

des fonctions BD (., w) est fini ou dénombrable, puisque est

constante sur tout intervalle 3E prend ses valeurs dans l’ensemble 
,

n n 
.

fini et est croissante · on vérifie que la partition A . ,n ’ 

n, i i E I 1



VI bis. 3

de fi ainsi définie est mesurable : Yn a donc la forme voulue.

Démonstration du théorème. Soit c = (cn) une suite scalaire telle que

quand N .-,. 00 et M.-,. 00 .

On peut supposer (a , 1- ) 0"-fini. En effet, pour N et M assez grands, et pour
~~ , ~4

01m F 
n 
X &#x3E; 0 sur un ensemble U- -fini ne de valeu rs de w , ·) N n n e ’

c appartenant à l’ envelol)pe convexe ferméc d’ulle partie dénombrable de 11,

III M c X w) &#x3E; 0 sur un ensemble 
n 

-

Il existe (p. VI.8) une probabilité -IL sur 11, f &#x3E; U, ~ ~ 0 vérifiant
-- M

d’où, d’après le lemme,

qui tend vers 0 quand N et M tendent vers - .

Remarque. La propriété énoncée dans le théorème pour tout espace G)
ne passe pas au quotient.

On sait en effet qu’il existe des evt métrisables et complets ne vérifiant pas
cette propriété ( 111 , [2}) et on établit facilement que (de même que tout Banach,

est un quotient d’un 1 1 (I)), tout evt métrisable complet E est le quotient d’un

est dense dans E, f(t, i) = utiu

où est une "F-norme" définissant la topologie de E). 
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