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VI bis. 1

Soit ({2, (*) un espace mesuré quelconque ( (¢ est une mesure positive) et

soit une tonction VY : [0, XN — [0, ol , f(t, . ) étant mesurable

sur 1 pour tout t » 0 et Y (., w) : R, — R, étant, pour tout w ¢ £ ,

croissante, continue a gauche, nulle et continue en U, non identiquement nulle.
Si G est un espace de Banach, on pose

L‘P(ﬂyf"G) = {X\:}u>0:§ ‘f(“u X(w)il, "‘))dr‘(“)) < “},

¢3
ou les X : . —=» G sont mesurables. Lw(fl,(1, G) est un espace vectoriel

topologique métrisable complet avec comme systéme fondamental de voisinages de O
1'ensemble des

) = Axelfa,, o] [0y, w) ape) €« <, <50, 85 0.
Dire que Xn —> 0 dans L*(Q_,p, G), c'est dire que, pour tout scalaire u,
j Y(nuxn(w)ﬂ, w )dp(w) —> 0 .

On a la généralisation suivante du corollaire 3, p. VI.8, avec essentiellement
. e . 0
la méme démonstrgqtion (quand ¢ est une probabilité, on obtient L (;1,1*, G)
en prenant ¥ bornée et indépendante de w ).
Théoréme. Si (Xn) est une suite de points de L¢(Jl,ft, G) et si la série
N
1

v .
i'fn Xn converge dans L' (0, M, G) pour tout (En) ¢ {—1, , alors Z’cn Xn

converge dans Lq(Jl,f«, G) pour toute suite scalaire bornée (cn).
On utilise le lemme suivant, qui est une forme d'inégalité de Fubini.

Lemme. Soit (X, V) un espace de probabilité et soit > 0. Si (1, ﬁ) est

¢~-fini, on a, pour toute fonction f positive et mesurable sur (QxK , ¢ ® V),

f, P00 (£l 3, a¥(3)), W) aplw) 1{[ C(e(w, y), w) dpw) av(y).

(L



VI bis. 2

Démonstration. (3 Supposons que ¥ ne dépende que de la variable t :

Y (t,w) = f(t) . df détant la mesure de Lebesgue-Stielljés associée & ¥ , on

connait la formule .
J, $e) ante) - Jo K(jwigh) >5}) ag(e)

oh g z O est mesurable (écrire Y(g(w)) = Jﬂh ¢

(w)l df(§) et appliquer Fubini):
jﬂ ?(J(,(f(w, y), av(y)) dp(w) = [:Nf“’l Y (vl 2w, y) IR )

¢ 37w [ vyt > 8] )
0 a

= % rvev({(w, y)| fw, y) > %) a5 (5) %ﬁ ¥ (£(w, y)) dp(w) dv(y) .
0

nxK
@ supposons que Y(t,w) = - f,(t) X, (@) ol I est fini ou
iel 1 i
dénombrable, 1es.Aic L mesurables et deux & deux disjoints (les 7tA' sont les
i

fonctions caractéristiques), les fi croissantes, continues a gauche, nulles

et continues en O :

j_$0p (200 )y aviy)), ) dpe) = T o, 130,20, ¥), ) ap@)

1 5 1 '
£ -(; 2-1 “Ai“( Yi(£f(w, y) dpw) av(y) = 3 “‘UK P(f(w,y), w) dp(w) dv(y) .
() Cas général : il suffit d'observer que Y(t,w) est partout limite d'une
suite croissante de fonctions Yn(t,u)) = f}. ' i(t) X, () telles qu'en
’ .
n,i

() ci-dessus.

Posons, pour n 2 1 entier,

0 si 0< ¢t ¢

Sl=

P (tsw)

\Pn(fﬂ w)

inf{d , nf si

=N o]

;
cts Pl et sid ¢ 9@ ,w) <
n n n n

’

avec p » 1, q > O entiers.

Pour tout w et tout t, Yn(t,u>) tend en croissant vers Y¥(t,w) (car ¢(.,w)
est continue & gauche). Pour tout w, *n(.,«u) est croissante, continue a
gauche, wulle et continue en O. De plus, quand w parcourt 2 , n fixé, 1'ensemble
des fonctions Yn(.,tu) est fini ou dénombrable, puisque chaque Yn(.,tU) est

p+1

= 1, prend ses valeurs dans l'ensemble

constante sur tout intervalle ]g ’

.59 o < 2! . . (i s
fini {nl € q €£n" | et est croissante ; on vérifie que la partition (An,i)ie I



VI bis. 3

de (O ainsi définie est mesurable : Tn a donc la forme voulue.

Démonstration du théoreme. Soit ¢ = (cn) une suite scalaire telle que

. . b ', ’_M 5 .
|cn‘ €1 et soit u » 0. 11 faut montrer que j[Lf(u|gzN <. Xn(w)“"”)dr(”) —_ 0

quand N —» % et M= o= ,
On peut supposer (£ ,{<) 0 -fini. En effet, pour N et M assez grands, et pour

tout € € H = {-1, UN ¢ (u uZ;’ £ X W)l,w) dre(w) < 2=, donc

}.Q_
*(UHZZS £n Xn(w)ﬂ,iv) > O sur un ensemble T -fini Jlg de valeurs de w ;
¢ appartenant a l'enveloppe convexe fermée d'une partie dénombrable de H,
Y(u "il}; c Xn(w)H , W) > 0 sur un eflsemble a~-fini.

I1 existe (p. VI.8) une probabilité /A sur H, ¢ > 0, A > O vérifiant

M : M
Vw ¢ &L, VN, VN, uZN . xn(w)ll < fJ[,( h%a‘n X (@), dA(e)),

d'ou, d'apres le lemme,

M
SJ(uui; cp Xplly @) ap) ¢ S ¥QuuT e X (@, w) ap(w) aA(e)

>

1 M )
< EISIEIPH Sn?( pu \IEN £ )&n(w)\\, w) dp(w),

qui tend vers O quand N et M tendent vers « ,

Remarque. La propriété énoncée dans le théorime pour tout espace LY(jz,r‘, G)
ne passe pas au quotient.

On sait en effet qu'il existe des evt métrisables et complets ne vérifiant pas
cette propriété ([1], [2]) et on établit facilement que (de méme que tout Banach
est un quotient d'un 11(1)), tout evt métrisable complet E est le quotient d'un

17(1) = Q6 [T, ¥Ut;1, i) <=f (I ¢ EMO| est dense dans E, ¥(t, i) = ntin

ol (|.{l est une "F-norme" définissant la topologie de E).
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