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VI.1

L'exposé ci-dessous détaille les résultats de [2]. On rappelle
que l'on pose, si (Q,p) est un espace mesuré fini,si f est une fonction

mesurable sur ((Q,u)

¥ ac]o,il J (£,dp) = inf {fco0 | p {lfl>c} ca}.

L'argument essentiel pour la suite est le théoreme suivant, qui généralise
un résultat bien connu dans le cas ou W on'a qu'un seul élément. (cf. [4],

exposé XVIII, proposition 2).

Théoreme 1 : Soit K un compact,qﬁ un ensemble convexe vaguement compact
de mesures de Radon positives sur K et E une partie de C(K). Soient p et g
deux nombres réels tels que O<p<qg< ®. On suppose qu'il existe une cons-
tante C telle que

1/q 1/p
(v ¥2re , 3ue®, ¥xer: (J Ix|%n < ¢ ([ |x|Paw) .

I1 existe alors une constante p et B ¢ ]0,1[ tels que pour toute X.E‘da
il existe A ¢ ‘¥ telle que

’

1/q
A < 20 et (f |x|2 an) < P JB(X,dA)

Démonstration : a) Supposons d'abord ‘16 = {A}. Soit B dans ]0,1[ tel
c B1/r : 1 1 1

que 1 -

Si A {Ix|:>c} < B, on a

(lelqd/\)l/q < ¢ (] Ix|Paa )Up + ¢ ([ Ix|Pan )Up
{lx] > ¢} {Ix] <}
donc par 1'inégalité de HBlder :
(lelqu)i/q < cpT ([ lx|qu>1/q +Cch (1)
par conséquent (1-c pt/") (] 1x|9 dA)l/q < CA (1) J,.(x,dn)

B
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, - .. %
h) Cas géneral : Soit ?\\” € ’3‘@ . On pose )‘M, = % (- 1’?
) (¢} 4

0
¢'est un convexe vaguemeni compact contenu dans “3& . Seit A€ "}e .ot
(el

soil g€ Wotoenie gque (%) moit realise. On aura

 x ch. (Ur lx‘qu)l/q cc !x}pdp)l/p e 21/p(f lxwd(hoq‘ M )}1/1)
, . >&o; H .
Par conséquent, puisque ——F——~ & %0, 1 'hypothese (%) est vérifiée par %0’
A condition de remplacer C par 21/p C.
Posons pour A € P}eo :
1/q 1/p 1/p

roy - fue B | ¥ xer, ([]x]9n < 2 ¢ (f IxPawy 3

o

On voit que [ est une multiapplication de 3’@0 dans lui-méme, a valeurs
convexes compactes non vides. De plus, [ est s.,c.s., c'est-a-dire que

1'ensemble {(A,p) € 1@0 X ‘Jeo | uwer(r)l est fermé dans ‘}80 X ‘uo;

D'apres un théoreme de Ky-Fan [cf. [1] p. 167] il existe un point fixe

Ae \}&0 tel que A €T(A), soit encore

1/q 1/p 1/p
¥ xek, ([ Ixl%n < 2 c (] [x|Pam

’

puisque 7‘\0 < 2/, a) permet de conclure.

Définition : Soit E un espace de BRarach, F et G deux espaces guasi-normes,

nous dirons qu'un opérateur u de E & G dans F est 0-G sommant, <'il existe
ane constante €, un reel a dans }0,1{ et iune probabilité de Radon A sur
(BF,,G{E',E)) tels que

]

¥ z€E &G lu(DIl < ¢ g, (Il <z, & [l,,dx(E)

, kY - ° -

Les opérateurs 0- K <ommants (ou X est le corps des scalaires i.e. IR
ou I) «'identifient aux opérateurs O-sommants. La définition précédente
n'est pas la definition classique, on trouvera des définitions equiva-

lentew dans '} expose 9)
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I1 est évideni qu'un opérateur 0-G sommant est p~-G sommant ¥ p € 0, 0.

Notations : Si K est un compact, P(K) désigne 1'ensemble des probabiliv.
de Radon sur K. Soit p,q tels que 0<p<q< =, soit E un espace de Bunoot,,
nous dirons - pour abréger - que E vérifie TT (E,.) - TT (E,.) si. pour
tout espace quasi-normé F, tout opérateur q-soﬁmant de E gans I est p-

sommant .

Le théoreme suivant est démontré dans [3]. Nous 1'admettrons, on en

verra une nouvelle démonstration plus tard.

Théoreme 2 : Soit 0 < P <q < 2, soit E un espace de Banach tel que

| IP(E,.) = llq(E,.), il existe une constante C telle que, pour tout
espace de Banach G, pour tout espace quasi-normé F et tout opérateur u
de E ® G dans F, on ait :

( Cn ‘
TG u)g q,G(U)

[voir 1'exposé I pour la définition de m w7
. H

Le théoreme 1 permet de retrouver; en l'améliorant un résultat de Maurey

(corollaire 91 de [3] ou remarque 3 de [4], exposé XXI].

Théoreme 3 : Soient p,q deux nombres réels tels que 0 < p < g < 2, et E
un espace de Banach tel que 'FT;(E,-> = TT;(E,o). I1 existe alors une
constante P et un nombre B ¢ ]0,1[ tels que la propriété suivante soit
réalisée pour tout espace de Banach G : si u est un opérateur‘q—G sommant
; de
 plus, il existe une probabilité de Radon sur la boule unité B' de E' (mu-

de E ® G dans un espace quasi-normé F, u est en fait 0~G sommant

nie de la topologie o(E',E)) telle que 1l'on ait, pout teout z dans E ® G
1/q
| 1/q q \
(1) u(2)llg < 2 nq,G(u) (f ll< z,8> g dA(E)) <o xq,G(u) JBQKz,gﬂh;,du(gzh

Dans le cas q =1, on peut supposer que le support de  est contenu dans

1'adhérence (pour 6(E',E)) H de 1'ensemble des points extrémaux de B'.
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Enfin, si = 2, la conclusion reste vraie si G= K.
’

Démonstration : La premiere partie de la conclusion résulte de la deuxieme

partie. La restriction q< 2 résulte de ce que le théoreme 2 reste trivia-

lement vrai pour G= K mais est faux en général quand q= 2.

@ Soit z€E ® G, on notera Z la fonction de C(B',G) définie par
E > < €,z >, Soit A €P(B'), 1'opérateur uy de E ® G dans Lq(B',?\,G)

défini (abusivementpar z > Z est trivialement q-G sommant et Ty G(uk) <
s

L'hypothese du théoreme 3 et le théorerme 2 entrainent = G(u) < C.
’

1.

D'aprés le théoreme de Pietsch (théoreme 1 de l'exposé 1), il existe

donc pEP(BE,) telle que

N q 1/q N p 1A
¥2€E®G lu&Il = (JIZOIE a8 s c(fIFOIR au(e))
L*(B',\,G)

quand z est dans E ® G, la fonction § - Il’i(g)HG est continue sur B' muni de

la topologie o(E',E), on peut donc appliquer le théoreme 1

@ Soit donc u un opérateur q-G sommant de E @ G dans un espace quasi-

normé F ; d'apres le théoreme de Pietsch, il existe A €P(B') telle que
- 1/q
¥2€E @G Il s o (JIZOIF ae)y
’

il existe donc A €P(B') telle que (1) soit vérifiée avec les constantes

p et p données par le théoreme 1.

@ Dans le cas 1<p<gq, le théoreme de Pietsch et 1'analogue de @
entrainent : ¥ A e®P(H), 3 peP(H) telle que :

1/q 1/p
¥ 2€E ® G JIZ®lg ang) < c(fIIZE)IP ap(s)

on peut encore appliquer le théoreme 1; on conclut comme dans @ mais

on obtient de plus A € P(H).
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Pour que la démonstration soit complete, il faut traiter le cas
q=1 ; mais d'apres [4] (exposé XXII, corollaire 3), si les hypotheses
du théoreme sont vérifiées pour q=1, il existe £>0 tel qu'elles soient

vérifiées pour p=1-+¢ ; C)]unmwt donc de conclure dans ce cas.

Remarque : D'apres la '"conjecture de Pietsch'" ([4], exposé XII, corol-
laire 1) les hypotheses du théoreme précédent sont vérifiées par tout
espace de Banach si O<p<q< 1.

Le théoreme de ([47],exposé XXI) donne une caractérisation des espaces

de Banach qui vérifient les hypotheses du théoreme 3.

Nous allons appliquer le théoreme précédent pour retrouver un

théoreme de Grothendieck et sa version améliorée dans [4] (exposé XXII)
Théoreme 4 : Soit (Q,u) un espace mesuré, pour tout espace de Hilbert H
1 1
(L7 (B = TI (L7 (a,w,H) .

Démonstration : C) Soit 6> 0, on montre d'abord que

£(L1(Q,u),H) = TT1+6(L1(Q,;1),H) ;

=n utilisant des variables gaussiennes indépendantes, on montre qu'il
existe un espace de probabilité (Q',P) et un plongement isométrique T

de H dans Ll(Q',P) vérifiant

¥ 6>0, ¥ heH lIr(n) || . = C, |l
L0 qpy 0
1 1
avec Toe <+ T 6y © 1 et 1
(146)" (1+6)"
i K-R : o ([lx] dy(x)) ,
Jlx] ay()

1
' (1+8)" (1+8)"
si K=€ : C, = L[(A2+y2) dy(x) dy(y)]

)
f4x2+y2 dy(x) dvy(y)
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ou Yy est une probabilité gaussienne centrée sur R.

Par transposition, on voit que tA identifie H a un quotient de

L2(q',P) et YA admet la factorisation

- J
L (Q',P) -$ L1+6(Q',P) L n
. C

ou jg est 1'injection canonique et HAb” =

Soit alors u un opérateur de Ll(Q,p) dans H ; d'apres la propriété de

relevement de Ll(Q,p), ¥ €>0 il existe ﬁ; : Ll(Q,p) - L°(Q',P) tel que
IF 11 < (1+¢) [l
et u = Aéojéo'ﬁ'e ;
d'ou ¥ £>0, n1+6(u) < ”A6” x1+6(j6) “ﬁ;“ < Cg (1+¢) |lull,

donc, n, (u) < Cs full.

1+6

@ D'aprés le théoreme de Pietsch, tout opérateur 2-sommant u de
LI(Q,p.) dans un espace quasi-normé F admet la factorisation

1 ! Yo . -
L' (Q,p) —> H —> F ou H est un Hilbert avec Hu1l| < nz(ul) <1 et

Hu2” < Jtz(u) ; d'apres 1, on a donc

Jt1+6(u) < n1+6(u1) ||u2|| < Cg Hu1H ||u2|| s Cy 7y(u)

On conclut alors aisément par le théoreme 3.

Définition : Soit E,F deux espaces de Banach, on dit que E est finiment
représentable dans F (en abrégé E f.rF) si, pouar tout £ >0 et tout sous-
espace de dimension finie M de E il existe un sous-espace N de F (1l+g)-
isomorphe a M (c'est-a-dire il existe un isomorphisme T de M sur N véri-
tiant [Tl 171 < 1+e). |

Le lemme suivant est immédiat
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Lemme : Tout espace de Banach est finiment représentable dans e

. . 1 ] .
D'apres le théoreme 4, |‘2(1 y o) :llo(li,.) ; nous allons appliquer les
résultats précédents au cas E=1" ; dans ce cas, l'ensemble des points
extrémaux de la boule de E'=1" muni de la topologie induite par o(E',E)

s'identifie au compact {—1,+1}Nlmuﬁ.de la topologie produit.

Corollaire 1 : Soit p € ]0,2[, soit H 1'ensemble {—1,+1}N ; il existe

une constante p et B dans ]0,1[ tels que

¥ AeP(H) J AeP(H) tel que

. A < 2A

. Pour tout espace de Banach G, on a

1/p
(2) ¥ (g) ea!™ , (Jls g, ean dA(e)) < P jB(ll‘Z g, e, ll,dr(e)).

Démonstration : La conclusion du théoreme dans le cas G-= < résulte
des théoremes 3 et 4. Mais si G est un espace de Banach vérifiant (2),
tout Banach finiment~représentable dans G vérifie ainsi (2), le lemme

précédent permet donc de conclure.

Corollaire 2 : Il existe une constante p et B dans ]0,1[ tels que,

pour tout a dans J]0,1[, pour tout espace de probabilité (Q,P), pour
toute suite (Xn) de variables aléatoires sur (Q,P) a valeurs dans un
espace de Banach G, on ait l'inégalité

(IN)

¥ (cn) €R , Ja(HchXn(w)llG,dP(w))s pPsup |cn| sup J

aﬁ/2(H28an(w)“G,dP(w))e
e =11
n==

Démonstration : Nous pouvons évidemment supposer qu'il n'y a qu'un

nombre fini de variables Xn non nulles. Supposons que sup lcn| <1, on

peut écrire
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Soit A € P(H) définie par A= 2 a, & ; on a par convexité, pour tout

k 8k
dans (Q :
Iz e, X, (g = Z oy lIZ e ef X (Wl = Iz e X (i, arce) ;

d'apres le corollaire précédent (appliqué a p=1), il existe A € P(H)
telle que

¥ weEQ, 1h> c, Xn(w)ll < P J'3 (Il e, Xn(w)ll,d!\(S)) ;

A Y
d'ou :

Iz e X (w)l,aP(w)) < o J, (s e X (W, ar(e),dP(w)] ;

d'aprés "1'inégalité de Fubini" ([5], exposé XXIV, §2), on a :

Ja(HZ c xn(w)H,dP(u») <p Jaﬁ/thaﬁ/z(”Z e Xn(w)”,dP(w)),dA(e)]

<P eszgl Jaﬁ/z(ﬂx € Xn(w)H,dP(w)),
n=-

d'ou le résultat par homogénéité.

La version "sans constante'" du corollaire précédent est alors immédiate:

Corollaire 3 : Soient (Q,P) un espace de probabilité, G un espace de

Banach et (X ) une suite sommable dans L°(Q,P,G) (i.e. S & , X, converge
dans L° (Q,p,G) pour tout (s ) € {-1, +1}IS Pour toute suite bornee de

scalaires (cn) la série Y c, Xn est convergente dans L (Q,u,G).

Remarque : Si (Xn) est une suite de variables scalaires telles que
i=n
(3) ¥ a€]o,1[, sup  sup Ja( | ¢ e; X (],aP(w) < = .
n Siz 1-1 i=1 1

Le corollaire 2 montre que % c, Xn converge dans LO(Q,P) pour toute

suite de scalaires (cn) tendant vers 0.
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On sait fci'. {6} qu'une telle suite est en fait sommable. Compte tenu
de ce résultat. le corollaire 2 montre donc que la conditien (3) suffit

. - S N o .
a entrainer .ue la =serie ¢ . Xn converge dans L ((,P) pour toute suite
n

bornée de scalaires (cr).
1
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